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Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku

roznych przedziatach

Zrédto: dostepny w internecie: pixnio.com, domena publiczna.

Funkcje elementarne takie jak wielomiany, funkcje wymierne, wyktadnicze, logarytmiczne
czy trygonometryczne posiadajg granice w kazdym punkcie swojej dziedziny. Co wiecej
granica ta jest rowna wartosci funkcji w tym punkcie. Oprocz funkcji elementarnych
mozemy tez rozwazac funkcje, ktore sg okreslane roznymi wzorami na kilku przedziatach.
W tym temacie zajmiemy si¢ badaniem granic takich witasnie funkciji.

Twoje cele

e Policzysz granice funkciji okreslonejroznymi wzorami na kilku przedziatach,
w punktach w ktorych zmienia sie wzor tej funkcii.

» Uzasadnisz, ze funkcja okreslona roznymi wzorami na kilku przedziatach moze nie
posiadac¢ granicy w pewnych punktach.




Przeczytaj

W temacie tym zajmiemy si¢ funkcjami, ktore sg okreslone na kliku réznych przedziatach
poprzez rozne funkcje elementare. Jak wiemy funkcje elementarne posiadajg granice

w kazdym punkcie swojej dziedziny oraz granica ta jest rowna wartosci funkcji w tym
punkcie. W zwigzku z tym badajgc granice funkcji okreslonych r6éznymi wzorami na kilku
przedziatach wystarczy ograniczy¢ sie do badania granicy w punktach, w ktorych funkcja
»zmienia swoj wzor”. W argumentach nalezgcych do wnetrza kazdego z przedziatow
granica bedzie rowna wartosci funkcji liczonej wedtug wzoru, ktorym funkcja jest okreslona
na tym przedziale. Przy obliczaniu granicy w punktach, w ktoérych funkcja zmienia wzor,
korzysta¢ bedziemy z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie: o istnieniu granicy funkcji w punkcie

Jedli funkcja f : Dy — R posiada w punkcie zy € R granice lewo- oraz prawostronng
oraz granice te sa rowne, to wowczas posiada ona takze granice w tym punkcie oraz

lim f(z) = lim f(z) = lim f(z)

r—x, T—xy T—To

Spojrzmy na ponizsze przyklady.

Przyktad 1
Rozwazmy funkcje
(z+1 dlazec (—oo,—2)
flz)y=<92*—-1 dlazec (-2,1)
1—z dlaze(1,+00)
Sprawdzimy czy posiada ona granice w punktach x; = —2 oraz o = 1. Na poczatek

spojrzmy na wykres tej funkcij.
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Jak widzimy funkcja jest okreslona réznymi wzorami na lewo oraz na prawo od danych
punktow. Oznacza to, ze konieczne jest obliczenie granic jednostronnych. Poniewaz na
lewo od punktu z; = —2 funkcja jest okre$lona wzorem f(z) = = + 1 wiec

lim f(z)= lm (z+1)=-2+1=-1.

T——2- T——2

Z drugiej strony na prawo od punktu 1 = —2 funkcja jest okreslona wzorem
f(z) = x* — 1 wiec

lim f(z)= lim (z?—-1)=4-1=3.

x——27 x——27
Jak widzimy granice jednostronne funkcji f w punkcie ;1 = —2 s3 rézne. Oznacza to, ze
granica funkcji f w punkcie ;1 = —2 nie istnieje. Rozwazmy teraz punkt o = 1. Nalewo

od tego punktu f(z) = % — 1 wiec

lim f(z) = lim (z2-1)=1-1=0.

z—1- z—1-

Z kolei na prawo od punktu 2 = 1 mamy f(z) = 1 — z, zatem

lim f(z) = xli_{%(l —z)=1-1=0.

z—1T

Jak widzimy granice jednostronne funkcji f w punkcie zo = 1 s3 rowne. Wynika stad, ze
funkcja f posiada granice w punkcie o = 1 oraz

lim f(z) = 0.

rz—1

Przyktad 2



Rozwazmy funkcje

[%“’3_6 dlaz € (0,3)
flx) =<5 dlaz € (3,4).
% dlaz € (4, 6)

Dziedzing danej funkciji jest zbior Dy = (0, 6). Sprawdzimy czy istnieje granica funkcji f
w punktach z1 = 3 oraz 2 = 4, w ktérych zmienia si¢ jej wzor. Zauwazmy, ze

2’ —z—6=(xr—3)(x+2) orazz? — 3z — 4= (z — 4)(z + 1). W zwigzku z tym wzoér
funkcji f mozemy zapisa¢ w prostszej postaci

(z+2dlaz € (0,3)
f(z) =< 5dlaz € (3,4)
z+1dlaz e (4,6)

Obliczymy teraz granice jednostronne funkcji f. Mamy kolejno
1. mlig,{ f(z) = xlig)li(a: +2)=3+2=5.
2. gclig)l+ f(z) = .1:11311* f(z) =5.
3. lim f(z) = lim(x+1)=4+1=5.
x—47 x—47T

Jak widzimy granice jednostronne funkcji f w punktach 1 = 3 oraz x> = 4 sg rébwne.
Wynika stad, ze funkcja f posiada w obu tych punktach granice oraz

lim f(z) = lim f(z) = 5.

Ponizej znajduje sie¢ wykres funkcji f.
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Przyktad 3
Obliczymy granice funkciji

log, z dlaz € (0,2)
flz)={z—1dazxc(2,4)
322" dlaz € (4, +oo)

w punktach z; = 2 oraz 3 = 4. W tym celu obliczymy granice jednostronne w tych
punktach. Poniewaz na lewo od punktu x; = 2 mamy f(x) = log,x. wiec

lim f(z) = lim logyz = log,2 = 3.
T2~ T—27

Z kolei na prawo od punktu z; = 2 funkcja jest okreslona wzorem f(z) = = — 1, czyli

lim f(z) = lim(z—1)=2-1=1.

z—2F z—27T

Jak widzimy granice jednostronne funkcji f w punkcie z; = 2 s3 rézne. Oznacza to, ze
funkcja nie posiada granicy w tym punkcie. Sprawdzimy teraz czy funkcja posiada
granice w punkcie xy = 4. w tym celu liczymy granice jednostronne. Mamy

lim f(z) = lim(z —1)=4—-1=3.

r—4- Tz—4-

oraz

: S F 20—7 _ 98-T7 _
xlgil+ f(z) = xhj% 3 =3"=3.

W tym przypadku granice jednostronne s3 sobie rowne co oznacza, ze funkcja posiada
granice w punkcie xy = 4 oraz



lim f(z) = 3.

z—4
Przyktad 4
Obliczymy granice funkcii
sinz dlaz € (0, %)

f(x) ={cos2z dlaz € (%, F)
1+ 2sin3z dlaz € (3,2

o

6
okreslona jest roznymi wzorami wiec liczymy granice jednostronne. Mamy

w punktach x; = § oraz 3 = 5. Nalewo oraz na prawo od punktu z; = ¢ funkcja f

lim f(z) = lim sinz =sinf = 1

oraz

. . . o mo_ L
w1_1>n£1 f(z) = m1_1>n£1+ cos2x = cos 5 = 5.
6

Jak widzimy granica lewostronna funkcji f w punkcie z; = % jest rowna granicy
prawostronnejw tym punkcie, zatem

lim f(z) = 1.

T—%
Obliczmy teraz granice jednostronne funkcji f w punkcie zo = 3. Mamy

lim f(z) = lim cos2z = cosm = —1
T3 T3

oraz

. . . s 3w
lim f(z) = lim (14 2sin3z) =1+2sin5 =1—-2=—1.

T3 " "

W tym przypadku granice jednostronne takze sa rowne. Wnisokujemy stad, ze funkcja f
posiada w punkcie x5 = 3 granice oraz

lim f(z) = —1.

ﬂ'
T3

Stownik
funkcje elementarne

do funkcji elementarnych zaliczamy nastepujace funkcije



» wielomiany (w szczegoélnosci funkcje liniowe i kwadratowe)
» funkcje wymierne

» funkcje wykladnicze

» funkcje logarytmiczne

» funkcje trygonometryczne

o funkcje typu f(z) = ¥/z

ponadto funkcja elementarng jest suma, réznica, iloczyn, iloraz oraz ztozenie dowolnych
dwoch funkcji elementarnych



Infografika

Polecenie 1

Na ponizszej infografice przedstawiono metode obliczania granicy funkcji danej kilkoma
wzorami w kilku réznych przedziatach z wykorzystaniem wartosci bezwzglednej. Zapoznaj sie
z przedstawionym sposobem wyznaczania granicy takiej funkcji a nastepnie wykonaj
Zzamieszczone ponizej polecenia.

Polecenie 2

|z + 1| dla|z| >3

Dana jest funkcja f(z) = {2931 dla [z <3

1. Zapisz wzor funkcji f bez uzycia wartosci bezwgledne;j.

2. Oblicz (o ile istnieja) granice funkcji f w punktach 1 = —3 oraz x5 = 3.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

20 —3 dla z< -1

. Wowczas granica funkcji f w punkcie
r—4 dla z> -1 & jifwp

Dana jest funkcja f(z) = {
Ty — —1:

() nieistnieje.

() jestréwnal.

(O jestréwna (—5).

Cwiczenie 2 @)

2+ 1 dlaz <0
Dana jest funkcja f(z) = { 3z® — 2 dlaz € (0,1). Wowczas:
2—zdlaz>1

) lim f(z) =1

rz—1-

) lim f(z) = -2

z—0"

) lim f(z) =1

rz—1+t




Cwiczenie 3

2 dla =z € (0,4)

Dana jest funkcja f(z) = { z-1 . Woéwczas

logsz dla =z € (4,8)

Funkcja f posiada granice w punkcie o = 4 réwna %

Funkcja f posiada granice w punkcie £y = 4 réwna %

o O O

Funkcja <mathf posiada granice w punkcie o = 4 réwna %

() Funkcja f nie posiada granicy w punkcie o = 4.

Cwiczenie 4

22+l dla z< -1
Dana jest funkcja f(z) = < logs(x +4) dla =z € (—1,2). Wéwczas
V3z —2 dla x> 2

() lim f(z) =1

rz——1

) lim f(z) = 2

r—2+

(] lim f(z) = 2

r—2

) lim f(z)=10

T——1-



Cwiczenie 5

28 da z < -2
Dana jest funkcja f(z) = ¢ 212 ar :
2 +x+2 dla z> -2

Przeciagnij w puste miejsca wtasciwe wyrazenia.

‘—8”—4HnieistniejeH—8”—8”—4”—4’

Cwiczenie 6

32e—1 dla z<1
Dana jest funkcja f(x) = ¢ logs(3 —z) dla =z € (1,2). Przeciagnij w puste pola
vV —2 dla x> 2

wtasciwe wyrazenia.

‘ZHOHnieistniejeHOHOH1H1’

Cwiczenie 7




Cwiczenie 8

Potacz w pary funkcje z pasujgcymi do nich wyrazeniami.

1
— dl € (0,1
flz) = = v oec! lig f(2) = 7
logy(z+1) dla ze€ (1,4 e
_ flogyVz+2 dla z € (0,1 lim f(z) = 3
logs(a: + 1) da z € (1,2 .

log,(5z +3) dla =z € (0, hm f(z) nieistnieje
3logy(x +2) dla =z € (1, =

#—2 da ze/(01) lim f(z) = ¢
log, 713 dla z € (1,4) o 3



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski
Przedmiot: Matematyka
Temat: Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku réznych przedziatach
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.
Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku roznych przedziatach
w zadanych punktach.

» potrafi uzasadni¢, ze funkcja opisana kilkoma wzorami w kilku réznych przedziatach
nie posiada granicy w danym punkcie

 oblicza granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku roznych przedziatach za
pomoca wartosci bezwgledne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



o dyskusja;
e rOzmMowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w Samouczku i ¢wiczenia
interaktywne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,,Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku
roznych przedziatach” oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1z sekcji
»Infografika”. Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem i zapisuja ewentualne problemy
z jego zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tres¢
wspolnie wyjasniajgc zaistniate watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli podczas ich
wykonywania.

Faza podsumowujaca:



i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Granice funkcji opisanych kilkoma wzorami w kilku
roznych przedziatach”).

Materiaty dodatkowe:
Obliczanie granic funkcji
Wskazowki metodyczne:

« Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,,Infografika” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania w temacie ,Granice funkciji
opisanych kilkoma wzorami w kilku réznych przedziatach”.
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