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Wyobrazmy sobie, ze chcemy ustawic¢ wieze z identycznych cegiet, ktorej najwyzsza cegla
bedzie wystawata mozliwie daleko od tej cegly ustawionejnajnizej. Latwo zauwazyc¢, ze
nizsze cegly trzeba wysuna¢ mniejniz te wyzsze, aby wieza si¢ nie zawalita. Ale co to
znaczy: mniej? O ile mniej? Przyjmijmy, ze kazda cegla ma dlugos¢ 2. Okazuje sie, ze kolejne
cegly powinny by¢ wysuwane: pierwsza (najwyzsza) o 1 w stosunku do drugiej, druga o %
w stosunku do trzeciej, trzecia o % w stosunku do czwartejitd. Odleglosci stanowi¢ beda
odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych. Zatem jak daleko moze wystawac¢ najwyzej
potozona cegla w stosunku do tej potoznej najnize;j?

Ta lekcja odpowie na to pytanie, gdyz bedziemy rozwazac szereg zwany harmonicznym:
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Twoje cele

» Dowiesz sig, czy szereg harmoniczny jest zbiezny.
e Nauczysz si¢ bada¢ zbieznos¢ szeregow za pomoca szeregu harmonicznego.



Przeczytaj

Na tejlekcji zdefiniujemy szereg harmoniczny oraz uogolniony szereg harmoniczny oraz
zaprezentujemy, w jaki sposob wykorzystujemy jego wtasnosci do badania zbieznosci innych
ciggow.

Definicja: szereg harmoniczny
Szeregiem harmonicznym nazywamy szereg postaci:
Y, L
n=1 n°

Dlaczego ten szereg nazywamy harmonicznym? Nazwa szeregu pochodzi o liczby

nazywanej Srednig harmoniczng dwoch liczb.

1

Zwrocmy uwage, ze kazdy wyraz ciggu a,, = -, z wyjgtkiem wyrazu pierwszego, jest

Srednig harmoniczng dwoch wyrazow sgsiednich:

2 2

1
n—1)+(n+1) — 2n n:

Twierdzenie: o szeregu harmonicznym

Szereg harmoniczny jest rozbiezny do +oo.

Dowadd

Podzielmy szereg harmoniczny na grupy sktadnikow:

I+ (7)+(3+D)+(5+s+7+5)+F(maxrmmt ot o)+

N o’

2n sktadnikéw
Zauwazmy, ze
b2
FtI>Tt1=7%
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i dla dowolnej grupy sktadnikow:

1 1 1 1 1 1 1
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2"identycznych sktadnikdéw
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Zatem kazda grupa sktadnikéw ma sume wieksza od 1, a takich grup jest nieskonczenie
wiele. Stad szereg harmoniczny jest rozbiezny do 4-ooc.

Przyktad 1

Wykazemy, ze szereg > - tez jest rozbiezny.

n12n1

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze zachodzi nieré6wnos¢ ﬁ < % dla kazdejliczby naturalnejn > 1,

a zatem w tej postaci nie mozemy wykorzysta¢ kryterium porownawczego.

Skorzystamy z wtasno$ci mnozenie szeregu przez liczbe: jezeli szereg > > jest

nln

rozbiezny, to szereg > >° takze jest rozbiezny.

n12n

Zauwazmy, ze % < a to na podstawie kryterium poréwnawczego oznacza, ze

2n 17
szereg Y o0 | w- jest rozbiezny.

Przyktad 2
Wykazemy, ze szereg > oo, % jest rozbiezny.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniejliczby naturalnejn zachodzi nier6wnosc: % < %

Niero6wno$¢ zachodzi, poniewaz v/n < n.

Na podstawie kryterium poréwnawczego oznacza to, ze szereg » - jest rozbiezny.

n=1 \/_
Teraz zdefiniujemy pojecie uogélnionego szeregu harmonicznego.

Definicja: uogoélniony szereg harmoniczny

Szeregiem harmonicznym rzedu a € R, nazywa si¢ szereg postaci:

S =1+ g+ttt

TL].n

Ponizej przedstawiamy bardzo wazne twierdzenie, dowodu ktorego nie bedziemy tu
przedstawiac.

Twierdzenie: o uogdlnionym szeregu harmonicznym
Szereg > o0 | - jest rozbiezny dla e € (0, 1).

Szereg > °° | L jest zbiezny dla a € (1, +00).

Przyktad 3
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1. Wykazemy, ze szereg > o~ 31% jest rozbiezny.

2. Wykazemy, ze szereg > - — jest zbiezny.

n=1 \/
Rozwigzanie

1. Szereg > > \/_ jest szeregiem harmonicznym rzedu % wiec na podstawie

twierdzenia jest szeregiem rozbieznym.

2. Szereg > | \/_ jest szeregiem harmonicznym rzedu % wiec na podstawie

twierdzenia jest szeregiem zbieznym.
Przyktad 4

. . 0 1 . ..
Wykazemy, ze szereg > ", Vo jest rozbiezny.
Rozwigzanie

Udowodnimy, ze dla kazdej dodatniejliczby naturalnejn zachodzi nierownos¢

1 1
2V/n2 < Yni4nr1’

Dla kazdej dodatniejliczby naturalnejn zachodzi nierownosc
n+1< 7n?,

a stad

n?+n+1<8n?

czyli

Vn?ntl < 29/n?.

Szereg > > \/% jest szeregiem harmonicznym rzedu %, a wiec jest rozbiezny. Zatem

szereg » > \/_ jest takze szeregiem rozbieznym.

Z kryterium porc’)wnawczego skoro dla kazdej dodatniej liczby naturalnejn zachodzi

nierownos¢ , to szere ——— jest takze rozbiezny.
23/n2 ?>/,nQJr 1 g Zn 1 \/ 2+ .] y

Stownik
srednia harmoniczna dwaéch liczb dodatnich

liczba H = +1 , gdzie a i b sg liczbami dodatnimi
a b



0 mnozeniu szeregu zbieznego przez liczbe

jezeli szereg >~ | a, jest zbiezny i jego sumaq jest liczba s, to szereg >~ (k- a,) jest

takze zbiezny, a jego suma jest réwna k - s
kryterium poréwnawcze

zakladamy, ze nieréwno$¢ 0 < a,, < b, zachodzi dla prawie wszystkich dodatnich liczb

naturalnych n;
jezeli szereg Y70 b, jest zbiezny, to rowniez szereg > %] a,, jest zbiezny;

jezeli szereg > 7% a,, jest rozbiezny, to réwniez szereg > by, jest rozbiezny



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie na jej podstawie wykonaj polecenie 2.

Polecenie 2
Czy prawdziwa jest nieréwnos¢: 7,9 < 1 + % + % +...+ ﬁ?

O NIE
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Wskaz szeregi rozbiezne.
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Cwiczenie 2 @)

Szereg fozl ﬁ jest rozbiezny, gdyz mozemy skorzystaé z kryterium poréwnawczego
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Cwiczenie 3 ¢
Czy szereg Ezo:l 471;_1 jest rozbiezny?

() NIE
() TAK
Cwiczenie 4
Przypisz kazdy szereg do odpowiedniej grupy.

szereg zbiezny

[e’e) 1 00 1
n=1 ¥nit2 n=1 9yni-1
[ee) 1 o0 1
Zn:l 3n—1 ’ Zn:l Yn3+2
. 00 1 00 1
szereg rozbiezny anl Vil ‘ anl n21 ’

Cwiczenie 5

Szereg 22021 \/7;—+1 jest zbiezny, gdyz mozemy skorzystac z kryterium poréwnawczego
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Cwiczenie 6

Czy szereg Y .~ % jest zbiezny?

Q NIE
O TAK
Cwiczenie 7

o  vntl
n=1 n242 -

Zbadaj zbieznos¢ szeregu |

Wskazéwka: Wykorzystaj nastepujace kryterium: Dane s szeregi 220:1 ap i Zzozl b,
o wyrazach dodatnich.

Jezeli lim 7™ jest dodatnia liczba rzeczywista, to szeregi > o an iy -, by albo sg oba
n—oo "

zbiezne, albo oba rozbiezne.

Cwiczenie 8

Zbadaj zbiezno$¢ szeregu > Z/m.
- n’—on’—rn



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Szereg harmoniczny

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

e badac zbieznoSc¢ szeregow za pomoca szeregu harmonicznego.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pracaz ekspertem.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Szereg harmoniczny” i celow zajec, przejscie do
wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem przedstawionym w sekcji Infografika. Po
ustalonym wczesniej czasie pyta czy byly watpliwosci z jego zrozumieniem i ttumaczy
je.

3. Uczniowie rozwigzujg wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Coto jest szereg liczbowy?
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Szereg harmoniczny”.
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