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Szeregi geometryczne w rownaniach

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale zapoznamy si¢ z typowymi rOwnaniami, w ktorych wystepuja sumy
szeregu geometrycznego. Szczegolng uwage bedziemy zwracac na to, jak rozpoznajemy
szeregi geometryczne wystepujace w zadaniu. Bardzo istotng kwestig bedzie wyznaczanie
dziedziny rownania w zwigzku z warunkami zbieznoS$ci szeregu geometrycznego.

Twoje cele

o Nauczysz si¢ rozwigzywac¢ rownania za pomocg szeregow geometrycznych.
e Przypomnisz sobie metody rozwigzywania rownan wielomianowych i wymiernych.



Przeczytaj

W tym materiale przedstawimy przyklady rownan, w ktorych wystepujg sumy szeregow
geometrycznych.

Przy rozwigzywaniu réwnan nalezy zwrocic¢ szczeg6lng uwage na to, jaka czesc¢
nieskonczonej sumy jest sumg szeregu geometrycznego. Najczesciej jest to zapisane

w poleceniu, ale jezeli nie ma takiejinformaciji, trzeba rozpozna¢ szereg na podstawie kilku
poczatkowych wyrazéw oraz wyrazu zapisanego w postaci ogolne;.

Nalezy takze pamietac o sprawdzeniu dziedziny, na ktorg istotny wptyw ma wartos¢ ilorazu
szeregu geometrycznego.

Koniecznie na koncu kazdego rozwigzania rownania trzeba sprawdzi¢, czy otrzymane
wyniki nalezg do dziedziny rownania.

Przyktad 1

INTEN

Rozwigzemy roOwnanie: % x4 x4. 2"+, =
Rozwigzanie

Zapiszmy réwnanie w postaci:

SHP

a:—l—a:2+...—|—33”—|—...:%—

Lewa strona roOwnania jest sumg szeregu geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = «
iilorazie ¢ = x.

Aby szereg geometryczny byt zbiezny, musi zachodzi¢ warunek: |z| < 1, czyli
z € (—1,1).

Korzystajgc z twierdzenia o sumie szeregu geometrycznego, otrzymujemy:

7 _ 1
2 x

Tz
Mnozymy réwnanie stronami przez 2z(1 — x) i otrzymujemy:
922 -9z +2=0

A=92-4.2.9=9

_ 1 _ 2
1= 3,L2 = 3.

Sprawdzamy, ze oba rozwigzania nalezg do przedziatu (—1, 1).
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Odpowiedz z = + lubz =
Przyktad 2

Rozwigzemy rownanie, w ktorym lewa strona réwnania jest suma szeregu
geometrycznego: z2 — 2z% + 42t — 82° + ... =2z + 1.
Rozwigzanie

Lewa strona rownania jest suma szeregu geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = x°

iilorazie ¢ = —2x.

Aby szereg geometryczny byt zbiezny, musi zachodzi¢ warunek: | —2z| < 1, czyli
11

ze (-3 7)

Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, otrzymujemy:

o =2z + 1
(2c4+1)°—2>=0

2z +1+z)(2z+1—2)=0
Bz +1)(z+1)=0.

Rozwigzaniami rownania sa:

r=-1¢(-757)

lub

v=-}e ()

Odpowiedz: z = —%.

Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie, w ktorym lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego:
14 (22 +3z+1) + (@ +3z+1)" +...= &

Rozwigzanie

Aby szereg z lewej strony rOwnania byt zbiezny, musi by¢ spetniony warunek:
|:1:2—|—3:1:—|—1‘ <1

Zatemz? + 3z +1< —1lubl < 2% + 3z + 1.

Rozwigzujemy nieréwnosé: 2 + 3z + 1 < —1.



2’ +3x+2<0

A=1

x1=—1lubxzy = -2

Rozwigzaniem nieréwnosci z° + 3z + 1 < —1 jest kazda liczba z przedziatu (-2, —1).
Rozwigzujemy nieréwnosé: 1 < z? + 3z + 1.

0<z®+ 3z

0<z(z+3)

23 =0lubzy = -3

Rozwigzaniem nieréwnosci 1 < z? + 3z + 1 jest kazda liczba ze zbioru
(—o00,—3) U (0, +00).

Wobec tego szereg jest zbiezny dla x € (—o0, —3) U (—2, —1) U (0, +00). Suma szeregu

JCSt rowna 2 37

Zatem rOwnanie ma postac:

14
— = 2.

—x—3x
422 +122+9=0
A=122-4.4.9=0

z=-3¢e(-2-1)

Odpowiedz: z = —%.

Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie, w ktorym lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego:
(1— @)+ 1t 4 Loodlrel 4 52 4 915 — 26,

Rozwigzanie

Aby szereg z lewej strony rOwnania byt zbiezny, musi by¢ speiniony jeden z dwoch
warunkow: (1 — z) = 0lub |12 | < 1.

Rozwigzemy drugi warunek. Pomné6zmy strony nieréwnos$ci przez |z|:

11+ z| < |z|.



Podniesmy nier6wnos$¢ do kwadratu:
2 2

(1+2) <z

1+ 2z + 22 < 2

T < —1.

Ostatecznie lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego wtedy i tylko wtedy, gdy
z € (—o0,—%) U{1}.

Zalozmy, ze z < —%.

Wowczas mozemy skorzystaC ze wzoru na sume szeregu geometrycznego:

§= i =12 =a(@ 1)

T
2 — z = bx? + 21z — 26
4x% 4+ 222 — 26 = 0
2x2 + 11z — 13 = 0.
Zatem:

r=1¢ (—oo,—%) lubz = —% € (—oo,—%).

Zauwazmy jednak, ze dla x = 1 rownanie sprowadza si¢ do postaci 0 = 0, czyli x = 1 jest
rozwigzaniem rownania.

13
5 -

Odpowiedz:z = 1lubz = —

Stownik
suma szeregu geometrycznego

o jezeli [g| < 1luba; = 0, to szereg geometryczny » -, a; - ¢" ! jest zbiezny
o jezeliar = 0,t0) o a1-¢" 1 =0
o jezelilg <1,t0) 0" a1-¢" ' = lim S, =

n—o0

q



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika. Na jej podstawie wykonaj nastepne polecenie.

Polecenie 2

Rozwigz rownanie, w ktérym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego:

Vitz—1+ 2= —...=3

Vifz




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz wszystkie rozwigzania réwnania, ktérego lewa strona jest sumg szeregu
geometrycznego: 2z + 4 + % +...=bzx+ 3.




Cwiczenie 2

Wskaz dziedzine réwnania, w ktérym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego:

1- 22— =VI—uz

(@37

O (_007 1>

O (=31

Cwiczenie 3

Czy zbiorem rozwiazan réwnania2 + x + 22 4 ... + 2" + ... = 3 jest zbiér {%}

O NIE

O TAK

Cwiczenie 4

Wskaz zbiér rozwigzan rownania: 2z + 1+ z% — 2 + 2zt — 25+ ... + (—2)" + ...

O 0
O {z:-9}
O {3}

O {-3



Cwiczenie 5

Kazde z ponizszych réwnan ma po lewej stronie sume szeregu geometrycznego. Potacz w pary
rownanie i zbidr jego rozwigzan.

1 1 1 _
]. + 1—=x + (1—1:)2 + (1_1:)3 + 000 = db @
1 1 1 _
1+ = + o Tt =3 {-1}
1 1 1 _ 1
I+ s+ g Tyt =1 {-3}
1+ L+t + Loy == (—00,0) U (2, +00)
-z (1—z)? (1-z)* ) )
Cwiczenie 6
Zbiorem rozwiazan réwnania 2% + 3z + 9z* + 272° + ... = 1 — 3z, ktorego lewa strona

jest sumg szeregu geometrycznego, jest:
O {3}
O {12
O 0
O {1}
Cwiczenie 7 @

Rozwiagz réwnanie 8(1 + 2z + 42 + .. ) = 15(1 + 22+t + .. .), w ktérym w nawiasach
znajduja sie sumy szeregéw geometrycznych.

Cwiczenie 8 @

2z+1 (2ctr—i-1)’“1 .
(:;i2)2 —I—...—f—w—f—...—z

. L1
Rozwiaz rownanie -5 +



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Szeregi geometryczne w réwnaniach

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje rOwnania za pomoca szeregow geometrycznych,
 stosuje metody rozwigzywania rownan wielomianowych i wymiernych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa kierowana;
» metoda tekstu przewodniego;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,Szeregi geometryczne w rownaniach” oraz cele zaje¢,
omawiajac lub ustalajac razem z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
»Przeczytaj”. Wspolnie na forum klasy omawiajg pytania i problemy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Infografika”. Zapisujg
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

4. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

5. Cwiczenia numer 6, 71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Infografika” i rozwigzuja polecenia z nim
zZwigzane.

Materialy pomocnicze:



Szeregi geometryczne zbiezne

Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Infografika” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Szeregi geometryczne

w rownaniach”.
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