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Zrédto: dostepny w internecie: NomeVisualizzato z Pixabay, domena publiczna.
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Wykresy w wielu dziedzinach sg nosnikami waznych informacji: finansowych, gietdowych,
statystycznych, medycznych. Wiemy, ze jednym z powszechnie wykonywanych badan
lekarskich jest elektrokardiogram. Wynik badania otrzymujemy w postaci wykresu funkciji
napiecia elektrycznego, wytworzonego na skutek skurczu miesnia sercowego, w zaleznosci
od czasu. Na podstawie takiego wykresu mozna odczyta¢ prawidtowg lub zaburzona
czynnosc¢ serca.

Prawidtowa czynnos¢ serca Zaburzenie rytmu serca

Umiejetno$¢ odczytywania wlasnosci funkcji z wykresu, jak widzimy powyzej, jest bardzo
przydatna nie tylko z punktu widzenia umiejetno$ci matematycznych. W tym temacie
skupimy si¢ na doskonaleniu umiejetnosci matematycznych w zakresie odczytywania
wlasnosci funkcji z wykresu.


https://pixabay.com/pl/users/nomevisualizzato-9517909/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=4764731
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Twoje cele

e Odczytasz z wykresu funkcii:
o jejdziedzing,
o zbior wartosci,
o Imiejsca zerowe,
o argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne,
o argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
o maksymalne przedzialy monotonicznosci funkcii,
o roéznowartosciowos¢ funkcii,
o najmniejszg/najwicksza wartos¢ funkcji oraz argumenty, dla ktorych te
wartoS$ci sa przyjmowane.



Przeczytaj

Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkciji takiej, ze y = f(z) to zbior wszystkich argumentéw z, dla ktorych funkcja
jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D lub Dy.

Na rysunku powyzej mamy wykres funkcji f.Jejdziedzing jest zbior:

Dy = (—6,—3) U (—2, 3). Narysunku zostal on zaznaczony na osi X kolorem
pomaranczowym.

Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

Z wykresu funkcji czesto mozna odczyta¢ nie tylko warto$¢, jaka ta funkcja przyjmuje dla
danego argumentu, ale takze zbior wszystkich liczb, ktore sg wartoSciami tej funkcii.
Zbiér ten nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Zbior wartosci funkcji f : D — Y to zbidr tych wszystkich y € Y, dla ktorych istnieje taki
argument x € D, ze f(x) = y. Zbior wartosci funkcji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy)
albo po prostu ZW.
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Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkcji wygodnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste
poziome (rownolegte do osi X). Zbior wartosci funkcji przedstawionej na rysunku zostat
zaznaczony na osi Y kolorem wrzosowym. Zapisujemy: ZW; = (-3, —2) U (—1, 6).

Odczytywanie miejsc zerowych funkcji

Miejsca zerowe funkcji odczytamy z wykresu. Znajdujemy punkty przecigecia wykresu

z osig X - miejsca te zostaty zaznaczone na rysunku kolorem czerwonym. Miejsca zerowe
to argumenty, dla ktorych f(z) = 0, w tym przypadku mamy trzy miejsca zerowe, x = —4,
z = 0 oraz x = 4, dla tych argumentéow f(—4) = 0, f(0) = 0 oraz f(4) = 0.



Odczytywanie wartosci dodatnich lub ujemnych funkcji

|
9 10y

Wartosci dodatnie funkcji odczytamy z czgs$ci wykresu nad osig X, ktora sklada sie

z punktow o drugiej wspotrzednej dodatniej, co oznacza, ze nierowno$¢ f(x) > 0 zachodzi
dlaz € (1, 3). Warto$ci nieujemne funkcji odczytamy, gdy f(x) > 0 a to zachodzi dla

z € (1,3) U{8}.

Wartosci ujemne funkcji odczytamy z czes$ci wykresu ponizej osi X, ktora sklada sie

z punktow o drugiej wspotrzednej ujemnej, co oznacza, ze nieréwnos¢ f(x) < 0 zachodzi
dlaz € (3,8). Warto$ci niedodatnie funkcji odczytamy wtedy, gdy f(z) < 0 a to zachodzi
dlaz € {1} U (3,8).

Odczytywanie przedziatdbw monotonicznosci funkcji




Znajdujemy na osi X maksymalne przedzialy monotonicznosci funkcji f.
Na podanym wykresie funkcja jest:

 malejgca w przedziale (—3,2),

« rosngca w przedziale (2,4),

o stataw przedziale (4, 6).

Odczytywanie roznowartosciowosci funkcji

Funkcja nie jest roznowartoSciowa, bo istniejg dwa rézne argumenty, dla ktérych funkcja
przyjmuje te sama wartoS¢. Wystarczy, gdy narysujemy na przyktad prosta y = 3. Przecina
ona wykres funkcji w punktach (1, 3) i (5, 3). Zatem funkcja f przyjmuje warto$¢ rowng 3
dlaz =1iz =5.

Odczytywanie najmniejszej lub najwiekszej wartosci funkcji
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ZW = (—3,2)

Najmniejsza warto$¢ funkcji f jest rowna (—3). Jest ona przyjmowana np. dla z = 2.
Odczytujemy te warto$¢, jako drugg wspotrzedna punktu znajdujacego sie najnizejna
wykresie.

Najwieksza wartos¢ funkcji f jest réwna 2. Jest ona przyjmowana dla z = 4. Odczytujemy
te wartos¢, jako druga wspotrzedng punktu znajdujacego si¢ najwyzej na wykresie.

-6

ZW = (0, 00)

Zbiorem warto$ci funkcji f jest przedziat (0, co). Najmniejsza warto$¢ funkcji f rowna 0 jest
przyjmowana dla z = 0. Funkcja f nie przyjmuje warto$ci najwigkszej.



Inne wtasnosci funkcji

Na podstawie wykresu funkcji mozemy podac¢ argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje
dang warto$¢. Zwroc uwage, ze funkcija f, ktérej wykres przedstawiono ponizej, przyjmuje

wskazang wartos¢ y dla dwoch argumentow: z; i zo.

YA

Zauwazmy, ze f(z) > ydlaz € (z1,22), natomiast f(z) < ydlaz € (—oo, z1) U (x2, 00).

Przyktad 1
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Odczytamy na podstawie wykresu funkcji f
jej wlasnosci.
YA
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Rozwigzanie:



o dziedzina funkcji Dy = R,

e zbiér wartosci f(D) = (1, 00),

» miejsca zerowe funkcji x = 0 oraz z = 2,

o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla z € (—o0,0) U (2, 00),
« funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla z € (0, 2),

« funkcja jest rosnaca w przedziale (1, 00),

o funkcja jest malejaca w przedziale (—oo, 1),

 funkcja ma warto$¢ najmniejszg y = —1 dla z = 1, nie przyjmuje wartosci
najwieksze;.

Przyktad 2

Odczytamy z wykresu funkciji f jej dziedzine, zbiér warto$ci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, wartosci dodatnie oraz ujemne, najmniejszg wartos¢ i najwieksza
wartos¢ oraz argumenty, dla ktorych sg one przyjmowane.

YA
5

Rozwigzanie:
« D=(-4,3),

° f(D) - (_5a4>’
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e miejsca zerowe funkcji x = —2 oraz x = 2,

o funkcja jest rosngca w przedziatach (—4, —1) oraz (—1,0), malejgca w przedziale
(0,3),

« wartoéci dodatnie f(z) > 0dlaz € (—2,2),
« wartosci ujemne f(z) < 0dlaz € (—4,—2) U (2,3),
 funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejszej, warto$¢ najwieksza yp.x = 4 dlaz = 0.

Przyktad 3

Odczytamy wilasnosci funkcji f, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku ponize;.

Rozwiazanie:

1. D =R,

2. f(D) = (=00,7),

3. miejsca zerowe funkcji f(x) =0dlaz € {-1,3,7,10},

4. funkcja jest rosnaca w przedziatach (—oo, 0) oraz (6,9), malejaca w przedziatach
(0, 6) oraz (9, 00),

5. f(z) >0dlaz € (—1,3) U (7,10),
f(z) <0dlaz € (—o0,—1) U (3,7) U (10, 00),

6. funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejszej, wartosS¢ najwieksza Y.y = 7 dlax = 0,

7. funkcja nie jest roznowarto$ciowa.

Przyktad 4
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Z wykresu funkcji f odczytamy jej miejsca zerowe, zbior rozwigzan nierownosci f(x) > 0
oraz nierownosci f(z) < 0.

Rozwigzanie:

a)

f(z)=0dlaz € {-3,2}, f(z) > 0dlaz € (—4,-3), f(z) < 0dlaz € (—3,6),

b)

-3

f(z)=0dlaz € {-3,-1,3,5}, f(z) > 0dlaz € (-4, —3) U (=3,—-1) U (3,5),
f(z) <0dlaz € (—1,3) U{-3,5}.

Stownik

dziedzina funkcji



dziedzing funkcji y = f(x) nazywamy zbior wszystkich elementéw z, dla ktorych funkcja
jest okreslona

zbior wartosci funkcji

zbiorem warto$ci funkcji f : D — Y nazywamy zbidr tych wszystkich y € Y, dla ktorych
istnieje taki argument z € D, ze f(z) =y

miejsca zerowe funkcji

argumenty, dla ktorych f(z) = 0

funkcja rosnaca

funkcja, ktorej wartosci rosng wraz ze wzrostem argumentow funkcij
funkcja malejaca

funkcja, ktorej wartosci maleja wraz ze wzrostem argumentow funkcji
funkcja stata

funkcja, ktora dla kazdego argumentu przyjmuje te samg wartos¢
funkcje monotoniczne

funkcje rosngce, malejgce, nierosngce, niemalejgce lub state w catejdziedzinie



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z dynamicznym wykresem funkcji (aplet wtasnosci funkcji). Zmieniajgc wielkosc
parametru n na suwaku, mozesz zmienia¢ elementy wykresu funkcji oraz zaznaczajac
odpowiednie pola dotyczace wtasnosci funkcji sprawdzaé, czy poprawnie odczytujesz

z wykresu wtasnosci wybranej funkcji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DillUSWLe
Polecenie 2

Na podstawie wykresu w aplecie dla n = 3 przeanalizuj przebieg wykresu funkcji i odczytaj
z wykresu dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedziaty monotonicznosci funkcji. Za
dziedzine funkcji przyjmij przedziat (—8;2).

Polecenie 3

Na podstawie wykresu w aplecie dla n = 4 przeanalizuj przebieg wykresu funkcji i odczytaj
z wykresu dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedziaty monotonicznosci funkcji. Za

dziedzine funkcji przyjmij przedziat (—8, 5).


https://zpe.gov.pl/a/Di1lU3WLe

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji y = f(z). Dziedzing funkcji jest zbior:

»
8 9 10 11X

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O (=1,3)u(3,11)

O <_27 11>

O <_17 7) U <8a 11>

O <_27 7) U <8a 11)




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji y = f(x). Zbiorem wartosci tej funkcji jest:

N\

ol
-5 4 43 =42 1 12\(;4567891011X

f

=3 (o, O

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O (_77 _4) U (_174)
O <_77 _4) U {_3} U (_17 4>
O (_77 4>

O (_77 _4> U {_3} U (_17 4>



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

Y A

=Y

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe, zaznaczajgc odpowiednie pole.

Zdanie Prawda Fatsz

Funkcja jest rosngca w catej
dziedzinie, wiec jest O O
monotoniczna.

Funkcja jest
O O

roznowartosciowa.
Wartos¢ najmniejsza
Ymin = —0 dlaz = —1.

Wartosc¢ najwieksza funkcji
Ymax = 0 dla x = 10. O O



Cwiczenie 4
Wskaz wykres funkcji monotoniczne;j.

—4—3—2—10/3 43{
-1

Cwiczenie 5

YA
3
2
f
1
3 -A_-10 1 /2 3 47(
=1
-2
3 O
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3
2
; /
3 =2 -10 12 4?
-1
-2
3 O




Cwiczenie 6

Na podstawie analizy przedstawionego na rysunku wykresu funkcji zaznacz poprawnie
opisane wtasnosci funkcji:

Wybierz prawda lub fatsz, zaznaczajac odpowiednio przy kazdym zdaniu.

Zdanie Prawda Fatsz

Funkcja posiada dwa
miejsca zerowe. O O

Funkcja nie przyjmuje
wartosci najwiekszej,
wartos¢ najmniejsza O O
Ymin = —6dlaz = 0.
Funkcja jest rosnaca tylko
w przedziale (0, 3). O O

Funkcja jest malejaca
w przedziatach: (—3,0); O O
(3,4); (4,7).

f(z) =0dlaz = —2,2.

Funkcja jest rosnaca
w przedziatach: (0, 1) oraz O O
(1,3).



Zdanie

Prawda

Fatsz

Funkcja jest
réznowartosciowa.

O




Cwiczenie 7 @

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

Przeciagnij odpowiednie elementy, aby powstat poprawny opis wtasnosci funkcji:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

________________________________________

________________________________________

najwieksza | ‘dla

________________________________________

5,449 [vy= 5] [y=4][3 1] [CLD][4-2] [05)]

r=-3|le=1|[z=-1](-4,5)|[z=-4]|[ (+1,5) | 2 =—2 [ (-2,0) |




Cwiczenie 8

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

. O -
-7 6 -5 4 -2 $1 0 T2 3 4 5 6Yx

Odczytaj z wykresu i zapisz:

1. dziedzine funkcji,

2. zbiér wartosci,

3. miejsca zerowe,

4. argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne,

5. argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

6. maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji,

7. réznowartosciowosé funkcji,

8. najmniejsza i najwieksza wartosc funkcji oraz argumenty, dla ktérych te wartosci sg
przyjmowane.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Biernacka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odczytywanie wlasnoSci funkcji na podstawie jej wykresu

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcije, jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na roznych przedziatach);

2) oblicza wartos$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrodta informacji lub
kilku zrodet jednoczesnie;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznos$ci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wigksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sa przez funkcje przyjmowane.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = |f(x)];
2) postuguje si¢ ztozeniami funkciji;

3) dowodzi monotonicznos$ci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze funkcja
f(z) = (x — 1)(x + 2) jest monotoniczna w przedziale (—oo, —2).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;



« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:

» odczytuje z wykresu funkcj:

o

[e]

[e]

jej dziedzing;

zbior wartoSci;

miejsca zerowe;

argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne;

argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie;

maksymalne przedzialy monotonicznosci funkcii,

roznowartosciowos¢ funkcji;

najmniejsza oraz najwieksza wartosc funkcji oraz argumenty, dla ktorych te
wartosci sg przyjmowane.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;

o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja;

 analiza przypadku.

Formy pracy:

e pracaw grupach;

o pracaindywidualna;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do

dyspozycji komputer;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:



1. Nauczyciel moze wykorzysta¢ element lekcji odwroconej polecajac, aby uczniowie
w ramach przygotowania do lekcji przypomnieli sobie wiadomosci dotyczgce funkcii
i jej wlasnosci.

2. Uczniowie w domu zapoznajg si¢ z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj’
odno$nie opisu wilasnosci funkcij.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie, jakie wiasnosci funkcji odczytujemy na podstawie
wykresu.

2. Podziat klasy na grupy.

3. Uczniowie pracujg w grupach metodg analizy przypadku. Analizujg przyktady zawarte
w sekciji ,Aplet”.

4. Podczas pracy indywidualnej, uczniowie wykonuja polecenia umieszczone pod
apletem . Napotkane trudnosci wyjasniaja korzystajac z pomocy nauczyciela.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Na podsumowanie lekcji nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce ¢wiczen.
Uczniowie wskazujg nauczycielowi, na jakie trudnosci natkneli si¢ rozwigzujgc zadania.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest sporzadzenie wykresow trzech funkcji i na podstawie wykresow
opisanie wlasnosci tych funkciji.

Materialy pomocnicze:
Funkcja i jej wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna wykorzystac¢ na zajeciach poswieconych okreslaniu poszczegolnych wtasnosci
funkcii.
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