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Trudno powiedzie¢, dlaczego wszyscy adepci szkolnej matematyki znajg posta¢ Pitagorasa,
a przynajmniej potrafig te posta¢ zwigzac z najstynniejszym bodaj twierdzeniem planimetrii,
liczni postugujg si¢ wzorami Bernoulliego, dwumianem Newtona, wzorami Viete'a, a prawie
nikomu nie kojarzy si¢ posta¢ Snelliusa, a przeciez jest ona zwigzana z podstawowym
narzedziem uzywanym przy badaniu zwigzkow miarowych na ptaszczyznie, doskonale
znanym pod nazwg twierdzenia sinusow.

Twoje cele

e Zbadasz zalezno$ci miedzy bokami i kgtami w trojkacie i poznasz twierdzenie
sinusow.

o Udowodnisz twierdzenie sinusow.

o Zastosujesz twierdzenie sinusow do rozwigzywania trojkatow w sytuacjach
problemowych.

e Zastosujesz twierdzenie sinusow do wyznaczenia zaleznosci miarowych w trojkacie.



Przeczytaj

Rozwigzywanie tréjkatow

Przez rozwigzywanie trojkata bedziemy rozumieli wyznaczanie dtugosci wszystkich jego
bokow i miar wszystkich jego katow.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat, w ktérym jeden z katéw ma miare 45°, a bok lezacy naprzeciw tego
kata ma dlugoéé /8, za$ drugi z katéw ma miare 30°. Wyznaczymy miare trzeciego kata
tego trojkata i dtugosci jego dwoch pozostatych bokow.

Oczywiscie miare trzeciego kata tego trojkgta wyznaczymy korzystajgc z bilansu kgtow:

180° — 30° — 45° = 105°, a do wyznaczenia dtugosci jego bokow postuzymy sie
definicjami odpowiednich funkcji trygonometrycznych w trojkatach prostokatnych, jakie
powstang, gdy poprowadzimy odpowiednio wysokosci.

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku.

Wtedy mamy oczywiscie sin 5 = %, astad h = a - sin 8. Podobnie sina = %, a stad
h=b-sina.Zatemh =b-sinaorazh = a-sin 3, czylib - sina = a - sin 8. Mozemy juz
teraz podstawi¢ wartoéci liczbowe: b - sin 45° = +/8 - sin 30° i wyznaczy¢, ze
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Zauwazmy, ze roOwnos$¢ b- sin a = a- sin  mozemy zapisa¢ w postaci proporciji:
b _ _a
sinf = sina
dorysowanie wysokosci H poprowadzonejz wierzchotka kata o mierze 30° i usuniecie

wysokosci h.

Dokonamy teraz pewnych modyfikacji naszego rysunku poprzez

Teraz mamy oczywiscie sin o = % oraz sin 75° = % Stad H = c- sin a oraz
H = a-sin 75°, czyli a- sin 75° = ¢- sin a. Zatem ¢ = ‘/§+1§75 = 4. sin 75°. Pozostaje
El

odczytac z tablic wartos¢ sinusa kata i podac¢ przyblizony wynik, albo skorzystac
z doktadnej wartosci (odpowiedni wzor mozna znalez¢ w dostepnych zrodtach) i zapisac,

tec=4sin 75 =4 (YE2) = VG132,

Podobnie jak wczesniej, rowno$¢ a- sin 75° = ¢- sin a mozemy zapisa¢ w postaci
proporcij:

sin75° ~ sina

Poniewaz
sin75° = sin(180° — 75°) = sin(180° — 45" — 30°) = sin(180° — a — B) = sin~,

. S . . . s . . ¢ a
WI€C WCZeSNniejszg proporcje mozna zapisac, ]akO. sy . Pna

. . ¢ _ _a b _ _a . a _ b ¢
Poniewaz siny — sina oraz sinB ~  sina’ WIEC Sha — sinf8 ~  sinvy

Otrzymana w naszym przyktadzie zaleznos¢ oznacza, ze stosunek dtugosci boku trojkata
do sinusa kata lezacego naprzeciw tego boku jest wielkoscig statg.



Pozostaje zbadac, czy zaleznos¢ ta jest prawdziwa dla dowolnego trojkata, a jesli tak, to
czym jest ta statla wielkos¢, bedaca ilorazem dlugosci boku i sinusa odpowiedniego kata
w danym trojkacie.

Twierdzenie: Twierdzenie Snelliusa (alternatywnie Twierdzenie sinuséw)

W dowolnym troéjkgcie na plaszczyznie stosunki dtugosci bokow do sinusow
przeciwleglych katow sg rowne $rednicy okregu opisanego na tym trojkacie:

a:b_c:2R

sin av sinf = sinvy

Dowad

Rozwazmy najpierw trojkat prostokatny i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

o

Bezposrednio z definicji funkcji sinus kgta w trojkgcie prostokatnym mamy: sina = 57,

A

czyli 2R = =%—. Analogicznie mozemy postgpi¢ z druga przyprostokatng. Pamietajac, ze

sin o
. - o L . . c
sin 90" = 1 oraz przyjmujgc oznaczenie ¢ = 2R, mozemy zapisac, ze 55 = 2R. Co

konczy dowod w przypadku trojkata prostokatnego.

Rozwazmy teraz dowolny trojkat ostrokatny ABC'i przyjmijmy oznaczenia takie, jak na
rysunku.

Odcinek C'D jest srednica okregu (trojkat CBD jest prostokatny).
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oo = 2R. Zauwazmy, ze katy « i v sg katami wpisanymi w dany okrag
i s3 oparte na tym samym tuku, zatem s3 rowne. Stad sin a = sin+y. Ale
[BC| _ _a

L o 4 a . ,
siny = 1zpr = 2g» WieC 2R = S0y = Sma €O nalezato wykazac.

Pokazemy, ze

Analogicznie, dorysowujac odpowiednio $rednice i cieciwy poprowadzone z pozostatych
wierzchotkow, mozna udowodnic, ze stosunek dtugosci kazdego z pozostatych bokow do
sinusa kata lezacego naprzeciwko danego boku jest rowny $rednicy okregu opisanego na
danym trojkacie.

Dowo6d w przypadku trojkata rozwartokgtnego jest trescig Cwiczenia 1.

Stownik
sinus kata w trojkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw tego kata do dtugosci
przeciwprostokgtnej w tym trojkacie



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Zauwaz, ze dla danego tréjkata stosunek dtugosci kazdego z jego bokdéw do
sinusa kata lezacego naprzeciw tego boku jest taki sam. Zmien wskaznikiem potozenie
ktoregos z wierzchotkdw. Zaobserwuj jak zmieniaja sie odpowiednie ilorazy. Czy zalezy to od
wybranego wierzchotka? Sformutuj hipoteze dotyczacg stosunku dtugosci boku i sinusa kata
lezacego naprzeciw tego boku w dowolnym trojkacie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DgAnlg40L
Polecenie 2

Uruchom aplet. Zaznacz przycisk OKRAG OPISANY. Zmieniajgc potozenie wierzchotka
obserwuj, jak zmieniaja sie poszczegdlne ilorazy i dtugos¢ promienia okregu opisanego. Zapisz
na kartce obok siebie wartosci ilorazéw i dtugosci promienia okregu oraz jego

srednicy. Sformutuj hipoteze dotyczaca zaleznosci miedzy obserwowanymi wielkosciami

w dowolnym trojkacie.


https://zpe.gov.pl/a/DgAnlq40L

Polecenie 3

Zauwaz, ze przy niektoérych potozeniach wierzchotkéw tréjkata, iloraz dtugosci boku i sinusa
kata lezagcego naprzeciw tego boku nie jest rowny $rednicy okregu opisanego na tym trdéjkacie.
Wyjasnij przyczyne wystepujacych réznic.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1 @)

Niech v bedzie katem rozwartym w tréjkacie ABC wpisanym w okrag o promieniu R, gdzie
BD jest srednica tego okregu (jak na rysunku).

D

Udowodnij, ze =*— = 2R.

sin y

Utéz w odpowiedniej kolejnosci elementy dowodu.

Zatem § +y = 5 - 360°. $
Trojkat ABD jest rozpiety na $rednicy, czyli jest prostokatny, zatem sin § = ﬁ. =
Widaé, ze dla dowodu wystarczy pokazaé, ze sin § = sin . =
Katy wpisane § oraz «y sg oparte natukach, ktére uzupetniajg sie do catego okregu. =
Stad5:%-360°—7:180°—'y. $
Ale wiemy, ze sin(180° — =) = sin +y, co konczy dowdd. s
Stad -5 = 2R. =



Cwiczenie 2 @)
W tréjkacie o bokach a, b, ¢ i katach odpowiednio réwnych «, 8, ¥ mamy % = \/5 Wtedy

() 2cos?B —cos?a=1
() 2cos?a—-cos?fB=1
() 2cos’a = cos?

() cos?a = 2cos?f

Cwiczenie 3

W trojkacie o bokach a, b, c i katach odpowiednio rownych a, 8,y mamya : b =2 : 1.
Wtedy

sin 8 = sin 2«
2sina = sin g
sina = 2sin 3

sina = sin 28

o O O O



Cwiczenie 4
Przeciggnij poprawne odpowiedzi.

Najdtuzszy bok tréjkata ma dtugosé¢ v/ 50, a katy majg miary 15°, 30°, 135°. Promien okregu

) 28 o) ) ) ) ) ) )

Cwiczenie 5

Dwa katy trojkata maja w sumie miare 150 °. Uzasadnij, ze jeden z bokdw tego tréjkata ma
dtugosc réwna promieniowi okregu opisanego na tym trojkacie.

Cwiczenie 6

W trojkacie o bokach a = 12, b = 15 kat «, lezacy naprzeciw boku a, ma miare 30°.
Korzystajac z twierdzenia sinuséw uzasadnij, ze istniejg dwa tréjkaty o takich wtasnosciach.

Cwiczenie 7 @

Uzasadnij, korzystajac z twierdzenia sinusow, ze istnieje tylko jeden trojkat, ktérego boki
miatyby dtugosci: a = 12, b = 9 i w ktorym kat «, lezacy naprzeciw boku a, miatby miare 30°.

Cwiczenie 8 @

Dwa katy ostre trojkata majg miary 30° oraz 45°. Uzasadnij, ze dtugos$ci dwoch krétszych
bokow tego tréjkata nie moga by¢ jednoczesnie liczbami wymiernymi.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat zajec¢: O twierdzeniu Snelliusa, czyli rozwigzywaniu trojkatéw dowolnych
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa

VIIL. Trygonometria PP

Uczen

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

5) stosuje twierdzenia sinusoéw i cosinusOw oraz wzor na pole trojkata Py = %ab - sin 7y

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty)

VIIL Planimetria PP
5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e bada zalezno$ci miedzy bokami i katami w tréjkacie i formutuje hipotezy dotyczace
tych zalezno$ci

» dowodzi twierdzenia sinusow

 stosuje twierdzenie sinusoOw do wyznaczania zalezno$ci miarowych w tréjkacie

 stosuje twierdzenie sinusoOw do badania istnienia trojkatow o danych wtasnosciach



 stosuje zwigzki miedzy kgtami w okregu do rozwigzywania problemow
geometrycznych

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm.

o dyskusja

e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy zajec:

» pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekc;ji:
Faza wprowadzajgca

1. Nauczyciel prosi uczniow o podanie twierdzen (faktow, wzoréw), ktore w swojej nazwie
(tytule) odwotuja sie do postaci ich odkrywcow (autoréw). Nawigzuje do postaci Snelliusa,
wspominajgc jego dokonania w fizyce i astronomii oraz akcentuje dokonania w matematyce.

2.Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia sinusa kata w trojkacie prostokgtnym
oraz zaleznosci dotyczacych katow w kole.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna

1.Nauczyciel formutuje problem opisany w Przykladzie 1. i prosi o jego rozwigzanie.
Uczniowie pod kierunkiem nauczyciela rozwigzujg konkretny problem i stawiajg hipotezy
uogolniajace.

2. Uczniowie, pracujac w grupach, wykorzystujg aplet geogebry Twierdzenie sinusow.

3. Nauczyciel steruje dyskusjg, jaka uczniowie prowadzg w trakcie wykonywania ¢wiczen
z uzyciem apletu w takim kierunku, aby uczniowie samodzielnie odkryli, ze odpowiedni



stosunek jest niezalezny od potozenia wierzchotkow na okregu, czyli od dtugosci bokow
i miar katow oraz dostrzegli, ze jest on rowny Srednicy okregu opisanego. Nastepnie
omawia dowod twierdzenia sinusow.

4. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujgca

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji. Nauczyciel inicjuje dyskusje - czy twierdzenie sinusow jest
narzedziem, ktore pozwala rozwigzac¢ kazdy trojkat, by w ten sposob nawiazac¢ do
twierdzenia cosinusow, ktore winno by¢ wprowadzone niebawem.

Praca domowa

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
» Twierdzenie o kgcie wpisanym i Srodkowym
Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Warto zwroci¢ uwage, ze wielkoSci prezentowane w Aplecie jako dtugosci bokow i promien
okregu opisanego, miary katow oraz odpowiednie ilorazy sa wielkoSciami przyblizonymi.
Tym samym nie zawsze wyznaczony iloraz dtugosci boku i sinusa kata lezgcego naprzeciw
tego boku jest rowny srednicy okregu opisanego. Jest zatem okazja by przywotac przy tej
okazji pojecie przyblizenia i jego btedu bezwzglednego i wzglednego.


https://epodreczniki.pl/a/kat-srodkowy-kat-wpisany/D1AXVoCXd

