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Parzystosc i nieparzystos¢ funkcji trygonometrycznych

Zrédto: Ralph Ravi Kayden, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji przypomnimy pojecia funkcji parzystej oraz funkcji nieparzystej. To bardzo
praktyczne wtasnoSci funkciji, dzigki ktorym mozemy znacznie przyspieszy¢ szkicowanie
ich wykresow: wiedzgc jak wyglada wykres danej funkcji dla dodatnich argumentow,
mozemy od razu wywnioskowac¢ wykres dla argumentow ujemnych. Wszystkie wlasnosci
funkcji trygonometrycznych wykorzystamy w tematach zwigzanych z ich wykresami.

Twoje cele

e Zbadasz parzysto$¢ funkcji trygonometrycznych.

e Zbadasz nieparzysto$¢ funkcji trygonometrycznych.

» Zastosujesz parzysto$¢/nieparzysto$c¢ funkcji trygonometrycznych do
przeksztalcania wyrazen trygonometrycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw pojecia funkcji parzysteji funkcji nieparzyste;.
Mowimy, ze funkcja f jest parzysta, gdy spetnia dwa warunki:

1. jesli liczba x nalezy do dziedziny funkciji f, to rowniez liczba przeciwna do z nalezy do
dziedziny funkcji f,
2. dla przeciwnych argumentow funkcja f przyjmuje takie same wartoSci.

Symbolicznie mozemy zapisa¢ powyzszg definicje nastepujaco:
Funkcja f jest parzysta, jesli:

1. dla dowolnego = € D réowniez —x € Dy, oraz
2. dla dowolnego € Dy zachodzi f(—z) = f(z).

Mozna zauwazy¢, ze wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Y uktadu
wspolrzednych.

Mowimy, ze funkcija f jest nieparzysta, gdy spetnia dwa warunki:

1. jesli liczba z nalezy do dziedziny funkciji f, to réwniez liczba przeciwna do z nalezy do
dziedziny funkciji f,
2. dla przeciwnych argumentéw funkcja f przyjmuje przeciwne wartosci.

Symbolicznie mozemy zapisa¢ powyzszg definicje nastepujaco:
Funkcja f jest nieparzysta, jesli:

1. dla dowolnego ¢ € Dy rowniez —x € Dy, oraz
2. dla dowolnego € Dy zachodzi f(—x) = — f(x).

Mozna zauwazy¢, ze wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

Przede wszystkim zauwazmy, ze funkcje sinus oraz cosinus s3 okreslone dla kata o dowolnej
mierze (rOwniez ujemne;j).

Tangensa nie wyliczymy dla kagtéw o miarach 90° + k- 180°, gdzie k jest dowolna liczba
calkowitg, czyli nie jest on okreslony dla katow o miarach:

—270°,-90°,90°,270°, ...

Zatem dla kazdej z rozwazanych elementarnych funkcji trygonometrycznych spetniony jest
warunek pierwszy definicji obu wtasnosci:



jesli dana liczba nalezy do dziedziny, to rowniez liczba do niej przeciwna nalezy do
dziedziny.

Rozwazmy katy o miarach o oraz —a. Umieszczamy oba katy w prostokgtnym uktadzie
wspotrzednych w potozeniu standardowym:

>y

Na drugim ramieniu kata o mierze a wybieramy punkt A o wspoétrzednych (z, y).
Wowczas na drugim ramieniu kata o mierze —a mozemy wybra¢ punkt B o wspotrzednych

(ZL’, _y)'

Zauwazmy, ze oba punkty majg rowne promienie wodzace, poniewaz:

A= VETP

Z definicji funkciji trygonometrycznych katow dowolnych wynikaja nastepujace rownosci:

Yy

sina = -
sin(—a) = 7 = —7& = —sina
cosa = =
cos(—a) = - = = =cosa
tga =%



Z powyzszych rownos$ci wynikaja wzory:

L sin(—a) = —sina
2. cos(—a) = cosa
3.tg(—a) = —tga

Powyzsze wzory oznaczaja, ze sinus i tangens sg funkcjami nieparzystymi, za$ cosinus jest
funkcjg parzystg (czasami kwituje sie ten fakt zdaniem: jedynie cosinus gubi minus).

Zwrocmy uwage, ze powyzsze wzory sg prawdziwe nie tylko dla katow, ktorych miary sg
podane w stopniach. Bedg prawdziwe rowniez wowczas, jesli miary katow wyrazimy

w radianach. W ponizszych przyktadach rozwazamy funkcje trygonometryczne jako funkcje
zmiennej rzeczywiste;j.

Przyktad 1
Uzasadnimy, ze funkcja o wzorze f(z) = sin z - cos z jest funkcja nieparzysta.

Zauwazmy najpierw, ze poniewaz sinus i cosinus sg funkcjami zdefiniowanymi dla
dowolnych liczb rzeczywistych, wiec ich iloczyn rowniez posiada te wiasnos¢, czyli
D;=R.

Zatem spetniony jest pierwszy warunek definicji funkcji nieparzystej: jesli x € Dy, to
—T € Df.

W celu sprawdzenia, czy zachodzi drugi warunek definicji funkcji nieparzystej rozwazmy

f(==):
f(—z) = sin(—x) - cos(—x)

Przypomnijmy, ze sin(—a) = — sin « oraz cos(—a) = cos a. Zatem
f(—z) = sin(—x) - cos(—z) = —sinz - cosz = — f(z).
Oznacza to, ze dla dowolnejliczby z € Dy spetniony jest warunek f(—z) = — f(z), co

pozwala zakonczy¢ dowdd faktu, iz f jest funkcija nieparzysta.

Przyktad 2

Uzasadnimy, ze funkcja o wzorze f(x) = sinz- tg z jest funkcjg parzysta.

Zauwazmy najpierw, ze sinus jest funkcjg zdefiniowang dla dowolnejliczby rzeczywiste;j.

Tangens jest zdefiniowany dla wszystkich kgtow poza tymi o miarach % + k - , gdzie k
jest dowolng liczba catkowita.
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Poniewaz iloczyn funkcji ma dziedzine réwng iloczynowi dziedzin tych funkciji, wiec
Dy =R\{$+k-m: keZ}.

Zatem spetniony jest pierwszy warunek definicji funkcji parzystej: jesli x € Dy, to
—x € Dy.

W celu sprawdzenia, czy zachodzi drugi warunek definicji funkcji parzystej rozwazmy

f(—=):

f(—z) =sin(—z)- tg (—=)

Przypomnijmy, ze sin(—a) = — sin a oraz tg(—a) = — tg o Zatem
f(—z) = sin(—z)- tg (—z) = —sinz - (— tg z) = sinz- tg = = f(z).

Oznacza to, ze dla dowolnejliczby x € Dy spetniony jest warunek f(—z) = f(z), co
pozwala zakonczy¢ dowdd faktu, iz f jest funkcjg parzysta.

Wazne!
W obu powyzszych przyktadach mozna skorzysta¢ z nastepujacych faktow:

1. iloczyn funkciji parzystych jest funkcjg parzysta,
2. iloczyn parzystej liczby funkcji nieparzystych jest funkcjg parzysta,
3. iloczyn nieparzystej liczby funkcji nieparzystych jest funkcja nieparzysta.

Sprobujudowodnic te fakty.

Przyktad 3

Zbadamy, parzysto$¢/nieparzystos¢ funkcji o wzorze f(x) = sinz + 1.

Zauwazmy, ze dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

Rozwazmy teraz f(—x):

f(—z) =sin(—z) + 1= —sinz + 1.

Otrzymane wyrazenie nie wyglada ani jak f(z) = sinz + 1, ani jak — f(z) = —sinz — 1.

Jednak nie przyjmujemy tego faktu za dowod, ze funkcja f nie jest ani parzysta, ani
nieparzysta.

By¢ moze po prostu nie potrafimy otrzymanego wyrazenia przedstawi¢ w zadanej
postaci...

W takich przypadkach podajemy kontrprzyklad: wskazujemy dwie liczby przeciwne, dla
ktorych wartosci funkcji nie sg ani rowne, ani przeciwne.
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Wezmy 5 oraz — 3

F(ZE)=snT+1=2L4+1~1,87

|y

(=) =sin(-Z) +1=-L +1~0,13.

Poniewaz istnieje taka para liczb przeciwnych, dla ktorej warto$ci funkcji f nie sg rowne,
wiec f nie jest funkcjg parzysta.

Poniewaz istnieje taka para liczb przeciwnych, dla ktorej warto$ci funkcji f nie sa
przeciwne, wiec f nie jest funkcjg nieparzysta.

Stownik
funkcja parzysta

funkcija liczbowa, ktoéra dla przeciwnych argumentéw przyjmuje takie same wartoS$ci;
definicja ta wymaga, aby dziedzina funkcji byta symetryczna wzgledem zera (kazdy
argument ma argument przeciwny); wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem
osiY

funkcja nieparzysta

funkcja liczbowa, ktora dla przeciwnych argumentoéw przyjmuje przeciwne wartosci;
definicja ta wymaga, aby dziedzina funkcji byla symetryczna wzgledem zera (kazdy
argument ma argument przeciwny); wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem
poczatku ukladu wspotrzednych




Aplet

Polecenie 1

Korzystajac z apletu, przeanalizuj zalezno$ci miedzy wartosciami funkcji trygonometrycznych
dla katow przeciwnych. Suwakami mozesz zmienia¢ warto$¢ kata oraz promien wodzacy

punktéw z drugiego ramienia kazdego z katow.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D16Yynya3

Polecenie 2


https://zpe.gov.pl/a/D16Yynya3

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wykaz, ze podane funkcje sg funkcjami parzystymi.

a. f(z) = sin® z+ tg* z,

b. f(z) = sin 2z- tg .
Cwiczenie 2
Wykaz, ze podane funkcje sa funkcjami nieparzystymi.

a. f(z) = sin® z+ tg° ,

b. f(xz) = sin 3z— tg .

Cwiczenie 3

Wykaz, ze podane funkcje nie sg ani funkcjami parzystymi, ani funkcjami nieparzystymi.

a. f(z) = sin 2z + cos z,

b. f(z) = sin 2z- tg® x + cos z.



Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi. Pamietaj, ze dla dowolnego x zachodzg wzory:
sin(% — :B) = cos x oraz cos(% — w) = sin x.

(] Liczba cos(—%) jest rowna — cos %

(] Wyrazenie sin (x — %) jest dla kazdej liczby & rowne — sin(% — :U)

() Liczbasin(—Z) jest rowna cos(—2% ).

(] Liczba tg(—%) jest rowna — tg %

Cwiczenie 5

Potacz w pary wyrazenia o rownych wartosciach.

cos(—107) —cos b0’
sin(—80°) —cos 10°
cos(—80°) sin 80°
sin(—10°) —sin50°
sin(—40°) cos 50°
cos(—507) —sin10°
cos(—50") cos 80°

sin(—50°) sin40°



Cwiczenie 6

Mowimy, ze funkcje f i g sa rowne, jesli maja réwne dziedziny oraz dla kazdego argumentu
przyjmuja takie same wartosci. Ocen, czy podane pary funkcji sg parami funkcji réwnych.

Wzory funkgcji fig TAK NIE

f(z) = sin(—x) - cos(—z) + x
g(x) = —sinzx - cosz + =

r) = sin(—x) - cos(—z)- tg (—x)
g(x) =sinzx - cosz- tg x

:) = sin(—x) - sin(—2z)- tg (—x)

g(x) =sinz - sin2z- tg x

f(@) = sin’(—a)

O] O | 0|00
O] O |00 |0

g(z) = —sin’z
f(z) = sin’(—=)
g(z) = —sin®z
Cwiczenie 7 @

Wiedzac, ze sin 63° = 0, 891, podaj przyblizone wartosci nastepujacych liczb z doktadnoscia
do trzech miejsc po przecinku. Wpisz poprawne liczby.

Wyrazenie trygonometryczne Przyblizona wartos¢

cos 63°

sin(—63°")

cos 27°

sin 27°

sin(—27°)

Cwiczenie 8 @



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Parzysto$¢ i nieparzystos¢ funkcji trygonometrycznych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) wykorzystuje okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

» bada parzystosc funkciji trygonometrycznych,

» bada nieparzystosc¢ funkcji trygonometrycznych,

 stosuje parzystoS¢/nieparzystos$c funkcji trygonometrycznych do przeksztatcania
wyrazen trygonometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Aplet ,, i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji - ,,Parzystos¢ i nieparzystos$¢ funkciji
trygonometrycznych” i prosi uczniow o sformutowanie celow i kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow o przedstawienie sytuacji
problemowej zwigzanej z tematem lekcji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekciji ,Aplet ,.. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupetnia informacie.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Nauczyciel przypomina temat zajec: ,,Parzystosc¢ i nieparzystosc funkcji
trygonometrycznych” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony
pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Parzystosc¢ i nieparzystos¢ funkcii
trygonometrycznych”).

Materialy pomocnicze:
o Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Aplet , mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie , Parzystos¢ i nieparzystoS$¢ funkcji trygonometrycznych”


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

