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Wspolczesne komputery przetwarzajg ogromne ilosci danych. Uzytecznos$¢ informacii

w znacznym stopniu zalezy od tego, w jaki sposob zostang one zaprezentowane
uzytkownikom.

W przypadku zbiorow liczb warto zadbac¢ o ich uporzadkowanie. Mozna to zrobi¢ na rozne
sposoby — m.in. wykorzystujac algorytm sortowania pozycyjnego. Jest on, podobnie jak

w przypadku sortowania bagbelkowego czy sortowania przez scalanie, algorytmem
stabilnym. Oznacza to, ze elementy majace rowng warto$¢ w zbiorze nieposortowanym po
uporzadkowaniu bedg utozone w takiej samej kolejnosci.

W tym e-materiale omowimy ide¢, cechy oraz sposéb implementacji sortowania
pozycyjnego.

Implementacje sortowania pozycyjnego liczb w réznych jezykach programowania
przedstawiamy w e-materiatach:

» Sortowanie pozycyjne liczb w jezyku C++,
» Sortowanie pozycyjne liczb w jezyku Java,
» Sortowanie pozycyjne liczb w jezyku Python.

Wiecejzadan? Sortowanie pozycyjne liczb — zadania maturalne
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Twoje cele

» Przedstawisz koncepcje algorytmu sortowania pozycyjnego.

o Wskazesz rozne rodzaje zastosowan dla algorytmu sortowania pozycyjnego.

» Przeanalizujesz implementacje algorytmu sortowania pozycyjnego liczb, zapisang
w postaci pseudokodu.

e Zbadasz ztozono$¢ czasowq algorytmu sortowania pozycyjnego.



Przeczytaj

Poczatki sortowania pozycyjnego siegajg XIX wieku. W roku 1890 do opracowania spisu
ludnosci Stanow Zjednoczonych po raz pierwszy zastosowano maszyne liczaco-analityczng.
Jej prototyp zostal zbudowany w 1887 roku przez amerykanskiego inzyniera i wynalazce
Hermana Holleritha.

(No Model.) 6 Sheets—Sheet 1.

H. HOLLERITH.

ART OF COMPILING STATISTIOS.
No. 395,781, Patented Jan. 8, 1889.

Maszyna liczaco-analityczna

Zrédto: dostepny w internecie: epo.org, tylko do uzytku edukacyjnego.

Idea algorytmu sortowania pozycyjnego

W wypadku sortowania pozycyjnego nie poréwnuje si¢ ze soba wprost catych liczb
zapisanych w tablicy wejsciowej. Elementy sg porzagdkowane ze wzgledu na cyfry
umieszczone na tych samych pozycjach.

Proces sortowania rozpoczynamy od najmniej znaczgcych cyfr jednosci i kontynuujemy do
chwili, w ktorej posortujemy liczby kolejno wedtug wszystkich cyfr, konczac na tej
najbardziej znaczacej (kolejno: jednosci, dziesiatki, setki itd.). Do posortowania liczb wedlug
cyfr na danej pozycji mozemy uzy¢ dowolnego stabilnego algorytmu sortowania.

Przyktad 1

Niech A = {140, 12, 68, 9, 512, 24, 60} bedzie tablica wejSciowa. Uporzadkujmy jej
elementy, wykorzystujgc algorytm sortowania pozycyjnego.

Na poczatek rozwazamy cyfry jednosci. Sortujemy wiec liczby za pomocg dowolnego
algorytmu stabilnego tak, aby byly ustawione niemalejgco wedtug ostatniej cyfry. Wynikiem
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pierwszego kroku bedzie ponizsza tablica.

Indeks: 0 1 2 3 4 5 6
Liczba: 140 60 12 512 24 68 9

W kolejnym kroku ponownie stabilnie sortujemy tablice, tym razem wedtug cyfr dziesiatek.

Indeks: 0 1 2 3 4 5 6
Liczba: 9 12 512 24 140 60 68

Podczas ostatniejiteracji bedziemy rozwazac cyfry setek.

Indeks: 0 1 2 3 4 5 6
Liczba: 9 12 24 60 68 140 512

Ostatecznie tablica wynikowa zawierajgca liczby posortowane niemalejgco przedstawia sie
nastepujgco:

A= {9, 12, 24, 60, 68, 140, 512}

Pseudokod

Ponizej zostata przedstawiona funkcja w pseudokodzie realizujgca sortowanie pozycyjne.
Wynikiem jej dzialania jest uporzadkowana niemalejgco tablica wartoSci. Funkcja przyjmuje
dwa argumenty: tablicaSortowana - czyli tablica do posortowania oraz liczbaCyfr -
czyli warto$¢ wskazujaca, ile cyfr posiada najwigksza liczba w tablicy.

funkcja sortowaniePozycyjne(tablicaSortowana, liczbaCyfr)
dla i = liczbaCyfr-1, liczbaCyfr-2, ..., 0 wykonuj
posortuj stabilnie wartosci w tablicy tablicaSortowana we

Sortowanie wedlug i-tejpozycji oznacza, ze dla i rownego liczbaCyfr-1 bierzemy cyfre
jednosci, dla i rownego liczbaCyfr-2 cyfre dziesiatek - i tak dalej, az do i rownego 0,
gdzie bierzemy najbardziej znaczacg cyfre w liczbie. Dla liczb, ktore nie posiadajg cyfry na
danej pozyciji, przyjmujemy, ze znajduje sie tam cyfra 0.

Algorytm sortowania pozycyjnego z wykorzystaniem
sortowania kubetkowego



Algorytm sortowania kubetkowego zostat doktadnie omowiony w e-materiale Sortowanie
kubetkowe.

Proces sortowania mozna wyobrazi¢ sobie jako umieszczanie elementow zbioru

w kubetkach, ktore odpowiadajg cyfrom systemu liczbowego. W przypadku systemu
dwojkowego do dyspozycji mamy dwa kubelki oznaczone jako 0 i 1; dla systemu
dziesietnego jest ich dziesie¢ - oznaczaja one cyfry od 0 do 9.

Porzadkowanie zaczyna si¢ od sprawdzenia cyfr jednosci. Liczby zakonczone cyfrg 0
trafiajg do kubetka oznaczonego symbolem 0, te zakonczone cyfrg 1 - do kubetka
z numerem 1, a konczace si¢ cyfrg 2 - do kubetka oznaczonego jako 2 itd.

Po ulozeniu wszystkich elementow w pojemnikach wyjmujemy liczby z kubetkow.
Zaczynamy od kontenera oznaczonego symbolem 0, nastepnie przechodzimy do kubetka
znumerem 1, pdzniej 2 - i tak do konca. Liczby opuszczajg pojemniki w takiej kolejnosci,
w jakiej zostaty do nich wtozone.

Wyjmowane kolejno elementy umieszczamy w nowym zbiorze i powtarzamy dla niego
opisane czynnosci. Tym razem sprawdzamy cyfry o wagach wiekszych o 1. Waga pozyciji sa
kolejne potegi podstawy systemu liczbowego, w jakim liczba jest zapisana. Elementy znowu
trafiajg do kubetkow, a pozniejjeszcze raz sa z nich wyjmowane i tworza nastepny zbior.

Postepujemy tak do momentu, gdy posortujemy liczby wedtug cyfr odpowiadajacych
najwiekszym wagom.
Przyktad 2

Niech A = {833, 997, 268, 69, 100, 584, 321, 333, 512, 660} bedzie tablicag wejSciowa.
Uporzadkujemy jej elementy, wykorzystujac algorytm sortowania pozycyjnego i algorytm
sortowania kubetkowego.

Podczas sortowania postuzymy si¢ systemem dziesi¢tnym. Potrzebnych jest nam zatem 10
kubelkow dla cyfr od 0 do 9. Porzadkowanie zaczynamy od cyfr jednoéci (o wagach 109):

Kubelek: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zawartos¢ 660 321 512 333 584 997 268 69
w :
100 833

Potem zapisujemy liczby znajdujace sie w kubetkach ponumerowanych od 0 do 9.
Pamietajmy przy tym, aby elementy opuszczaty kubetki w takiej kolejnosci, w jakiej byty
w nich umieszczane. W rezultacie otrzymujemy nastepujacy zbior:

A= {100, 660, 321, 512, 833, 333, 584, 997, 268, 69}
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Nastepnie powtarzamy opisane czynnosci - tym razem bierzemy pod uwage cyfry
dziesigtek (o wagach 10Y):

Kubelek: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
69
., 333
ZawartosSc: 100 512 321 833 268 584 997
660

Ponownie zapisujemy liczby z poszczeg6lnych kubetkow:
Ay={100, 512, 321, 833, 333, 660, 268, 69, 584, 997}

Wszystkie liczby w przyktadowym zbiorze sg najwyzej trzycyfrowe. Pozostal wiec jeszcze
jeden cykl operacji. Zauwazmy, ze wsrod elementow znajduje si¢ liczba dwucyfrowa - w jej
przypadku brakujgca pozycije (odpowiadajgcg wadze 10%) zastepujemy cyfra 0.

Kubelek: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
., 333 584

Zawartosc: 069 100 268 660 833 997
321 512

Po raz ostatni odczytujemy elementy zapisane w kontenerach. Otrzymana tablica wynikowa
jest posortowana rosnaco:

A3= {69,100, 268, 321, 333, 512, 584, 660, 833, 997}

Zapis w pseudokodzie

Zapoznajmy si¢ teraz z implementacja algorytmu zapisang w postaci pseudokodu.
Specyfikacja:

Dane:

e liczbaElementow - liczba naturalna; dlugos¢ tablicy z danymi

e liczbaCyfr -liczba naturalna; liczba cyfr tworzacych najwigkszg liczbe z tablicy

e tablica[®..liczbaElementow-1][0..1liczbaCyfr-1] - dwuwymiarowa tablica
liczb naturalnych; dane do posortowania

Wynik:

e tablica[@..liczbaElementow-1][0..1liczbaCyfr-1] - posortowana
niemalejgco tablica liczb naturalnych
Wazne!



W tym zadaniu wystepuje nietypowa forma przechowywania liczb. Przyktadowo do
tablical[4][3] = {{e,5,0}, {1,0,0}, {1,5,6}, {2,0,0}} mozemyodwolac
sie na dwa rozne sposoby. Mozemy wskazac albo jedng kompletna tablice z liczbg, albo
pojedynczg cyfre dowolnejliczby. Dla przyktadu {1, 5, 6 } oznacza liczbe 156.

Przyklady:

tablica[@] = {0, 5, 0}
tablica[@][0] =
tablica[0][1]
tablica[0][2]
tablica[2] = {1, 5, 6}
tablica[2][0] 1
tablica[2][1] 5
tablica[2][2] 6

0
5
0

Tablica kubetki[®@. .9] stuzy do tymczasowego zapamigtania liczb znajdujacych sie
w kubetku odpowiadajgcym sprawdzanej obecnie cyfrze.

dla d = liczbaCyfr-1, liczbaCyfr-2, ..., 0 wykonu]j
dla n =0, 1, ..., liczbaElementow-1 wykonuj
cyfra « tablica[n][d]
umiesC¢ wewngtrz kubeitki[cyfra] wartosc¢ tablica[n]
X < 0
dla n =0, 1, ..., 9 wykonuj
dopoki kubeitki[n] zawiera liczby wykonuj
liczba < wyjmij liczbe z kubelka kubeiki[n]
tablica[x] < liczba
X « x +1

Ogolny algorytm sortowania pozycyjnego mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

posortuj_pozycyjnie(tablica_nieuporzadkowana)
dla kazdej pozycji elementu tablicy, w kolejnosci od najmniej
utworz kubetki dla kazdego znaku (wartos$ci), ktory moze w
wykonaj sortowanie kubeikowe tablicy wediug tych znakoéw (
dla kolejnych kubelkodw
przenie$ elementy z kubeika na koniec porzadkowanego
zwroc¢ uporzadkowany ciag

Wiasnosci sortowania pozycyjnego



Ztozono$¢ obliczeniowa zaprezentowanego algorytmu zalezy w duzym stopniu od tego,
z ilu cyfr skladajg si¢ liczby zapisane w sortowanej tablicy.
Ciekawostka

Warto pamietac, ze uzywajac algorytmu sortowania pozycyjnego, nie musimy zapisywac
liczb w systemie dziesietnym. Zwiekszenie podstawy systemu liczbowego przektada si¢
na przyspieszenie dzialania programu. Zwi¢ksza si¢ tez rozmiar wykorzystywanej
pamieci.

Algorytm sortowania pozycyjnego jest algorytmem stabilnym, co oznacza, ze elementy
o rownej warto$ci po posortowaniu bedg pojawiac sie¢ w takiej samej kolejnosci jak
w nieposortowanym zbiorze.

W przypadku sortowania pozycyjnego wykonuje si¢ tyle cykli operaciji, ile cyfr uzyto do
zapisania najwig¢kszejliczby w sortowanym zbiorze (przyjmijmy, ze liczbe cyfr oznaczymy
jako d). Catkowita ztozono$¢ czasowa bedzie zaleze¢ od uzytego dodatkowego algorytmu
sortowania (oznaczmy ztozono$¢ dodatkowego algorytmu jako m). Ztozono$¢ czasowa
wynosi wiec O(dm).

W przypadku uzycia sortowania kubetkowego, w kazdym przebiegu sprawdzane sa
wszystkie elementy tablicy (o rozmiarze n), a nastepnie pobierana jest zawartos¢ kazdego
z k kubetkow. Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu wynosi zatem O(d(n + k)).

Zwigkszenie liczby kubetkow skutkuje zmniejszeniem liczby potrzebnych cyir (im wi¢ksza
jest wartoSc¢ k, tym mniejsze jest d). W rezultacie skraca si¢ czas potrzebny do zrealizowania
algorytmu.

Zastosowanie sortowania pozycyjnego

Sortownie pozycyjne rzadko wykorzystywane jest w praktyce. Dobrze si¢ sprawdza, gdy
nalezy uporzadkowac zbior liczb catkowitych podobnych do siebie (majacych np. taka samg
liczbe cyfr badz rozpoczynajacych sie od identycznych ciggdéw cyir) albo nalezacych do
niewielkiego przedziatlu. Metoda ta jest z kolei trudna do zastosowania w przypadku
porzadkowania liczb zmiennoprzecinkowych.

Po zmodyfikowaniu algorytm sortowania pozycyjnego moze by¢ z powodzeniem stosowany

do znajdowania duplikatow w tablicy.

Stownik

liczba zmiennoprzecinkowa

reprezentacja liczby rzeczywistej zapisanej w postaci wyktadniczej
sortowanie stabilne
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mechanizm sortowania, w przypadku ktorego elementy o identycznych wartoSciach sa
umieszczane w uporzadkowanym zbiorze w takiej samej kolejnosci, w jakiej znajdowaty
sie przed sortowaniem

system liczbowy

zbior regut dotyczacych zapisu liczb z wykorzystaniem kombinacji rozmaitych symboli;
wyrédzniamy systemy liczbowe addytywne (np. rzymski) i pozycyjne (np. dziesietny)



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Gdy uzywamy algorytmu sortowania pozycyjnego, niezbedna jest znajomos¢ liczby cyfr,

z ktorych sktada sie kazdy element porzagdkowanego zbioru. Bez tej informacji nie wiemy, ile
powtoérzen cyklu sortowania nalezy wykonac, by posortowac liczby wedtug cyfr na kolejnych
pozycjach danej liczby poczawszy od cyfry najmniej znaczacej.

W przedstawionej aplikacji wykorzystywana jest funkcja
ObliczlLiczbeCyfrWLiczbie().Powinna onazwraca¢ zmienng LiczbaCyfr - liczbe
naturalng informujaca o tym, z ilu cyfr sktada sie liczba podana jako argument. Niestety, kod
funkcji jest niekompletny. Twoim zadaniem jest wpisanie brakujacych instrukcji. Gtéwna
funkcja programu zostata juz zdefiniowana.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi sortowania pozycyjnego.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢
Zdecyduj, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Proces sortowania pozycyjnego rozpoczynamy od najbardziej znaczacych cyfr
poréwnywanych liczb.

() fatsz

() prawda
Cwiczenie 2 ¢

Wskaz, co przechowuja kubetki w trakcie wykonywania sortowania pozycyjnego
z wykorzystaniem sortowania kubetkowego.

() aktualnie sprawdzane cyfry z odpowiednich pozyciji liczby
() indeksy liczb w tablicy, ktére sa juz posortowane
() liczby o takich samych cyfrach na wybranej pozycji

() liczbe cyfr kazdej z sortowanych liczb

Cwiczenie 3 O
Uzupetnij tekst wtasciwym stowem.

Jezeli bedziemy sortowac liczby zapisane w systemie binarnym, wéwczas algorytm sortowania

przypadku zastosowania go dla innych systemoéw liczbowych.

‘ bardziej ’ ‘ mniej ’




Cwiczenie 4 »
Uzupetnij tekst odpowiednig cyfra.

Podczas sortowania pozycyjnego nastepujacej tablicy: [245, 50593, 4123, 5012, 921],

sortowanie dodatkowym algorytmem stabilnym wykonamy razy.

Cwiczenie 5 P
Zdecyduj, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Jezeli bedziemy sortowaé liczby zapisane w systemie szesnastkowym, wéwczas algorytm
sortowania pozycyjnego z wykorzystaniem sortowania kubetkowego bedzie mniej optymalny
niz przy operowaniu na liczbach zapisanych w systemie dziesietnym.

() fatsz

() prawda

Cwiczenie 6 @

Wskaz liczby, ktore zmienig pozycje po pierwszej iteracji sortowania pozycyjnego.

312 943 2916 55 47 111119

55 oraz 47

312 oraz 111119

2916 oraz 55

312 oraz 943

o O O O



Cwiczenie 7 @
Zdecyduj, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Algorytm sortowania pozycyjnego najlepiej sprawdzi sie przy sortowaniu liczb o takiej samej
dtugosci.

() fatsz
() prawda
Cwiczenie 8 @

Okresl, jak bedzie wygladat zbior wynikowy po pierwszej iteracji sortowania pozycyjnego

w kolejnosci rosnacej. Zbiér wejsciowy to: [893, 7, 211, 29].
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Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Sortowanie pozycyjne liczb

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoSc;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

a) wyszukiwanie elementow liniowe i przez potowienie (do znajdowania elementow
w zbiorze, sortowania przez wstawianie, przyblizonego rozwigzywania rownan,
sprawdzania przynaleznosci punktu do wielokata wypukiego),



i) struktury dynamiczne: stos, kolejka, lista (do realizacji algorytmu: ONP, symulacji
problemu Flawiusza, sortowania leksykograficznego),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Przedstawisz koncepcje algorytmu sortowania pozycyjnego.

o Wskazesz rozne rodzaje zastosowan dla algorytmu sortowania pozycyjnego.

» Przeanalizujesz implementacje algorytmu sortowania pozycyjnego liczb, zapisang
w postaci pseudokodu.

e Zbadasz ztozonos¢ czasowq algorytmu sortowania pozycyjnego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;
praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:



1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»Sortowanie pozycyjne liczb”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami
w sekcji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji, a nastepnie okresla cele
i kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaly jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie przystepuja do cichego czytania tekstu zawartego w sekcji

~Przeczytay’, jesli nauczyciel - na podstawie raportu na platformie - uwaza, ze
przygotowanie uczniow jest wystarczajace, moze pominac te czynnosc.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartoSc sekcji ,Schemat interaktywny”.

Uczniowie wspolnie zapoznajg si¢ z trescig zawartego w niej multimedium.
W przedstawionej aplikacji wykorzystywana jest funkcja ObliczLiczbeCyfrWLiczbie().

Powinna ona zwraca¢ zmienng LiczbaCyfr - informacje o tym, z ilu cyfr sktada sie liczba

podana jako argument. Niestety, kod funkciji jest niekompletny. Zadaniem uczniow jest
wpisanie brakujgcych instrukcji. Gtowna funkcja programu zostata juz zdefiniowana.
3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia nr 1-5 z sekcji
»Sprawdz sie”, po ich wykonaniu poréwnuja otrzymane wyniki z inng osoba.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wySwietla na tablicy temat lekcji zawarty w sekcji
~Wprowadzenie” i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego
uczniowie si¢ nauczyli).

2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 6-8 z sekciji ,Sprawdz sie”

2. Przeanalizuj implementacje algorytmu zaproponowang w sekciji ,Schemat
interaktywny”. Rozbijja na etapy i sprobujdoda¢ do niej komentarze wyjasniajace
kolejne etapy dziatania.

Wskazowki metodyczne:

e Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



