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Zrédto: Klara Acel, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/.

W matematyce tozsamoscig jest kazda rownos¢, dwoch wyrazen, ktora zachodzi dla kazdej
warto$ci zmiennych w niej wystepujacych. Tozsamos¢ trygonometryczna to rownosc,

w ktorej wystepuja funkcje trygonometryczne. Aby rozstrzygnac, czy tozsamosc jest
prawdziwa, musisz doprowadzi¢ jedng lub obie jej strony do takiej samej postaci. W tym
materiale bedziemy doskonali¢ umiejetnos¢ zastosowania funkcji trygonometrycznych
podwojonego kata do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych. Bedziemy takze
sprawdzac, kiedy rownosci nie sg tozsamosciami.

Twoje cele

e Zastosujesz wzory na sinus, cosinus, tangens podwojonego kata do dowodzenia
tozsamosci.

e Zastosujesz wzory na sinus, cosinus, tangens podwojonego kata do dowodzenia, ze
rownosc¢ nie jest tozsamoscia.




Przeczytaj

W tym materiale przedstawimy kilka typow tozsamosci trygonometrycznych. W ponizszych
przykladach bedziemy przeksztalcac jedng ze stron rownosci, zwykle te bardziej
skomplikowang, tak dtugo, az otrzymamy druga stron¢ réwnania.

Przyktad 1

Udowodnimy, ze rownos¢:

1+sin 2z

sin z+cos x = sSInT + CosT

jest tozsamoscig.
Rozwigzanie
Najpierw zapiszmy zalozenia: sin z + cos z # 0.

Zastosujemy wzOr na sinus podwojonego argumentu oraz jedynke trygonometryczng do
przeksztalcenia lewej strony nieré6wnosci:

sin® 242 sin z-cos z+cos®

sin z+cos x

1+sin 2z
sin z+cos x

Wykorzystujemy wzor skroconego mnozenia na sume kwadratow i po skroceniu
otrzymujemy prawg stron¢ rownosci:

in2 i 2 ; 2
sin® z+2sinz-cosztcos’x __ (sinztcosz)” .
sin z-+cos T sinz+cosz s x + cos x.
Przyktad 2

Udowodnimy, ze rownos¢:

1-2sin gfcos T

Trsmt—coe = 18 (§— 1)

jest tozsamoscig.

Rozwigzanie

Zapisujemy zatozenia: 1 + 2sin § — cosz # 0, cos(§ — §) # 0.

Zastosujemy wzor na cosinus podwojonego argumentu cos £ = 1 — 2 sin? 3 do
przeksztalcenia lewej strony nieré6wnosci:

1-2sin 5 —cosz 2sin2%72sin%
14+2sin $—cosz 2sin2%+2sin%
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Wytaczamy przed nawias wspolny czynnik w liczniku i mianowniku i skracamy go:

in2 Z_94in & i in L _ in L
2 sin 5 2sm2 . 2sin (sm2 l) __ sing 1

z
2
2sin2%+2sin% - 2sin%(sin%+1) T sing+1

Korzystamy ze wzorow redukcyjnych.

)-1

)+1

sin %— o cos(

sin$+1 cos(

[STET (S
NEINE

Nastepnie cos (% — %) traktujemy jak cosinus podwojonego argumentu i korzystamy ze
wzoru na cosinus podwojonego kata:

sinx .

Na koncu korzystamy z tozsamosci tg z = -

—2sin’($-4)  -2sin’(§-%) 21 =
2cos2(%—f) - 2cos2(f—%) - _tg (Z o Z)’

WykazaliSmy, ze rownos¢ jest tozsamoscia.
Przyktad 3

Wykazemy, ze rOWnosc:

1+2sin x-cos z—cos 4z
cos z(1+4 sin z-cos z)

= 2sinz

jest tozsamoscig.

Rozwigzanie

Zapiszmy zatozenie: cos z(1 4+ 4sinz - cosz) # 0.

Przeksztalcamy lewa strong¢ rownosci z wykorzystaniem wzorow na sinus oraz cosinus
podwojonego kata: cos 4z = 1 — 2sin® 2z oraz sin 2z = 2sin x cos z. Wowczas

otrzymujemy:
142sinz-cosz—cosdz __  2sin’® 2z+sin 2z
cosz(l+4sinz-cosz) ~ cosz(l+2sin2z)

Po wylgczeniu przed nawias odpowiednich wyrazen w liczniku i mianowniku,
dokonujemy skrocenia. Ponownie wykorzystujemy wzor na sinus podwojonego kata
i otrzymujemy:

Zsinz 2$+Sin 2x . sin 21}(2 sin 2$+1) _ 2sin r-cos T

cosz(l+2sin2z) = cosz(l4+2sin2z) Cos T = 2sinz.

WykazaliSmy, ze rownos¢ jest tozsamoscia.

Przyktad 4
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Wykazemy, ze rOwWnosc:

cosz (1 —2cos’ z)(tgz — tg2z) = sinz
jest tozsamoscig.

Rozwigzanie

Zapiszmy zatozenia: cos  # 0, cos 2x # 0.

. ;. __ sinz : , ;.
Korzystamy z tozsamosci tg x = = i przeksztatcamy lewq strong¢ réwnosci:

sinz _ sin2zx )
cos & cos 2x

cosz(1 —2cos’z)(tgz — tg2z) = cosz(1 — 2cos’ z) (

Wyrazenie w ostatnim nawiasie sprowadzamy do wspolnego mianownika oraz
korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata 1 — 2 cos? x = — cos 2z
1 otrzymujemy:

sin x-cos 2x—cos x-sin 2x
COS X-COS 2

- 2 sinz _ sin2z | _ . .
cosar:(l 2 cos x)(—cosx —COS%) — —COSZI - CoS2x

Korzystamy ze wzoru na sin(z — 2z) i po skroceniu otrzymujemy prawg strone rownosci:

sin z-cos 2z—cos z-sin2z __ — cosz-cos2z-(—sinz)

COS X-COS 2 - COS X-COS 2 = sin .

— COSI - CoS2T -

WykazalisSmy, ze rownosSc jest tozsamoscia.

Stownik
sinus podwojonego kata

tozsamo$¢ trygonometryczna: sin 2 = 2 sin z cos ¢ prawdziwa dla kazdejliczby
rzeczywistej x

cosinus podwojonego kata

2

tozsamos¢ trygonometryczna: cos 2z = cos? z — sin? « prawdziwa dla kazdej liczby

rzeczywistej x



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre edukacyjng. Dopasuj klocki tak, aby lewa cze$¢ kostki i prawa strona tej kostki

byty odpowiednio prawg i lewga strong wyrazenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVS66EDHO

Polecenie 2

Sprawd?z, czy rownanie

L2
tgz tg 2z _ 1

2sin%‘cos% ~ cosz

jest tozsamoscia.


https://zpe.gov.pl/a/DVS66EDH0

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac tozsamosc.

. R,
(cosz—sin z)
cos?z—sin*z

sin12m + tg 2z ’ sin12a: o tg 2z ’ cos12ac + tg 2z ’ cos12.7: o tg 2z
Cwiczenie 2 ®

Co nalezy wstawic¢ po prawej stronie rownosci w miejsce litery P, aby otrzymac tozsamos$cé:
sin 8z tg4x + cos8xr = P

O 2

O 1

O -1

O -2

Cwiczenie 3

Potacz w pary podane wyrazenia tak, aby pojawity sie rownosci, ktére sg tozsamosciami.

cos® z — sin® z Il = %sin2 2z
costz — sin*z CcoS 233(1 — %sin2 2:3)
cos8 z + sin® 1-— %sin2 2x

costz + sin z cos 2x




Cwiczenie 4

Wskaz tozsamosci.

1 1
D tgx + tgx —  singcos g

1 2
D tgw+‘cg_m " sin2z

1 2
D tgil!—|— tgx — Tcos2z

1 1
D tg:l?-|- tgz ~ 2sin cos Jcosx

Cwiczenie 5

Po prawej stronie rownosci wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac tozsamosc.

sin z+sin 2z
1+cos z+cos 2z

: 1
‘costsmthgzL”

Cwiczenie 6

Co nalezy wstawic po prawej stronie réwnosci w miejsce litery P, aby otrzymac tozsamosc:

V1 +sin2zx = P?

sinx + cosx

sin x + cos z|

sinx — cosx

o O O O

sinz — cosz



Cwiczenie 7
Sprawdz, czy rownos¢:

1-8sin’z-cos’z __ 1

cos? 2z—sin? 2z
jest tozsamoscia.
Cwiczenie 8
Udowodnij, ze rownos¢:

1—2cos %Jrcos T
1+2cos %Jrcos T

jest tozsamoscia.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie funkcji trygonometrycznych podwojonego kata do dowodzenia
tozsamosci

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 5) korzysta z wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katéw,
a takze na funkcje trygonometryczne katéw podwojonych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje obywatelskie;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 zastosuje wzory na sinus, cosinus, tangens podwojonego kata do dowodzenia
tozsamosci;

 zastosuje wzory na sinus, cosinus, tangens podwojonego kata do dowodzenia, ze
rownosc¢ nie jest tozsamosci.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



e quiz.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osob¢ o odczytanie tematu lekcii tj. ,,Zastosowanie funkcii
trygonometrycznych podwojonego kata do dowodzenia tozsamosci”, a nastepnie
okresla cele i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,Zagrajw gre edukacyjna. Dopasuj klocki tak, aby
lewa czesS¢ kostki i prawa strona tej kostki byty odpowiednio prawg i lewa strona
wyrazenia” z sekcji ,,Gra edukacyjna”. Uczniowie zapoznajg si¢ z trescig materiatu,
nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
e Rozwigzywanie rownan z funkcjami trygonometrycznymi
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Gra edukacyjna” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Zastosowanie funkcji trygonometrycznych
podwojonego kata do dowodzenia tozsamosci”


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4246

