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P | 10: Alexander Stein, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.
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Na przedziatach, podobnie jak na innych zbiorach, mozemy wykonywac dziatania.
Najbardziej elementarne z nich to suma, iloczyn, roznica i dopetnienie. W tej lekcji
omoéOwimy dokladnie wlasnoS$ci sumy i iloczynu przedziatow. Zastanowimy sie, czy
w wyniku tych dziatan zawsze otrzymamy przedzialy. Przedzialy i dziatania na nich sg
bardzo przydatne w matematyce - przy ich uzyciu mozemy poda¢ odpowiedzi do

wielu zadan, w szczeg6lnosci tych zwigzanych z rozwigzywaniem nierOwnosci.

Twoje cele

e Wyznaczysz iloczyn przedziatow ograniczonych.

e Wyznaczysz sume przedzialow ograniczonych.



Przeczytaj

Definicja: lloczyn przedziatéw

Iloczynem przedzialow liczbowych A i B nazywamy zbior, ktory zawiera tylko
i wylacznie liczby nalezace i do przedziatu A, i do przedziatu B. Iloczyn

przedzialow A i B oznaczamy jako A N B i nazywamy inaczej cze$cig wspolna.

Ponizej przedstawiamy kilka r6znych potozen dwoch przedziatow wzgledem siebie

iich czesci wspolne:

1. Jesli przedzialy A i B nie majg zadnych wspolnych elementéw, nazywamy je

roztgcznymi. Zapiszemy wowczas, ze ich iloczynem jest zbior pusty: AN B = ()
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2. Illoczyn dwoch przedzialow moze by¢ zbiorem jednoelementowym - przedziaty

mogg mie¢ wspdlny koniec. Na ilustracji ponizej mamy A N B = {y}.
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3. lloczynem przedziatbw moze by¢ przedziatl, do ktorego (zgodnie z definicja)

nalezg tylko i wylacznie liczby nalezace do kazdego z rozwazanych przedziatow:

ANB=(r,y)
B
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Jesliiloczyn dwoch przedziatow jest rowny jednemu z nich, to mowimy, ze jeden
przedziat zawiera si¢ w drugim, co oznaczamy symbolem C. Na rysunku ponizej
zilustrowano sytuacje, w ktorej przedziat A zawiera si¢ w przedziale B:

ANB= A& A C B. Dzieje sie tak, jesli kazda liczba nalezaca do przedziatu A
nalezy do przedziatu B (jednoczeS$nie zwro¢my uwage, ze element przedziatu B moze
nie by¢ elementem przedziatu A).
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Zapoznaj sie z filmem samouczkiem, w ktorym omowione sg przyktady wyznaczania

czesci wspolnej dwoch przedziatow:

Wyznacz iloczyn podanych przedziatow liczbowych. Jesli istniejg, podaj nastepujace liczby nalezace do tego
iloczynu: najmniejszg liczbe catkowita k, najwieksza liczbe catkowita K i przykiadowa liczbe niewymierng r.

a)A = (—4,5),B = (7,10), b) A = (—4,5),B =(2,9), ¢)A=(—4,5),B = (-2,2).

-
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Film dostepny pod adresem /preview /resource/RIRfFI71lj3wm

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczgcej iloczynu przedziatlow liczbowych.

Przyktad 1

Dla podanych przedzialow A, B, C' wyznaczymy ich iloczyn AN BN C.

a) A = (—6;2), B = (—10; —2),C = (—1;5)

Aby rozwigzac zadanie, zilustrujemy przedzialy na osi liczbowe;.
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Fatwo zauwazy¢, Ze nie istnieje liczba nalezgca do wszystkich przedziatow, co

oznacza, ze ich cze$¢ wspolna jest zbiorem pustym, co zapisujemy AN BN C = ()

b)A=(-2;4),B=(1;7),C = (-5;1)
Ponownie ilustrujemy przedzialy na osi liczbowe;.

Z ilustracji odczytujemy, ze jedyng liczbg nalezgcg do wszystkich przedziatow jest
1.Zatem AN BN C = {1}.

c)A=(-6;4),B=(-3;2),C = (—5;—-1)
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Z rysunku mozemy odczytac, ze czescig wspolng wszystkich trzech przedziatow
jest zbior liczb wiekszych lub réwnych (—3) i jednocze$nie mniejszych od (—1).
Zatem ANBNC = (—3;-1).

Definicja: Suma przedziatéw

Suma przedzialéw A i B nazywamy taki zbidr, do ktérego naleza tylko i wylacznie
liczby, ktore naleza do co najmniej jednego z przedziatow A lub B. Sume

przedzialow A i B oznaczmy uzywajgc symbolu U: A U B.

Ponizej przedstawiamy kilka mozliwych potozen wzgledem siebie dwoch przedziatow

na osi liczbowej. W kazdym przypadku wyznaczymy ich sumy.

1. Dla przedziatow A i B potozonych jak ponizej, ich suma jest réwna
AU B = (z;t).

{ s
O

Moo
y

8
S

2. W drugim przypadku rozwazamy przedzialy, ktore majg jeden wspolny koniec.

Woéwczas suma zbiorow to A U B = (z; z). Zwroéémy uwage, ze liczba y nalezy do

przedziatu B, wigc nalezy rowniez do sumy.
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3. Rozwazmy teraz przypadek, ktory subtelnie, acz istotnie r6zni si¢ od
poprzedniego. Tym razem rozwazane przedzialy rowniez maja wspolny koniec y,
ale nie nalezy on do zadnego z przedziatow A, B. Zatem nie nalezy tez do sumy.
Mozemy zapisa¢ AU B = (x;y) U (y; z) lub uzy¢ symbolu \ oznaczajacego
odejmowanie zbiorow. Rbwnowaznie mozemy zapisa¢ A U B = (z; 2) \ {y}, co

interpretujemy jako przedzial z wytaczong jedng liczba - liczbg y.

O O O =
s Y Z X

4. W ostatnim rozwazanym przypadku sume przedzialow rowniez mozemy zapisac
na dwa sposoby. Pierwszy z nich to A U B = (z; y) U (z;t). Drugi sposéb
ponownie wykorzystuje symbol réznicy zbiorow A U B = (z;t) \ (y; 2). Zapis ten

akcentuje fakt, ze z przedziatu (z; t) “wyjmujemy” przedziat (y; z).

A B

Przyktad 2



Wyznaczymy sumy dla trojek przedzialow z przyktadu 1.
a) A =(—6;2),B=(—10;-2),C = (—1;5).
Ponownie bedziemy postugiwac si¢ interpretacja przedziatow na osi liczbowe;j.
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Przypomnijmy, ze liczba nalezy do sumy przedziatow dokladnie wtedy, gdy nalezy
przynajmniej do jednego z nich. Zatem AU BU C = (—10; 5).

b) A= (-2;4),B=(1;7),C = (-5;1).
Ponownie ilustrujemy przedzialy na osi liczbowe;.

Z ilustracji odczytujemy, ze AU BU C = (—5; 7).

c)A=(-6;4),B=(-3;2),C = (—5;—1)
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Z rysunku mozemy odczytac, ze AU BU C = (—6;4). Zauwazmy, ze suma
przedzialow A, B, C jest rbwna przedziatlowi A. Dzieje sie tak dlatego, ze

przedzialy B i C' sg zawarte w przedziale A, czyli B C Aoraz C C A.

Przyktad 3

Wyznacz wszystkie wartoSci parametru m, dla ktorych iloczyn przedziatow

(—2;2m — 1) oraz (m + 3; 10) jest zbiorem niepustym.

Do rozwigzania zadania mozesz uzy¢ apletu. Uzywajac suwaka, zmieniaj wartosSci

parametru m i obserwuj potozenie przedziatow na osi liczbowe;j.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DIGOpLMS;j

Zadanie mozna tez rozwigzac algebraicznie. Najpierw zapiszemy warunki, dzieki
ktorym zaden z przedziatow nie bedzie zbiorem pustym:
2m — 1> —2orazm + 3 < 10.


javascript:void(0);
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Aby te warunki rozwigzac¢, do obu stron pierwszej nierownosci dodamy 1

i podzielimy przez 2:
2m —1> -2
2m—-1+4+1> -2+1

2m > —1

Ponadto od obu stron drugiej nierownosci odejmujemy 3:
m+3 <10
m+3—-3<10—-3

m < T.

Z obu nierownosci wynika, ze m nalezy do przedziatu (— %; 7). Dla m z tego

przedzialu zaden z rozwazanych przedzialow nie jest pusty. Teraz zapiszemy
warunek gwarantujacy, ze iloczyn przedziatow nie jest pusty:
2m —1>m+ 3

Aby go rozwiagzac¢, do obu stron nieréwnosci dodajemy liczbe 1, a nastepnie

odejmujemy m:
2m—1+1>m+3+1
2m > m + 4

2m—m >m+4—m



m > 4.

Zatem mamy dwa warunki do uwzglednienia: m € (— %; 7) oraz m > 4.

Rozwigzaniem zadania jest przedziat (4; 7).

Stownik

iloczyn zbioréw A i B

zbior, do ktorego nalezg tylko i wylgcznie elementy nalezace jednocze$nie do

zbioru A i do zbioru B;iloczyn zbiorow A, B oznaczamy A N B

suma zbioréw A i B

zbior, do ktorego nalezg tylko i wylgcznie elementy nalezace przynajmniej do

jednego ze zbiorow A lub B; sume zbioréw A, B oznaczamy AU B



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady zawarte w animacji.

Wyznacz sume podanych przedziatéow liczbowych. Podaj nastepujace liczby nalezgce do tej sumy:
najmniejszg liczbe catkowita k, najwieksza liczbe catkowita K i przyktadowg liczbe niewymierng r.

a)A =(-4,5),B = (7,10), b)A = (—4,5),B =(2,9), c)A=(—4,5),B = (-2,2).

a) Aub=<-4,5> 0 (310) A //////////msi

~4 % & 3 A0

Film dostepny pod adresem /preview /resource/REyAvOgtgSali

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacej sumy przedziatow liczbowych.
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Polecenie 2

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Suma zbioréw A = {4,5,6,7}, B = {5,6,7, 8} jest réwna:

O {4,5,6,7,8}
O {48}

O {5,6,7}

Suma przedziatow (—2; 3) i (3;4) jest réwna:

O (=2;4\{3}

O {3}

O (-24)

Suma przedziatow (—3;5) i (4; 10) zawiera:

() 15 liczb catkowitych
(O 13 liczb catkowitych

() 14 liczb catkowitych

Do zbioru (0;4) U (5;6) nalezy liczba:

) -2

) V2++3



() m++2



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Przedziaty Ai B
A= (_2a5)’ B = <_1’4>

A =(-2;5), B=(-3;4)
A= (4;5), B=(-1;4)
A=(-2-1), B=(-14)

A=(-21), B=(2;4)

_____________________________

_____________________________

_____________________________

_____________________________

_____________________________

Wyznacz sumy i iloczyny podanych par przedziatéw. Przeciggnij i upusc.

_____________________________

_____________________________

_____________________________

_____________________________

_____________________________

(155) | | {4} || (-14) || (=21) u(4) || (-25) || 0|[0]] (-24)

‘ (—3;5) H (—2;4) ’




Cwiczenie 2

)
Wyznacz sumy i iloczyny podanych tréjek przedziatéw. Przeciggnij i upusé.
Przedziaty A, B, C AUBUC ANBNC
A= (—6;5), B=(0;14), C = (—2;11)
A= (-6;0), B=(—1;5),C = (0;11) ’ |
A= (—-6;—-2), B=(0;14), C = (5;11)
A= (-6;11), B=(—2;0),C = (—2;5)
A=(~6;5), B=(11;14),C = (-2;0) |
{0} || (=6;14) || (0;5) || (~6;11) | | (=2;0) | | 0] | (~65-2) U (0;14)

(—6;11) |

0

| (—6;5) U (11;14)




Cwiczenie 3 @
Dane sg przedziaty A = (—5;3), B = (—7; —3), C' = (1; 5). Rozwiaz test sktadajacy

sie z czterech pytan jednokrotnego wyboru.

1. Zbiér (A U B) N C jest réwny:

O (1;3)
O (1;3)

O (13)

2. Zbiér (A N B) U C jest réwny:

O (=5-3)U(1;5)

O (=5;=3)U(1;5)

O (=5 -3)u(1;5)

3. Zbiér AU (B N C) jest rowny:

O (=5-3)uU(1;3)

O (-53)

O (=5-3)u(1;3)

4. Zbiér AN (B U C) jest réwny:

O (=5-3)U(1;3)



(=5 -3)U(1;3)
O 0

Cwiczenie 4 O
Dane sa przedziaty A = (—2;3), B = (—3;5), C = (—5;2). Wyznacz zbiory:
a(AuB)NC

b)(ANB)UC

AU (BNC)

dAN(BUCQC)

Cwiczenie 5 Q)
Niech N oznacza zbiér liczb naturalnych, N, - zbiér liczb naturalnych dodatnich (bez
zera), 7 - zbior liczb catkowitych, Z _ - zbidr liczb catkowitych ujemnych. Wyznacz
elementy zbioréw:

a) (—10;10) NN

b) (—4;2) N Z

) (—3;4) NNy

d) (—10;5)NZ_

Cwiczenie 6 ®
Wyznacz takie wartosci parametru m, dla ktérych przedziaty A = (—5;2m + 1) i

B = (4m — 3;15) sa zbiorami niepustymi i jednoczesnie roztacznymi.

Cwiczenie 7 @
Dane s3 przedziaty A, B, C. W kazdym przypadku wyznacz i poréwnaj zbiory
AU(BNC)i(AUB)N(AUC)orazAN (BUC)i(ANB)U(ANC).

a) A= (-5;6),B=(-2;8),C=(-1;7)

b) A= (—4;4), B=(5;7),C = (0;6)

Na podstawie przyktadéw postaw hipoteze dotyczaca wtasnosci sumy i iloczynu

zbiorow.



Cwiczenie 8

C)
Ponizej podane sg rownosci prawdziwe dla dowolnych przedziatow (ogdlnie: zbiorow).
Potacz w pary wtasnosci i ich nazwy. Dla dowolnych zbioréw A, B, C prawdziwe sa
rownosci:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) przemiennos¢ iloczynu
AUB=BUA tacznos¢ sumy
zbioér pusty jest elementem neutralnym
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) e
sumowania zbioréw
ANB=BnNnA

przemiennos$¢ sumy

(ANB)NC=AN(BNCQC) rozdzielno$¢ sumy wzgledem iloczynu

AUD=A tacznosc iloczynu



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Iloczyn i suma przedzialow liczbowych

Grupa docelowa:

IIT etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

6. postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi
liczbowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

e kompetencje cyfrowe;
e kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

e kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:

Uczen:

e wyznacza iloczyn przedzialow ograniczonych,



e wyznacza sume przedzialow ograniczonych.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e dyskusija;

e opowiadanie.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj’.



Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,Iloczyn i suma przedziatow liczbowych” oraz cele

zajec¢, omawiajac lub ustalajac razem z uczniami kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do
wspomnianego tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie
wyczerpia pomysty, a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je

dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1w sekcji ,Animacja” - ,Przeanalizuj przyklady
zawarte w animacji” - prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem. Uczniowie
zapisuja ewentualne watpliwosci i niezrozumiale aspekty, ktore zostaty w nim

przedstawione - nauczyciel thumaczy je na forum klasy.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac
¢wiczenia nr1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po
ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel
w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela

uczniom informacji zwrotne;.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 3-5
na czas (od latwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktoéra poprawnie rozwiaze
¢wiczenia jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow
ocenami za aktywnosS¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane

krok po kroku.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultujg
swoje rozwigzania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli

podczas ich wykonywania.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie’.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja
zadania analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesytaja

je do siebie mailem, rozwigzujq i na nastepnej lekcji porownujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

Przedziaty liczbowe. Przedzialy jako zbiory

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie

i utrwalenie wiedzy w temacie ,Iloczyn i suma przedziatow liczbowych”
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