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Twierdzenie o rozktadzie wielomianu, twierdzenie

O reszcie

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Z rozktadem na czynniki spotkaliSmy sie juz przy funkcji kwadratowej - przy zapisywaniu
wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej. Wiemy, ze taki zapis nie zawsze jest
mozliwy - znamy funkcje kwadratowe, ktorych do postaci iloczynowejroztozyc sie nie da
(gdy nie majg pierwiastkow), a w kazdym razie jest to niemozliwe, jesli postugujemy sie
liczbami rzeczywistymi.

Nieco inaczej bytoby, gdyby dopusci¢ liczby zespolone, ale pojecie to przekracza zakres
podstawy programowe;.

Twoje cele

o Poznasz twierdzenie o reszcie i jego dowod.
e Zapoznasz si¢ z podstawowymi wlasnos$ciami rozktadu wielomianu na czynniki.



Przeczytaj

Przypomnijmy twierdzenie o dzieleniu wielomianow z resztg. W niektorych podrecznikach
nosi ono nazwe twierdzenia o rozktadzie wielomianu.

Twierdzenie: Dzielenie wielomiandéw z reszta

Dla kazdego wielomianu W (z) i niezerowego wielomianu P(z) istniejg wielomiany Q(x)
i R(z) takie, ze W(x) = P(x) - Q(z) + R(z), przy czym wielomian R(x) nazywany
resztg z dzielenia jest stopnia mniejszego niz stopien wielomianu P(z) lub jest

wielomianem zerowym.

Bezposrednio z tego wynika kolejne bardzo czesto stosowane w rozwigzaniach niektorych
zadan twierdzenie o reszcie.

Twierdzenie: o reszcie

Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian postaci  — a wynosi W (a) (czyli
jest stata rowna warto$ci wielomianu W (x) dla argumentu a).

Twierdzenie o reszcie bardzo tatwo udowodni¢ korzystajac z twierdzenia o dzieleniu
wielomianow z reszta. Wiadomo, ze reszta z dzielenia W (z) przez wielomian pierwszego
stopnia jest stalg, oznaczmy jg jako R.

Zgodnie z twierdzeniem o dzieleniu z resztg mozemy zapisac, ze

W(z) = (z —a)-Q(z) + R,
czyli
W(a)=(a—a) -Q(a) + R=R,
a to wilasnie chcieliSmy wykazac.
Przyktad 1
Wyznaczymy reszte z dzielenia wielomianu W (z) = z* — 323 + 422 — 17z + 15.

Mozemy wykonac pisemne dzielenie wielomianow, ale duzo prosciejbedzie skorzystac
z twierdzenia o reszcie. Szukana reszta wynosi:

W(3)=3"-3-3%4+4.32-17-34+15=0,
czyli wielomian W (z) jest podzielny przez dwumian = — 3.

Przyktad 2
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Ustalmy, jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W (z) = 32" — 5z% + 423 + 92 — 11
przez dwumian x + 1.

Korzystajac z twierdzenia o reszcie wiemy, ze reszta ta wynosi W(—1) = —32.

Wielomian definiujemy jako sume jednomianow. Ale w wielu sytuacjach wygodniejsze jest
przedstawienie wielomianu w postaci iloczynu - czyli roztozenie wielomianu na czynniki.

Definicja: Wielomian rozktadalny

Wielomian rozkladalny to wielomian stopnia dodatniego, ktéry mozna przedstawic
w postaci iloczynu co najmniej dwoch wielomianéw stopnia dodatniego. Wielomian,

ktory nie speinia tych warunkow, to wielomian nierozkladalny.

Z tej definicji wynika, ze nierozkladalne sa na pewno wszystkie wielomiany stopnia
pierwszego oraz nierozkladalne wielomiany stopnia drugiego (czyli takie, dla ktérych
wyréznik A przyjmuje wartoéci ujemne).

Okazuje sig, ze s3 to jedyne wielomiany nierozktadalne.

Twierdzenie: Twierdzenie o rozktadzie wielomianu na czynniki

» Jedyne wielomiany nierozktadalne stopnia dodatniego o wspotczynnikach
rzeczywistych to wszystkie wielomiany pierwszego stopnia oraz wielomiany
drugiego stopnia z ujemnym wyr6znikiem A.

» Kazdy wielomian stopnia wiekszego od 2 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych i niezerowej state;j.

e Zapis w postaci iloczynu jest jednoznaczny z doktadnoscia do przemnozenia

czynnikow przez stalg niezerowa.

Wyjas$nijmy, jak rozumiec¢ zapis o jednoznacznosci rozktadu.
Przyktad 3

Rozwazmy wielomian W (z) = 2z> + 12x? + 22z + 12.

Mozna go rozlozy¢ do postaci iloczynu wielomianow nierozktadalnych.

z)=2(z+2)(z+3)(x+1)
z)=(2z+4)(z+3)(x+1)

T

W(z) =
W(z) =

e W(z) = (z+2)(x+3)(2z + 2)
W(z) = 3z +6)(+z + 1)(2z + 2)

Odpowiednie wielomiany pierwszego stopnia w kazdym z tych czterech przyktadowych
zapisOw mozna uzyskac stosujgc tylko mnozenie przez stalg. Na przykiad czynnik
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(2z + 2) w trzecim podpunkcie to 2(z + 1) z pierwszego podpunktu, a (+z + 1) mozna
uzyskac jako + (z + 3).

Przyktad 4

Wielomian

W(z) = 3z* + 52® + 7x? + 3z — 2
mozna roztozy¢ do postaci

W(z) = 3z — 1)(z + 1)(z* + = + 2)

i czynnik (22 + = + 2) jest juz nierozktadalny, (A = —7).
Na koniec odnotujmy zastosowanie twierdzenia o reszcie.
Przyktad 5

Rozwazmy wielomian W (z) = z* 4 223 + az? + bz + 1. Wyznaczymy wspotczynniki a i
b wiedzac, ze reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian (z — 1) wynosi 7 a reszta
z dzielenia wielomianu W przez dwumian (z + 1) wynosi 1.

Z Twierdzenia o reszcie wiemy, ze W (1) = 7 oraz W(—1) = 1. Budujemy wiec uklad
rownan

)

14+2. 13 4+a-124b-14+1=7
(1)*+2- (-1’ +a- (-1 +b-(-1)+1=1

ktory po uproszczeniu przyjmuje postac:

at+b+4="7
a—b=1.

Dodajac réwnania stronami otrzymujemy, ze 2a = 4, wiec a = 2. Wstawiajgc uzyskana

wielko$¢ do drugiego rownania mamy, ze 2 — b = 1, wiec b = 1.

Stownik
dzielenie wielomiandéw z reszta

dla kazdego wielomianu W (z) i niezerowego wielomianu P(z) istniejg wielomiany Q(x)
i R(z) takie, ze W(x) = P(x) - Q(z) + R(z), przy czym wielomian R(x) nazywany
resztg z dzielenia jest stopnia mniejszego niz stopien wielomianu P(z) lub jest

wielomianem zerowym



twierdzenie o reszcie

reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian postaci x — a wynosi W (a) (czyli
jest stalg rowng warto$ci wielomianu W (z) dla argumentu a)

wielomian rozktadalny

wielomian stopnia dodatniego, ktory mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu co najmniej
dwoch wielomiandw stopnia dodatniego

wielomian nierozktadalny

jednomian stopnia zero lub wielomian stopnia dodatniego, ktérego nie mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu co najmniej dwoch wielomianow stopnia dodatniego



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pos$wiecona dzieleniu wielomianu W (z) przez dwumian pierwszego
stopnia postaci x — a.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DB2cfK02i

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej twierdzenia o rozkladzie wielomianu oraz
twierdzenia o reszcie. Opowiada Piotr Kryszkiewicz.

Polecenie 2

Korzystajac z twierdzenia o reszcie, wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(:I:) przez podany
dwumian P(z).

aW(x)=2%—2>-13z -1, P(z) =z — 3
b.W(z) =2% - 22° + 2 — 6, P(z) =z — 2
cW(z)=2+a2° —a' +22 -T2 -7 Plx)=xz+1
Polecenie 3
Wyznacz wyraz wolny nastepujgcych wielomiandw:
aW(z)=(x—1)(z+3)(z+5)+3,

b. W(z) = 2(z — 2)(z + 1) — 8§,

c. W(z) = —2(z — 3)° — 20.


https://zpe.gov.pl/a/DB2cfK02i

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wskaz wszystkie wielomiany, dla ktérych reszta z dzielenia przez dwumian x — 1 jest liczba
dodatnia.

322 — 2
527 — Txd

162° — 1728 + 2125 + 2% — 823 — 13z

o o O 0O

—9129 + 40240 + 30230 + 29229 — 13213 + 112!

(] 522 — 23 — gl 4+ 25— 72+ 4

Cwiczenie 2 o

Ktory z wielomiandw jest nierozktadalny?

o o o o O O




Cwiczenie 3 @

Dany jest wielomian W(z) = 2® — 7z + 6 orazdwumianyz — 3,z — 2,z — 1,z + 1,z + 2,
z + 3. Dysponujemy ponadto dwoma kolorami.

Jezeli reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian wynosi 12, to oznacz dwumian
kolorem niebieskim.

Jezeli reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian wynosi 0, to oznacz dwumian
kolorem zottym.

r—3rx—2x—1z+1lx+2x+3
Cwiczenie 4 ®
Zaznacz zdania prawdziwe.

0 Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez « réwna jest wyrazowi wolnemu
wielomianu.

0 Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez (z + 1) réwna jest sumie
wspotczynnikéw przy wszystkich wyrazach wielomianu.

0 Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez (z — 1) réwna jest sumie
wspotczynnikdw przy wszystkich wyrazach wielomianu.

Cwiczenie 5

Uzupetnij luke, wpisujac odpowiednig wartos¢. Reszta z dzielenia wielomianu
W(z) = mz® + 52> + nz® — 15z + 9

przez (x — 1) wynosi —9,

a reszta z dzielenia przez (x + 1) to 11.

Zatem reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez (z + 2) Wynosi‘




Cwiczenie 6

Przeciggnij wyrazenia, by kazdy z wielomiandéw byt roztozony na czynniki.

z3 + 8

(3z—1) || Bz+1) |

(3z—1) || (3z—1) |

323 — 5z — 2 (-2 ("’3”)”’”’

(m2—2:1:+4) ’

27x3 — 2722 +9x — 1

Cwiczenie 7

Dany jest wielomian W (z) = 3z® + az* + bz® — 2% + Tz — 3. Na podstawie ponizszych
informacji, uzupetnij luki odpowiednimi wartosciami.

Wyznacz wartosci parametréw a i b tak, by reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez (z — 1)

wynosita 8, a reszta z dzielenia przez (x + 1) wynosita —12.

W(x) = 3:05—1—‘ ’m‘l—l—‘ 3 — x24Tz —3




Cwiczenie 8 @

Ponizej wypisanych jest kilka rozktadéw wielomianu

W(z) = 6z° — 122* — 182% + 1222 — 60z + 72.

Zaznacz kolorem pomaranczowym wszystkie wielomiany nierozktadalne, pojawiajace sie
w tych rozktadach oraz kolorem niebieskim te, ktdre mozna jeszcze roztozyc.

« W(z) = {pomaranczowy}(6z — 6){/pomaranczowy} {pomaranczowy}(z + 2)
{/pomaranczowy} {pomaranczowy} (:I;2 + 2){/pomarar’1czowy} {pomaranczowy}(z — 3)
{/pomaranczowy}

. W(z)= {niebieski}(w2 — 4z + 3){/niebieski} {pomaranczowy}(2z + 4){/pomarariczowy}
{pomaranczowys} (3x2 + 6){/ pomaranczowy}

- W(z) = {niebieski}(3z* + 3z — 6){/niebieski} {niebieski}(2z* — 6z* + 4z — 12)
{/niebieski}

« W(zx) = {pomaranczowy}(3z — 3){/pomaranczowy} {pomaraﬁczowy}(Za:2 + 4)
{/pomaranczowys} {pomarar’]czowy}(%w + 1){/pomarahczowy} {pomaranczowy}(2x — 6)
{/pomaranczowy}

. W(x) = {pomarar’mczowy}(%a:2 + 1){/pomarar’1czowy} {niebieski} (a:2 —x— 6){/niebieski}
{pomaranczowy}(12x — 12){/pomaranczowy}



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o rozkladzie wielomianu, twierdzenie o reszcie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:
6) dzieli wielomian jednejzmiennej W () przez dwumian postaci  — a;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e dowodzi twierdzenia o reszcie dzielenia,
» wykorzystuje wlasnosci rozktadu wielomianu na czynniki.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e drzewo pomystow
o krokodyl

Formy pracy:

o pracaindywidualna



e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow, aby w domu przypomnieli sobie sposoby wykonywania dziatan
na wyrazeniach algebraicznych.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.
2. Uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z przyktadami wyznaczania reszty z dzielenia
wielomianu przez dwumian lub iloraz dwumianow z sekcji ,Przeczytaj’. Ich zadaniem
jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nast¢pnie poréwnanie jego
rozwigzania.

2. Grupy tworza drzewa rozwigzan, na ktérych umieszczajg przyktady obliczenia reszty
z dzielenia wielomianow.

3. Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catejklasy, drzewo pomystow.

4. Teraz uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z animacja i ewentualnie dopisujg na plakacie
pozyskane informacie.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,,drzemie na brzegu rzeki” i tylko ,o0zywia
sie” w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji — uczniowie mogg korzysta¢ z wytworzonych
plakatow.

2. Liderzy grup omawiajg wyniki prac uczestnikow, uczniowie wzajemnie oceniajg swoja
prace.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:



Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcij.

Materialy pomocnicze:
Wielomiany
Wskazowki metodyczne:

Przedstawione przykiady w animacji mogg postuzy¢ do samodzielnej analizy jako praca
domowa uczniow.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

