Wzory redukcyjne dla katow

Wprowadzenie

Przeczytaj
Animacja

Sprawdz sie

Dla nauczyciela
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Zrédto: dostepny w internecie: https:/pixabay.com/pl/photos/sygnalizatory-kolor%C3%B3w-instalacja-3929771/.

Poczawszy od wieku XV rozpoczyna si¢ proces uniezalezniania si¢ trygonometrii od
astronomii i jej przeksztalcanie w samodzielng dyscypline matematyczna.

Funkcje trygonometryczne do europejskiej matematyki wprowadzit oprocz Mikotaja
Kopernika m.in.: francuski matematyk i astronom Francois Viete (1540 - 1603), ktory
sformutowat znane Ci wzory, pozwalajace rozwigzywac réwnania kwadratowe (tzw. ,wzory
Viete’a”).

W tym materiale wyprowadzimy wzory redukcyjne dla kagtow % + a, wykorzystujgc
definicje oraz zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata.

Twoje cele

e Poznasz wzory redukcyjne dla katow % + a.
» Zastosujesz definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens oraz zaleznoSci miedzy
funkcjami trygonometrycznymi do wyprowadzenia wzorow.

o Wykorzystasz poznane wzory redukcyjne do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Juz wiesz, ze miedzy funkcjami trygonometrycznymi roznych katéw zachodza pewne

zwiazki, na przykiad

sin(a — B) = sina.cos B — cos asin

Poznates wzory redukcyjne dla katow:
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Postuzymy si¢ nimi w tym materiale.

Funkcje trygonometryczne

Przypomnijmy najpierw definicje funkcji trygonometrycznych.

Definicja: Funkcje trygonometryczne
Niech P = (z; y) jest dowolnym punktem lezgcym na koncowym ramieniu kgta

skierowanego f.
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Przy oznaczeniach jak na rysunku mamy:
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sinf = £,
cos B = -,
tgﬂ:%ax%o’
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Twierdzenie: Wzory redukcyjne dla kata % + a:

Dla dowolnego kata o zachodzg nastepujace zwigzki: sin (32—7r + a) = —cosa,
cos(% + a) = —sina,

tg (% + a) = — tg%, o ile funkcja odwrotna do tangens « istnieje,

Dowad

Wykorzystamy definicje funkcji trygonometrycznych oraz wzory dla katow 4 — a

sin(% — a) = cos a,

cos(% — a) = sin a,
tg (% — a) = tgla , o ile funkcja odwrotna do tangens « istnieje,

s

Rozwazmy katy: (% + a) i (5 — a). Oznaczmy kat (% — a) przez f3.




Zauwazmy, ze punkty P(z, y)i P’(z’, y’) sa symetryczne wzgledem osi X.

Zatem

r¥=xay = —vy.

Stad

sin(3 +a) = % =Y = —sinf=—sin(5 —a) = —cosa.
Tak wiec

cos(% +a) = ”7’ =< =cosf= cos(% — a) = sin a.

Tym samym

tg (Fta)=5F==—tgf=—tg(F—a)=—5

UdowodniliSmy tym samym sformutowane wczesniej twierdzenie.

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego
kata

Stosujac poznany wczesniej zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego
kata, czyli

sin
cosa ?

tg a =
mozemy WZzOr
te (4 +a)

udowodni¢ nastepujaco:

3 _ osin(¥F+a)  _cosa _ 1
tg (T + a) - cos(%-}-a) - sin - _tg_a’
1 1 1
= = = — tg a.
tg(3+a) tg(3 +a) —tg% g

Mozna tez dowodzi¢ tego twierdzenia w nastepujacy sposob.
sin(% + a) = sin(271' — % + a) = sin(27r — (% — a)) = —sin(% — a) = —cos«
cos(% + a) = cos(27r — 5+ a) = cos(27r — (% — a)) = cos(% — a) = sin«

tg (5 +a) =tg (2r— 5 +a) =tg 21— (5 ~a)) =—tg (5 —a) = —55



WykorzystaliSmy tu wzory redukcyjne:

sin(2m — a) = —sinaq,

cos(2m — a) = cosa,

tg (2m — a) = — tg a, oile tangens « istnieje,
oraz

sm(% a) — cos a,

cos( a) = sina,

w|=]

tg (% - a) = tga , o ile funkcja odwrotna do tangens « istnieje.
Przyktad 1

Wyznaczymy warto$ci funkciji trygonometrycznych dla kata %
Wykorzystamy wyprowadzone powyzej wzory.

I sposéb

Korzystajgc ze wzoroéw redukcyjnych dla kqtow + a, otrzymujemy

sin 5?? = sm% = sin 9”6” = sin(% + %) = 5111(327r + %) = —cos § = —73/3,

cos 2 = cos I = cos T = cos(L& + Z) =cos(L + L) =sin T = +,
St _ 4o (3m omy_ __1_ _ 1L _ 3 N3 _ _ /3

tg 3 =tg (5 +§) = ®F & Vi V3 V3.

IT sposo6b

Mozemy rowniez wykorzysta¢ wzory redukcyjne dla katow 2m — o

5 s bm—m - T\ -1_7\/5
sm3 = sin —5 —5111(277—3)——51113——2
57r br—m _ _ ) — m_ 1

COS %5~ = COS —3 —cos(27r 3)—cos3—2

tg F =tg 2r—§) = —te § = V3
Przyktad 2

Doprowadzimy do najprostszej postaci wyrazenie:

1
COSOz\/1+ W
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1 _ : .
e(Era) tg o oraz z faktu, ze podnoszac liczbe

ujemng do kwadratu otrzymujemy liczbe dodatnia:

cosa\/l -+ m = cosay/ 1+ tg? a
2

s1n a
Cos @

cosay/1+ tg2 a = cosa\/l + (S:g; <.

Nastepnie sprowadzamy utamki do wspolnego mianownika

) 9 ) 9 )

sm- o Cos“ o s o« COS~ a+SsIn” o
R \/ 1+ cosfa — COS a\/ cos? a + cosZa _ COS Oé\/ cos? o
Korzystajac z jedynki trygonometrycznejsin® a + cos? a = 1 mamy:

/ cos?a+sin®a 1
COoS & T ofa | COS & \/cosza

Poniewaz V2 = |z|, wiec ——— =

Pierwsza rowno$¢ wynika ze wzoru

Korzystajac ze wzoru tg a = otrzymujemy rOwnosc

1

Veos? a cosal *
Zatem
COS &
cos el — cosql_ — cosa _ ) cosa dla cos a>O:
Veosta cosa] " cosal <52 dla cos a <0

— Cos «

1 dl
={ & Cosa>0,zal.cosa7é0.

—1 dla cosa <0

Przyktad 3

Obliczymy warto$¢ wyrazenia

sy 1l
sin 6

cos % +1°
I sposob

Korzystajgc ze wzorow redukcyjnych dla kqtow + a, otrzymujemy:
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sinT sinT sin(%—o—% sin(‘q)z—’r—s—%) —cos

cos—+1 o cos%Jrl o cos(%+%)+l o cos(%+%)+1 ~ sinZ+1

N . S, e S -(2-v2) L —24VE _ 2443
L1 Pz T 2 T Vi T (244E) (212 4-2 2

~(v?)
UsuneliSmy niewymierno$¢ z mianownika, rozszerzajac utamek 7 L —

242 (2+\/§) (2—\/5) '



Nastepnie skorzystaliSmy ze wzoru skroconego mnozenia.

(a+b)(a—0b) =a®— b
(2+v2)(2-v2) :22—(\/5)2:4—2:2
IT sposéb

Korzystajgce ze wzoroéw redukceyjnych dla katow 2n — «, otrzymujemy:

sin HT’T sin 12’(’;” sin(%’r—%) sin(27r—%) —sin &
cos T4+1  cos Il cos(EL—-Z)41 cos(2r—Z)+1 — cosf+1 T
-1
SPES] 2
Przyktad 4

Wykarzemy tozsamosS¢ trygonometryczng
cos?($m+a) = (1+cosa)(l +sin(37+ a))
Przeksztal¢my lewa strone tozsamoséci: L = cos? (%w + a) = sin?

Prawa strona tozsamosci to:
P=(14cosa)(l+sin(37+a)) = (1+cosa)(l — cosa) =1— cos’ a = sin’ &

Zatem L = P.

Stownik
wzory redukcyjne

wzory pozwalajace wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata « za
pomoca warto$ci funkciji kata ostrego

kat skierowany

para uporzadkowanych potprostych o wspolnym poczatku, z ktorych pierwszg

nazywamy ramieniem poczatkowym, a druga ramieniem koncowym kata skierowanego



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z metoda wyprowadzenia wzoréw redukcyjnych dla katow ?’2—“ + «
zaprezentowang w animacji. Wykorzystaj wyprowadzone wzory w zadaniach. Swoje
rozwigzania poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8ieNO1g]

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwzorow redukcyjnych dla katow 37” + a.

Polecenie 2

to 107 ¢ LT
Wykorzystujac wzory redukcyjne dla katow (% + a), oblicz warto$¢ wyrazenia: f’ - 'Cis g
4 4

Polecenie 3

Upros¢ wyrazenie: cos? (% + a) . sin(% + a) + sin® (37” + a).

Ik


https://zpe.gov.pl/a/D8ieN01gI

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.
Wiemy, ze tg a = 18—5 oraza € (0, %) Prawda jest, ze:

(] tg(%—l—a): 1o

|

O tg(F+a)=15
B cos(?’—27T —I—a) = 1%

0 sin(3 +o)= -2

Cwiczenie 2

O kacie ostrym o wiadomo, ze cos a = % Dopasuj wyrazenie do odpowiadajacej mu
wartosci liczbowej:

sin(% +a) = =

o=

cos(% +a) = _

)

tg (% —l—a) =

“[S

1 —
tg(%—i—a) - —

|,




Cwiczenie 3

Przeciggnij poprawng odpowiedz.

Wartos¢ sin % WYNOSi !
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Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.
Dlakata 8 = % prawda jest, ze:

cos 3 = %

o o o g
|.~
|
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Cwiczenie 5
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

Warto$¢ wyrazenia sin % wynosi (—%)

() Fatsz

() Prawda
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Wartos¢ wyrazenia cos =5~ Wynosi %

() Fatsz

() Prawda
Wartos$¢ wyrazenia tg % WYNOSi (—\/§>

() Fatsz

() Prawda



Cwiczenie 6

Wiemy, 2em = —1% oraza € (0, %) Wybierz zdania prawdziwe:

[ ] Wartos¢ wyrazenia tg (% + a) + cos a wynosi —0, 15.
(] Warto$¢ wyrazenia tg o - cos(?’z—7r + a) WYNOoSi —i—g.

() Warto$¢ wyrazenia cos(2F + ) — sin o wynosi 0.

) Warto$¢ wyrazenia cos (2L + ) — sin o wynosi 1, 6.

Cwiczenie 7

Wskaz réwnosci prawdziwe dla dowolnego kata o
sin® ($7m+ o) + cos? (37 +a) =1

sin? o + sin2(%7r + a) =1

sin2(%7r + a) +cosla=1

O o o o

cos? a + cosQ(%w—l— a) =1



Cwiczenie 8

Oblicz wartos$¢ wyrazenia (cos 315° + sin 300°)(cos 330° — sin315°)




Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory redukcyjne dla katow 37“ +

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy: Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0° do 180°,
w szczegblnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych 30°,45°,60°;

sin o

v i 2 2, — —
4) korzysta ze wzoréw sin” a +cos*a = 1,tg a = =

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje miare¢ tukowg, zamienia miare tukowg na stopniowa i odwrotnie;

4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych.

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy: Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a® — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b, a" — b,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:



Uczen:

e poznaje rozne sposoby dowodzenia wzorow redukcyjnych dla katow 37“ +a
 stosuje zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

» wykorzystuje poznane definicje i wzory do dowodzenia wzorow redukcyjnych

« analizuje metody dowodzenia wzorow redukcyjnych

» dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacej do rozwiazania problemu

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny

e burza mozgow

» pokaz multimedialny

e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
o rzutnik multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja definicje funkcji trygonometrycznych (zapisujg je na tablicy).

2. Uczniowie podajg zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi (zapisujg je na
tablicy).

3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.
2. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajgce na analizie materialu zawartego w sekcji
~PRZECZYTAJ".



3. Uczniowie w grupach analizujg dowody wzoréw redukceyjnych dla katow 37” + o oraz
przyktady zawarte w sekcji ,PRZECZYTAJ".

4. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.

5. Po dyskusiji zapisuja udowodnione wzory i wnioski konncowe na tablicy.

6. Uczniowie ogladajg animacje i omawiajq ja wraz z nauczycielem.

7. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

8. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

9. Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela. Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate
a nauczyciel udziela wyjasnien.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:
Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg przeanalizowa¢ materialy zawarte w sekcji ,PRZECZYTAJ” jako prace
wlasna przed lekcja. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

