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Zrédto: Juan Cruz Mountford, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Umowng datg powstania geometrii analitycznejjest rok 1637, w ktorym ukazato si¢ dzieto
Kartezjusza ,,Geometrie”. Kartezjusz wprowadzit w nim uklad wspotrzednych.

Do czego mozna wykorzystac te nauke i wiedze?

Wyobraz sobie, ze do Twojego domu wtasnie dostarczono pizze, na ktorg czeka dwoje
Twoich przyjaciol. Chceesz, zeby wszyscy zjedli po rowno, musisz zatem podzieli¢ placek na
3 kawalki. Robisz zatem mate naci¢cia na zewnetrznejkrawedzi pizzy i tym samym
zaznaczasz punkty na okregu... Stad juz ,rzut beretem” do tematu gtownego, a mianowicie
- rownania okregu, do ktorego nalezg dane punkty. I tym wlasnie zajmiemy si¢ w tym
materiale.

Twoje cele

» Konstrukcyjnie wyznaczysz Srodek okregu i jego promien, na podstawie danych
trzech punktow.

» Analitycznie wyznaczysz rownanie okregu, gdy dane sa wspotrzedne trzech
punktow.

e Zastosujesz poznane wzory do wyznaczenia wspotrzednych srodka okregu i jego
promienia.







Przeczytaj

Okregiem o srodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw P plaszczyzny,
ktorych odlegto$¢ od punktu O jest rowna 7.

Punkt P lezy na okregu o $rodku w punkcie O = (a, b) i promieniu 7 wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi |OP| = r.

Mozemy powyzszy warunek zapisa¢ nastepujgco \/ (x —a)® + (y — b)*> = r, co prowadzi
do rownosci (z — a)? + (y — b)* = 72 przedstawiajacej okrag o érodku w punkcie (a, b)
i promieniu .

Przyktad 1

Sprawdzimy, czy punkty A = (3,0) i B = (2, 1) naleza do okregu z? + y? = 9.
Rozwigzanie

Dany punkt nalezy do okregu, gdy jego wspotrzedne spetniaja rownanie tego okregu.

Sprawdzamy, czy wspotrzedne punktu A = (3, 0) spetniajg rownanie okregu 2 + ¢ = 9

Punkt A nalezy do okregu, bo 3% + 0% = 9.

Sprawdzamy, czy wspotrzedne punktu B = (2, 1) spetniajg rownanie okregu 2 + ¢ = 9

Punkt B nie nalezy do okregu, bo 22 + 12 = 5 # 9.

Przyktad 2

Wyznaczymy warto$ci parametru p, dla ktérych punkt P = (p, 2) nalezy do okregu
z? + (y+1)* = 25.

Rozwigzanie

Podstawiamy wspoirzedne punktu P do rownania okregu:
PP+ (2+1)* =25

p? =16

Zatem:

p=4lubp = —4.


javascript:void(0);

Dlap = —4ip = 4, punkt P nalezy do okregu z® + (y + 1)* = 25.
Przyktad 3

Wyznaczymy réwnanie okregu, do ktorego naleza punkty
A=(2,3),B=(-1,4),C = (-1,-5).

Rozwigzanie

Aby wyznaczy¢ rownanie okregu, musimy wyznaczy¢ jego srodek O = (a, b) i promien 7.
Punkty A, B, C,lezg na okregu, czyli ich wspoirzedne spetniajg rownanie okregu.
Podstawmy zatem wspotrzedne tych punktow do réwnania (z — a)® 4 (y — b)? = 72

Otrzymujemy uklad trzech rownan z trzema niewiadomymi:

((2—a)®+ (3—b)* =12
(—1—a)2—|— (4—62) = r?
(—1—a)’ + (=5 —b) =1

N

(4 —4a+a?+9—6b+ b2 =r?
{1+2a+a®+16 —8b+ b% = r?
|1+ 2a+ a® + 25 + 10b + b? = r?

Od pierwszego rownania odejmujemy drugie:
4—-1—-—4a—2a+9—-16 —6b+8b =0,
nastepnie od drugiego odejmujemy trzecie:
1-14+2a—2a+16—25—8b—10b=0.
Po redukciji otrzymujemy uktad:

—6a+26—4=0
—18b— 9 = 0,

—18b = 9,stad b = — 5.
Obliczamy a podstawiajac b = —% doréwnania —6a +2b — 4 = 0:

—~6a+2-(—5)—4=0,—6a—1-4=0,—6a=>5,stada = —

o] ot

Srodkiem okregu jest punkt O = (— %, — %)

Dlugos$¢ promienia jest rowna odlegtosci srodka okregu od dowolnego punktu na
okregu, czyli np. od punktu A = (2; 3). Ze wzoru na odlegto$¢ dwoch punktow:



2 2
r=l04l= /(- () + - (D) =B+ R - B -8
Roéwnanie okregu: (:c + %)2 + (y+ %)2 = 31—65.
Wazne!

Jezeli mamy trzy niewspoiliniowe punkty ABC), to mozemy przez te punkty

poprowadzi¢ okrag, ktorego $rodek lezy na przecieciu symetralnych odcinkéw AB i BC.
Uzasadnienie.

Niech punkt D bedzie punktem przecigecia symetralnych odcinkow ABi BC. Punkt D lezy
na symetralnej odcinka AB, wiec |AD| = |BD|. Punkt D lezy rowniez na symetralnej
odcinka BC, wiec |BD| = wynika, ze |AD| = |C'D|. Wobec tego, punkt D jest
jednakowo oddalony od kazdego z punktow A, B, C, czyli |AD| = |BD| = |CD| = .

Opiszemy teraz dzialania, jakie musimy wykonac, aby wyznaczy¢ rownanie okregu, do
ktorego nalezg trzy punkty.

I. Piszemy rownanie symetralnej S4p odcinka AB - symetralna S 45 jest prostopadta do

odcinka AB i przechodzi przez jego $rodek o wspotrzednych (24528 YA7¥8)

1. Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej A B. Wspo6tczynnik kierunkowy prostej
przechodzacejprzez punkty A = (z4,y4) i B = (zB, yB) obliczymy podstawiajac
wspotrzedne punktéw A i B do rownania prostejy = ax + b

YyB = aABrB +b
YA = aaBxA + b.
Odejmujgc od gornego rownania dolne, otrzymujemy

YB — YA = QABTB — QABTA = aAB(CEB— mA), czyli aAp = YB—Ya

TB—TA "

2. Wspolczynnik kierunkowy symetralnej S 4 wyliczamy z warunku prostopadlos$ci

1
prostych ag,, = — .

( Tot+Tp yA+yB )

3. Majac dany wspotczynnik kierunkowy symetralnej S4p i punkt ktory

Y

nalezy do tej symetralnej, mozemy napisac jej rOwnanie.

Powyzsze czynnosci przedstawia rysunek:
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Przedstawiona powyzej metoda stuzy do wyznaczenia rownania okregu opisanego na
trojkacie ABC.

Przyktad 4

Napiszemy rownanie okregu przechodzacego przez punkty
A=(2,2),B=(-5,-5),C = (1,-5).

Rozwigzanie
Zastosujemy przedstawiong powyzej metode.

1. Rébwnanie symetralnej S 4p odcinka AB.
Symetralna S 4 jest prostopadta do odcinka AB i przechodzi przez jego srodek
o wspotrzednych (£43zs YAl¥e)
Podstawiajac wspotrzedne A = (2,2) i B = (—5, —5) otrzymujemy wspotrzedne
srodka odcinka AB': (*73, *73 ) Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej AB ze

WZOru asp = 2224,

Dla A = (2,2), B = (—5, —b) wspotczynnik kierunkowy wynosi aap = g:g;:; =1
Poniewaz symetralna S, g jest prostopadta do prostej AB, wiec korzystajac

z warunku prostopadtosci prostych ag,,, = —$ otrzymujemy ag,, = —% =—1

Réwnanie symetralnej S4p odcinka AB : y = —x + b.
Poniewaz symetralna przechodzi przez punkt (_73, _73), to podstawiajac jego
wspoltrzedne do wzoru y = —z + b, otrzymamy b: —% =— (—%) + b, czylib = —3.

Sap:y=—x—3.
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Analogicznie wyznaczamy rownanie symetralnej Spc odcinka BC.

Symetralna Sp¢ jest prostopadia do odcinka BC'i przechodzi przez jego $rodek
o wspotrzednych (£252¢ ¥22¥C) ponjewaz B = (-5, —5), C = (1,-5),to
wspotrzedne $rodka odcinka BC wynosza (—2, —5).

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej BC' ze wzoru age = =22 i otrzymujemy

3-8 _ o
5) .

9BC = TT()

Prosta BC jest rownolegta do osi X, stad jej symetralna bedzie réwnolegta do osi Y,
a poniewaz przechodzi przez punkt (—2, —5), stad jej rownanie to:

Spo:xz = —2.
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Srodek okregu lezy na przecieciu symetralnych Syp:y = —x — 31 Spo:z = —2.
Rozwigzujemy uktad rownan:
{y = —x—3
T = -2
stady = —(—2) —3 = —1.
Srodek okregu: O = (-2, —1).

Dtugos¢ promienia okregu wyliczamy ze wzoru na odlegtos¢ dwoch punktow:

d= \/ $2 B xl y2 y1)2. Poniewaz r =
wzoru A = (2,2) i O (—2, —1) otrzymujemy:

r:\/(:cA—wo)2+(yA—y0)2=
— @ (22— (1) =@+ (3 = VB =5

Rownanie okregu ma postaé: (z + 2)° + (y + 1)* = 25.

Ostateczny wynik naszych dzialan przedstawia rysunek:




Stownik
okrag o srodku O i promieniur
zbidr wszystkich punktow P plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna r

symetralna odcinka

zbior wszystkich punktow plaszczyzny rownoodlegtych od koncow tego odcinka



Animacja

Polecenie 1
Zapoznaj sie z animacjg prezentujaca réwnanie okregu, do ktdérego nalezg dane punkty,

a nastepnie rozwiaz zadania i porownaj z odpowiedziami.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do treSci materiatu dotyczgcego rownania okregu, do ktorego naleza

dane punkty.

Polecenie 2
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (1,0), B = (0,2)i
C = (1,4).

Polecenie 3
Okrag przechodzi przez punkty A = (—4,0), B=(0,4)iC = (4,0). Wyznacz

wspotrzedne Srodka i dtugos¢ promienia tego okregu.



https://zpe.gov.pl/a/DlAyQaNUz

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Punkt P = (—3, k) nalezy do okregu o réwnaniu (z + 2)° + 3% = 25, gdy:

O k=24lubk=—24

() k=2V6lubk = —26

() k=5lubk=—5

O k=+26lubk=—+/26

Cwiczenie 2 @)

Dobierz w pary punkt i rownanie okregu tak, aby wybrany punkt nalezat do danego okregu.

(z+5)>+(@y—T7)7°=8 D= (3,7
(z+5)7°+(y—17)°" =64 C=(3, —5)
(z—5°+@+7°=8 A=(-3,9)

(z—5)° + (y+7)° =64 B= (5, —15)




Cwiczenie 3

Wybierz réwnania okregdw, do ktérych nalezy punkt K = (—1, 6). Zaznacz poprawne
odpowiedzi.

O (@+2)"+@+1)" =50
() (z—4)°+(y+2)*=89
() (z+3)2+(y—2)°=6

) (@—1)+(y—3)° =13

Cwiczenie 4

Do okregu naleza punkty A = (—5,0), B = (—1,4), C' = (3,0). W puste miejsce wpisz
odpowiednie liczby catkowite.

1. Srodkiem tego okregu jest punkt S :(‘ ’ ‘ ’)

2. Promien tego okregu ma d’rugoéé‘ ’

3. Okrag ten mozna opisac¢ rownaniem (:13—1—‘ ’)2+(y+‘ D 2=




Cwiczenie 5

Dany jest okrag opisany réwnaniem (z — a)2 + (y— b)2 = r2, ktéry przechodzi przez punkty
A=(-3,-7),B=(-3,3),C=(2,-2).

Ocen, czy ponizsze odpowiedzi sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie odpowiedzi
prawdziwe.

(] r=25

(] a=3

() b=-2

() Okrag ten mozna takze opisa¢ réwnaniem (z + 3)* + (y + 2)* = 25

Cwiczenie 6

Punkty A = (—1,—4), B = (—1,—2), C = (3, 2) leza na pewnym okregu. Ocen
prawdziwos¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo ,Fatsz".

Prawda Fatsz

Srodkiem tego okregu jest

punkt S = (—4, —3). O O
Promien tego okregu ma
dtugos¢ v/ 26. O O

Okrag ten mozna opisac

rownaniem O O
(z —4)* + (y+ 3)* = 26.



Cwiczenie 7 @

Dany jest okrag opisany réwnaniem (z — a)2 + (y— b)2 = 72, Na okregu tym leza punkty
A=(-2,1),B=(2, —1),C = (4, 3).
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

) Okrag ten mozna opisa¢ réwnaniem (z — 1)* + (y — 2)* = 10.
(] Srodkiem tego okregu jest punkt S = (—1, —2).
(] Srodek tego okregu lezy na prostej y = 2,5 — %m

(] Srodek tego okregu lezy na prostej y = 2 x.

Cwiczenie 8 @

Dany jest okrag, ktory przechodzi przez punkty A = (—6,—11), B = (4, 13),C = (11, —4).
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz zdanie prawdziwe.

Srodek tego okregu lezy na prostej Y= —177:13 — 8.
Srodek tego okregu lezy na prostej Y= %a: + 1.

Okrag ten mozna opisa¢ réwnaniem (z + 1)* 4 (y — 1) = 13.

o O O O

Srodkiem tego okregu jest punkt S = (—1,1).



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnanie okregu, do ktorego nalezg dane punkty

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy.

VIII. Planimetria. Uczen:

1. wyznacza promienie i $rednice okregow, dlugosci cieciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Uczen:

1. rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na plaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje,

2. postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,
w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wiasnosciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy,
rownolegtosc lub prostopadtos¢ do innej prostej, stycznos¢ do okregu,

3. oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych,

4. postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)* = r2.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rysuje okragg o danym réwnaniu,
» sprawdza analitycznie czy dany punkt nalezy do okregu,
« znajduje wspolrzedne Srodka okregu i jego promien,



 oblicza odleglo$¢ miedzy punktami o danych wspotrzednych,

e rysuje prostg o danym rownaniu,

e wyznacza roOwnanie prostej spetniajgcejdane warunki,

» wykonuje konstrukcje symetralnej odcinka,

» planuje czynnosSci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia Srodka okregu i jego
promienia,

 ksztalci umiejetnoS¢ stosowania metod geometrii analityczne;j,

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac sie poznanymi twierdzeniami
i definicjami,

» analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o pogadanka z wykorzystaniem animacji i cwiczen interaktywnych,
» pokaz multimedialny,
e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
 tablica interaktywna/rzutnik multimedialny,
o e-podrecznik.

Nauczyciel na poprzednich zajeciach prosi ucznioéw o przyniesienie przyrzadow
geometrycznych - cyrkli, linijek oraz arkuszy papieru.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

e uczniowie przypominajg rownanie okregu,
e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:



e nauczyciel prezentuje animacje,

» metoda ,burzy méozgoéw” uczniowie odpowiadaja na pytanie nauczyciela: Jak znalez¢
rownanie okregu majac dane wspotrzedne trzech punktow, ktore nalezg do okregu?”,

» chetny uczen rozwigzuje zadanie do samodzielnego rozwigzania z animacii,

 na tablicy nauczyciel zapisuje kroki konstrukcji srodka okregu gdy dane s3 trzy punkty
niewspotliniowe - informuje, ze jest to metoda wyznaczenia Srodka okregu opisanego
na trojkacie,

e uczniowie na arkuszach wykonujg zadana konstrukcje, nauczyciel kontroluje prace
uczniow, zwracajgc uwage na staranno$c¢ i poprawnos¢ wykonywanych rysunkow,

e po 5 minutach uczniowie t3cza si¢ w grupy czteroosobowe i opracowujg schemat
analitycznego otrzymania wspotrzednych srodka okregu — moga w tym celu skorzystac
z tekstu zawartego w sekcji Przeczytaj,

» przedstawiciel jednej z grup prezentuje schemat na forum klasy,

« nauczyciel prosi uczniow aby tg metodg rozwigza¢ wskazane ¢wiczenia interaktywne,

» nauczyciel kontroluje prace uczniow, udziela im wskazoéwek, wyjasnia watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

» wskazani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych,

» uczniowie formutujg wnioski do zapamietania - podajg algorytmy wyznaczania Ssrodka
okregu i jego promienia,

» uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien,

e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:

e Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty
rozwiazane na lekciji.

Materialy pomocnicze:

Okrag i koto

Okrag

Symetralna odcinka. Symetralne bokow trojkata
Srodek odcinka

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg przeanalizowac tre$¢ animacii jako prace wilasng przed lekcja.
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