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Zrédto: Gerd Altmann, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Odlegtosc¢ katowa w astronomii

Ze wzgledu na fakt, ze gwiazdy, planety i inne obiekty astronomiczne znajdujg si¢ na sferze,
to odleglosci pomiedzy nimi wygodnie opisywac za pomocg katow. Odleglos$¢ katowa 6
pomiedzy dwoma obiektami to kat, ktorego ramionami sg promienie ,wychodzace z oka
obserwatora” i przechodzace przez te obiekty. Miarg takiej odlegtosci sg stopnie i jego
czesSci: minuty i sekundy. Odleglosc katowa stuzy nie tylko do mierzenia odlegtosci miedzy
obiektami, ale takze do charakteryzowania pojedynczego obiektu - w szczegolnosci
rozmiar katowy Ksiezyca wynosi od 33'28" (gdy ten znajduje sie najblizejZiemi) do 29’55
(gdy jego odlegtos¢ od Ziemi jest najwieksza).



Rozmiar katowy

Zrédto: FelixMittermeier, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Z pewnoscig kulisty obiekt mozna obserwowac z roznych punktow przestrzeni i widzie¢ go
pod tym samym katem. Okazuje si¢, ze takze obiekty o charakterze liniowym mozna
widzie¢ pod tym samym katem, patrzac na nie z réoznych stron.

Twoje cele

» Poznasz pojecie kata wpisanego w koto.

» Bedziesz wyznaczac katy wpisane w okregu oparte na tuku i rozpiete na cigciwie.
» Poznasz twierdzenie o mierze kata wpisanego opartego na potokregu.

o Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Definicja: Kat wpisany w koto

Katem wpisanym w koto nazywamy kat wypukly, ktoérego ramionami sg proste
zawierajace cieciwy tego kotla, a wierzchotek nalezy do brzegu kota.

Kat wpisany

Na powyzszym rysunku, dwie potproste: CA i CB, zaznaczone liniami przerywanymi, sg
ramionami dwéch katéw o wierzchotku w punkcie C: kata wypuklego a oraz kata
wklestego S. Tylko kat « jest katem wpisanym w koto, bo zgodnie z definicja musi to by¢ kat
wypukty.

[lustrujgc zagadnienie katow wpisanych, bedziemy zwykle zaznaczac jedynie promienie
danego kota, zawarte w odpowiednich potprostych tak, jak na ponizszym rysunku.
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W praktyce szkolnej spotykamy sie z zamiennym stosowaniem pojec¢: kat wpisany w koto
i kat wpisany w okrag, dlatego przyjmujemy rowniez kolejng definicje.

Definicja: Kat wpisany w okrag

Rozwazmy okrag o srodku O i punkty A, B lezace na tym okregu. Kgtem wpisanym
opartym na tuku AB nazywamy kat wypukly AC B, ktérego ramiona zawierajg
cigciwy okregu CA i CB.

C

Zauwazmy, ze kazdy kat wpisany danego okregu w sposob jednoznaczny wyznacza tuk, na
ktérym jest on oparty.
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Z kolei istnieje nieskonczenie wiele katow wpisanych opartych na danym tuku.

Y

A

Przyktad 1
Dany jest okrag o srodku w punkcie O.

Rozwazmy dowolny kat wpisany oparty na pétokregu AB i poprowadzmy promien OC
tego okregu.

Wowczas trojkaty AOC' i BOC sg réwnoramienne.

Oznaczmy: <OAC = a oraz <OBC = p.




Wtedy: <AOC = 180° — 2 oraz <BOC = 180° — 20.
Ale katy AOC' i BOC s3 katami przylegltymi, zatem (180° — 2a) + (180° — 23) = 180°.
Stad 2a + 28 = 180", czylia + 5 =90°.

Ale to oznacza, ze kazdy kat wpisany w okrag i oparty na jego Srednicy jest katem
prostym, a w konsekwenciji, ze przeciwprostokgtna dowolnego trojkata prostokgtnego
jest Srednica okregu opisanego na tym trojkacie.

Wazne!

Niekiedy zamiast mowic¢, ze kat jest oparty na tuku, bedziemy mowic, ze jest na tym tuku
rozpiety. W przypadku kata opartego na potokregu, czesto bedziemy spotykac sie ze
stwierdzeniem, ze kat jest rozpiety na srednicy okregu. Rzadziej pojawia si¢ okreSlenie,
ze kgt wpisany jest rozpiety na cieciwie, ktorej koncami sg konce odpowiedniego tuku
okregu.

Podana w Przyktadzie 1 zaleznosc¢ jest szczeg6lnym przypadkiem zwigzku, jaki wigze katy
wpisane i katy Srodkowe oparte na tym samym tuku, co bedzie tematem materiatu:
»Zalezno$¢ miedzy katami w kole”

Rozwazmy teraz dowolny okrag i dwie przecinajace si¢ sieczne. Zbadamy zwigzek miedzy
tymi siecznymi i utworzonymi przez nie katami wpisanymi. Rozwazmy najpierw przypadek,
gdy sieczne przecinajg sie¢ ,wewnatrz” okregu, tak, jak na ponizszym rysunku.
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Twierdzenie: O kacie miedzy siecznymi 1

Kat APD, jaki tworzg sieczne, przecinajgce sie¢ w punkcie P, lezagcym ,wewngtrz”
okregu, jest rowny sumie dwoch katéw wpisanych opartych na tukach, z ktorych jeden

(tuk A/J\h)) zawarty jest miedzy ramionami kata, a drugi (tuk B/N\C’) jest zawarty miedzy
przedluzeniami ramion tego kata.

Dowad

Dowod tego twierdzenia jest natychmiastowg konsekwencja twierdzenia o kacie
zewnetrznym trojkata.

Twierdzenie: O kacie miedzy siecznymi 2

Kat APD, jaki tworza sieczne, przecinajgce si¢ w punkcie P, lezgcym na zewnatrz
okregu, jest rowny odpowiedniejroznicy dwoch katow wpisanych opartych na tukach
zawartych miedzy ramionami kata.

Dowodd

Popatrzmy na rysunek.



Poniewaz |[<ADP| = 180" — aorazy = 180" — 8 — |[<ADP|, wiec
vy=180" - — (180" —a) =a — B.

Stownik
okrag

okregiem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbidr wszystkich punktéow plaszczyzny
odleglych od punktu O o dany odcinek r

koto

kotem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny,
ktorych odlegtos$¢ od punktu O jest nie wigksza niz r

tuk okregu

tukiem okregu nazywamy kazdg z dwoch czesci, na ktore dzielg okrag dwa rézne punkty
lezace na tym okregu, wraz z tymi punktami

cieciwa okregu

cieciwa okregu nazywamy odcinek, ktorego konce sg réznymi punktami lezagcymi na tym

okregu



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Katy w okregu, w szczegolnosci katy wpisane, sg przedmiotem zainteresowania optyki
i astronomii. Zapoznaj sie z przedstawionymi informacjami i dotgczonymi komentarzami
lektora, a nastepnie wykonaj polecenia.

Zrédto: Pixabay.com, danielarealpeg, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Polecenie 2

Przyjmujac, ze $rednia odlegtos¢ od srodka Ksiezyca od $rodka Ziemi jest rowna 384400 km,

a rozmiar katowy Ksiezyca jest rowny 30’, wyznacz $rednice Ksiezyca.

Polecenie 3

Dtugos¢ odcinka BC jest réwna 6, a odlegto$¢ obserwatora A od $rodka odcinka BC' jest
réwna 10. Wyznacz rozmiar katowy 6 odcinka BC' dla obserwatora w punkcie A i wyznacz
promien tuku, ktéry jest miejscem geometrycznym, z ktérego odcinek BC widaé pod katem 6
(rysunek).




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Kat, jaki tworzg sieczne, przecinajace sie w punkcie P lezacym na zewnatrz okregu, ma miare
réwna 30° (patrz rysunek).

e s ] ___ G’QC)_\_\_..P

Oblicz miare katow a, B, jeslia + 8= T70".



Cwiczenie 2

Zaznaczony na rysunku kat, jaki tworzg sieczne, przecinajgce sie w punkcie P lezagcym
wewnatrz okregu, ma miare réwng 130° (patrz rysunek).

Oblicz miare katéw «;, S, jeslia — B = 42°.



Cwiczenie 3

Korzystajac z danych przedstawionych na ponizszym rysunku, wyznacz miare kata -y, jaki
tworzg sieczne, przecinajace sie w punkcie P, lezacym wewnatrz okregu.

Zaznacz poprawng odpowiedz.
1 o
O 3155
(O 31°10°
60 °
O 123155
(O 124°
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Jedna z cieciw zawartych w ramionach kata wpisanego w okrag i opartego na potokregu ma
dtugosc réwng promieniowi tego okregu. Oblicz miare kata wpisanego, jaki tworzy ta cieciwa
ze srednicg, na ktoérej rozpiety jest potokrag.



Cwiczenie 6

Dany jest okrag o promieniu r. R6znica dtugosci cieciw tworzacych kat wpisany oparty na
potokregu ma dtugosé réwna %r. Wyznacz stosunek dtugosci obu cieciw.

Cwiczenie 7 @

Kat, jaki tworza dwie sieczne, przecinajace sie w punkcie P, lezacym na zewnatrz okregu, ma
miare rowna a. Sieczne te wyznaczaja cieciwy AB i CD, jak na rysunku. Punkt Q) lezy

<ADC| = p.

wewnatrz okregu, na cieciwie C'D. Oznaczmy |[<AQC| = v,

Wykaz, ze zachodzi nieréwnos$c¢ a < B < 7.



Cwiczenie 8 @

Z jednego z wierzchotkdw osmiokata foremnego poprowadzono trzy przekatne, ktoére sg
jednoczesnie cieciwami okregu opisanego na tym o$miokacie, jak na rysunku.

Korzystajac tylko z zaleznosci poznanych na lekcji (nie stosujgc twierdzenia o zwigzku miedzy
katem wpisanym i Srodkowym) uzasadnic¢, ze katy «, B iy maja rowne miary.

Utéz w kolejnosci etapy dowodu.

Dowad:

Odcinek BF jest osig symetrii o$Smiokata i dwusieczng kata wewnetrznego ABC,

dlatego miara kata ABF jest réwna % -135°. v
Wyznaczymy w kolejnosci miary katow a, Bi . =
Stada = 90° — |[<ABF| = 22,5°". =
Stad g = 80135 — 22 5°, =
Zatem kat BAF jest katem prostym. =
Dlatego kat wewnetrzny o$miokata foremnego ma miare 135°. =



Pozostaje zauwazyc, ze trojkaty ABF i F'G B s3 przystajacymi tréjkatami
prostokatnymi.

Tréjkat F'GH jest rwnoramienny, a kat F'G H jest katem wewnetrznym osmiokata.
Zatem 283 + 135" = 180°.

Ponadto, odcinek BF jest $rednica okregu, na ktorej rozpiety jest kat wpisany BAF'

Miare kata wewnetrznego wielokata foremnego opisuje wzér: == - 180°.

Zatema+B+v=90" —a,czyliy =90" — B8 — 2a.

Stady = 90° — 22,5° —2-22,5° = 90° — 67,5° = 22,5°.

Warto zauwazy¢, ze wzgledu na symetrie oSmiokata, ze wszystkie katy wpisane,
oparte na krétszych tukach wyznaczonych przez kolejne boki osmiokata, majg réwne
miary.
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Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Kat wpisany w kolo

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych;

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych;
12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje katy wpisane

o dostrzega odpowiednios¢ miedzy pojeciami kata wpisanego w okregu i w kole

» wskazuje katy wpisane oparte na danym tuku i tuk, na ktérym oparty jest dany kat
wpisany

e wyznacza miary katow miedzy siecznymi okregu, znajagc odpowiednie katy wpisane

e wyznacza miary katéw opartych na potokregu

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, Zzeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytanie dotyczgce stosowania pojecia odlegtosci katowej - definiuje
pojecie i podaje przyklady jej zastosowania w astronomii. Formutuje problem zwigzany
z istnieniem roznych punktoéw obserwacii, z ktorych widac obiekt pod tym samym
katem.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie poje¢ kota i okregu oraz ich srodkow,
promieni i cieciw.

2. Nauczyciel podaje definicje kata wpisanego w kole i prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory
zaznaczy taki kat na rysunku - prowadzi dyskusje w taki sposob, by wskazac, ze
odpowiednie polproste sa ramionami dwoch katow, z ktorych tylko jeden jest wypukly.

3. Nastepnie nauczyciel wyjasnia, ze w praktyce zaznaczajac odpowiednie katy w kole
i okregu ograniczamy si¢ do rysowania cieciw, rezygnujac z potprostych.

4. Nauczyciel podaje definicje kata wpisanego w okregu i prosi uczniow o poréwnanie
obu definicji.

5. Nauczyciel wskazuje, Ze mozna mowic o kacie wpisanym w okregu w kontekscie
okreslonego tuku i cieciwy — uczniowie wskazuja na zalety i wady kazdego sposobu.

6. Uczniowie badajg katy wpisane oparte na potokregu, takze w kontekscie okregu
opisanego na trojkacie prostokgtnym.



7. Uczniowie badajg zalezno$ci miedzy katami utworzonymi przez przecinajace sie
sieczne, a miarami odpowiednich katow wpisanych.

8. Nauczyciel zacheca do przejrzenia galerii zdje¢ interaktywnych dotyczacej rozmiaru
katowego obiektow.

9. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Kat srodkowy, kat wpisany
Wskazowki metodyczne:

Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna zastosowa¢ w ramach powtoérzenia przed
sprawdzianem. Mozna wykorzysta¢ omawiajac zalezno$¢ miedzy katem wpisanym
i Srodkowym w okregu.


https://epodreczniki.pl/a/kat-srodkowy-kat-wpisany/D1AXVoCXd

