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W biezacym materiale przekonamy si¢ jak duzo ciekawych problemoéw mozna rozwigzac
dostrzegajac wilasnosci czworokata, ktorego przeciwlegle boki sa rownolegte.

Przedstawimy i udowodnimy kilka warunkow rownowaznych, ktore opisuja rownolegtobok.
Wazna grupa problemow, ktore mozna rozwigza¢ wykorzystujgc wiasnosci rownolegtoboku
sa te, w ktorych w zatozeniach lub tezie wystepuje srodek odcinka.

Materiat ten opierat si¢ bedzie gléwnie na wiadomos$ciach ze szkoty podstawowej, co nie
znaczy, ze przedstawione przyklady i ¢wiczenia bedg tatwe.

Twoje cele

Okreslisz warunki réwnowazne opisujace rownoleglobok.

Wykorzystasz rownoleglobok do uzasadnienia wlasnosci srodkowejw trojkacie
prostokatnym.
Zastosujesz wlasno$¢ rownolegloboku do wyznaczania najkrotszej drogi.

Zastosujesz wlasnosci rownolegloboku do rozwigzywania zadan z geometrii ptaskie;.



Przeczytaj

Zacznijmy od definiciji:
Definicja: rownolegtobok

Czworokat, ktorego przeciwlegle boki sg rownolegle, nazywany réwnoleglobokiem.
Twierdzenie: o réwnolegtoboku

Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym oraz niech E bedzie punktem przeciecia
przekatnych AC'i BD.

D C

A B
Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:
1. proste AB i CD sa réwnolegle oraz proste BC'i DA sa réwnolegle;
2.|AB| = |CD| oraz |BC| = |DA]|;

3.|AB| = |CD| oraz proste AB i C'D sa rbwnolegte;

4. |AE| = |EC| oraz |BE| = |ED|.

Zanim pokazemy réwnowazno$¢ powyzszych warunkow zastanéwmy sie, czy musimy
udowadnia¢ rownowaznosci kazdej pary.

Zauwazmy, ze jezeli udowodnimy cigg implikacji:
1=2=3=4=1,
to tym samym udowodnimy réwnowazno$¢ kazdych dwoch powyzszych warunkow.

Sprawdzmy wynikajgca rownowaznos$¢ na przyktadzie warunkow 2 i 4.
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Ciagg implikacji 2 = 3 = 4 pocigga za soba prawdziwos¢ implikacji 2 = 4. Natomiast cigg
implikacji 4 = 1 = 2 pocigga prawdziwosc¢ implikacji 4 = 2.

taczac 2 = 4,4 = 2 otrzymujemy rOwnowazno$¢ warunkow 2 < 4.

Analogicznie mozna pokazac, ze przytoczony na poczatku cigg implikacji pocigga
rownowaznos¢ kazdej innej pary warunkow.

Teraz mozemy przej$s¢ do dowodu twierdzenia o rownolegloboku:
(1) = (2):

Poniewaz AB oraz C'D sg rownolegte wiec |[<BAC| = |<DCA|. Analogicznie, proste BC'i
DA sa rownolegle, wiec |[<<BCA| = |<DAC)|. Stad wniosek, ze trojkaty ABC'i CDA sg
przystajace (cecha kat-bok-kat), skad otrzymujemy teze |AB| = |CD| oraz |BC| = |DA|.

(2) = (3):

Z réownosci |AB| = |CD| oraz |BC| = |DA| wynika, ze trojkaty ABC i CDA sa przystajace
(cecha bok-bok-bok). Wobec tego |[<BAC| = |<DCA| i w konsekwencji proste ABi CD
sa rownolegte.

(3) = (4):

Poniewaz proste AB oraz CD sa rownolegte, wiec |<FEAB| = |<ECD| oraz

|<EBA| = |[<EDC)|. Te dwie rownosci, wraz z rownoscig | AB| = |CD| dowodza, ze
trojkaty ABE i CDE sa przystajace (cecha kat-bok-kat). Stad wnioskujemy |AE| = |EC|
oraz |BE| = |ED|.

(4) = (1):

Z réownosci |AE| = |EC|, |BE| = |ED| wynika, ze trojkaty ABE i CDE sg przystajace
(cecha bok-kat-bok). Wobec tego |<EAB| = |<<ECD)|, skad wynika, ze proste ABi CD s
rownolegle. Analogicznie dowodzimy, ze proste BC'i DA sg réwnolegte.

Wykorzystamy teraz rownowaznoS¢ powyzszych warunkow w rozwigzaniu kilku ciekawych
problemow:
Przyktad 1

Punkt M jest srodkiem boku BC tréjkata ABC. Wowcezas |[<BAC| = 90° wtedy i tylko
wtedy, gdy |AM| = +|BC]|.




Rozwigzanie

Oznaczmy przez D punkt symetryczny do punktu A wzgledem punktu M. Woéwczas
czworokat ABDC jest réwnolegtobokiem:

C D

A B

Zauwazmy, ze jezeli |[<BAC| = 90° to rowniez |[<ACD| = 90°. Wtedy trojkaty BAC'i
CDA sa przystajace, stad |AM| = 1|AD| = 1|BC).

Odwrotnie: jezeli |AM| = 1|BC| to |AD| = |BC| i tréjkaty BAC i DC A sa przystajace,
stad wniosek, ze katy BAC' i DC A s3 rowne. Ponadto suma ich miar jest réwna 180°,

wiec miara kazdego z nich musi by¢ rowna 90°.
Przyktad 2

Punkty K i L s3 Srodkami bokéw AC'i BC tréjkata ABC. Woéwcezas proste KL i AB sa
rownolegle oraz |KL| = 5 |AB|



Rozwigzanie

A B

Niech S bedzie obrazem symetrycznym punktu K wzgledem punktu L. Woéwczas
czworokat K BSC jest rownolegtobokiem, wobec tego odcinki KC'i BS sa rownolegle

i majg rowng dlugosc. Z zatozen |AK| = |KC|, wigc czworokat ABSK jest
rownolegltobokiem, zatem proste KL i AB sa rownolegle, oraz |[KL| = 3 |KS| = 5|AB].

Powyzsze twierdzenie nazywane jest twierdzeniem o linii Srodkowejw trojkacie

Wykorzystamy teraz powyzszy przyktad do charakterystyki czworokata, ktorego
wierzchotkami sg §rodki bokéw dowolnego czworokata ABCD.
Przyktad 3

Punkty K, L, M, N sg odpowiednio srodkami bokéw AB, BC, CD, DA czworokata
ABCD (rysunek). Pokazemy, ze K LM N to réwnolegtobok.



javascript:void(0);

Rozwigzanie

A K B

Wystarczy, ze wykorzystamy teze poprzedniego przykladu analizujac tréjkaty ABC' i
ACD. Otrzymamy, ze odcinki KL i NM s3a rownolegle do AC oraz réwne potowie tego
odcinka, wiec czworokat (na podstawie wiasnosci 3) jest rownolegtobokiem.

Podobnie, odcinki ML i NK sg rownolegte do odcinka DB oraz rowne potowie tego
odcinka, wigc czworokat K LM N jest rownolegtobokiem.

Spojrzmy, jak mozemy wykorzysta¢ rownolegtobok w zadaniach optymalizacyjnych.
Przyktad 4

Po dwoch stronach rzeki o rownoleglych brzegach znajduja si¢ dwa domki potozone
w punktach A i B (rysunek). W ktérym miejscu nalezy wybudowaé¢ most XY,




prostopadly do brzegow rzeki, aby droga fgczaca oba domki i biegngca przez most byta
najkrotsza?

Rozwigzanie

A

Zastanowimy sie, kiedy famana AXY B jest najkrotsza. Zauwazmy, ze brzegi rzeki sa
rownolegle, wiec jej szerokos¢, a wiec dlugos¢ mostu jest zawsze taka sama.

Mozemy zatem poming¢ dlugos¢ mostu XY Nasze zadanie polega wiec na znalezieniu
takiego miejsca przy brzegu rzeki, zeby suma dlugosci odcinkow AX + Y B byla
najmniejsza z mozliwych.

Wyznaczmy taki punkt C, aby czworokat AXY C byl rownolegltobokiem. Wtedy
|AX|+ |YB| = |CY|+ |YB| > |CB|

Ostatnia nierowno$¢ wynika z nieréwnosci trojkata.
Rownos$¢ zachodzi, jezeli punkt Y lezy na odcinku CB.



Zatem szukanym punktem na brzegu rzeki jest punkt przeciecia prostej CB z ,,gérnym”
brzegiem rzeki — punkt Z.

W tym miejscu nalezy wybudowac¢ most.
Przyktad 5

Punkt P lezy wewnatrz trojkgta rownobocznego ABC o boku diugosci 1. Proste AP, BP
, CP przecinaja odcinki BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F' (rysunek).

Zastanowmy sie jakie jest ograniczenie gorne sumy: |[PD| + |PE| + |PF|
C

Rozwigzanie

Prowadzimy proste roéwnolegle do bokow trojkata przechodzace przez punkt P:

C




Analizujgc doktadnie powyzszy rysunek zwrocimy uwage na najwazniejsze aspekty
rozwigzania:

o powstajg trzy rownolegtoboki: AK PG, LBH P, JPIC'i trzy trojkaty rownoboczne:
KLP,PHI,GPJ.

» odcinek lezgcy wewnatrz trojkata rownobocznego jest krotszy od jego boku.
Na podstawie powyzszych obserwacji otrzymujemy:

|PD| + |PE| + |PF| < |PH|+ |PG| + |[KL| = |AK| + |KL| + |LB| = |AB|.

Zatem ograniczenie gorne naszej sumy jest rowne |AB| = 1.
Stownik
linia sSrodkowa w trojkacie

odcinek I3czacy srodki pewnych dwoch bokow trojkata
implikacja

zdanie ,jezeli p, to ¢”, co zapisujemy p = q



Aplet

Polecenie 1
Na kazdym boku réwnolegtoboku zbudowano kwadrat. Srodki symetrii kwadratéw sa

wierzchotkami pewnego czworokata. Poruszaj wierzchotkami rownolegtoboku

i obserwuj zachodzace zmiany. Zauwaz, ze powstaty czworokat jest zawsze kwadratem.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /DpJ9vr8PD

Polecenie 2
W réwnolegtoboku ABCD o bokach 6 i 12 potaczono $rodek S boku AB
(|AB| = 12) z wierzchotkami C'i D. Wykaz, ze kat DSC jest katem prostym.


https://zpe.gov.pl/a/DpJ9vr8PD

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 ©)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 @
Cwiczenie 4 0o
Punkt E jest takim punktem na boku A B réwnolegtoboku ABC'D, ze % =3

Prosta DE przecina przekatng AC w punkcie F'. Pole rownolegtoboku ABCD jest
réwne 60. Oblicz pole trojkata AE'F.

Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

Udowaodnij, ze w rownolegtoboku ABC' D suma kwadratéw dtugosci bokow jest rowna

sumie kwadratéw dtugosci przekatnych:

|AB|* + |BC|? + |CD|* + |DA|* = |AC|* + |BD|?




Cwiczenie 7 @
W rownolegtoboku ABCD punkt FE jest srodkiem boku BC, natomiast punkt F'
$rodkiem boku C'D. Odcinki AE i AF przecinaja przecina przekatng BD odpowiednio
w punktach G i H.

Cwiczenie 8 @
W czworokacie wypuktym ABCD przekatne AC i BD s3 réwnej dtugosci (rysunek).
Punkty M i N s3 odpowiednio $rodkami bokéw AD i BC. Wykaz, ze prosta M N
tworzy réwne katy z przekatnymi AC' i BD.




Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownoleglobok i jego wlasnos$ci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dlugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;
12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje wiasnosci rownolegloboku;
» wykorzystujac rownoleglobok pokazuje wiasnosci sSrodkowejw tréjkagcie prostokatnym;
 stosuje wlasnos¢ rownolegltoboku do wyznaczania najkrotszej drogi;



» wykorzystuje wlasnosci rownolegtoboku do rozwigzywania zadan z geometrii ptaskie;j.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda kota i myszy.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniéow w temat lekcji,omawia cele lekciji.
2. Uczniowie wspolnie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekciji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc¢. Po 2 nieudanych prébach
kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow odwracajg
sie i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Symulacja
interaktywna”. Nastepnie na forum klasy wspoélnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.



Praca domowa:

Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Rownolegtobok i jego wiasnosci”).

Materialy pomocnicze:
e Rownoleglobok i jego wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Analiza problemowa symulacji interaktywnej oraz wykonanie polecen z nig zwigzanych
moze by¢ wykorzystana podczas realizacji lekcji o katach w czworokacie.
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