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W tym materiale pokazemy, jak budowa¢ modele kombinatoryczne do zadan dotyczacych
zbiorow, ktorych elementy - na podstawie warunku okreslonego w tresci zadania -
dobieramy w pary.

Tego typu zadania majg zastosowanie w zliczaniu liczby podzbioréw sposrod ustalone;j
grupy przedmiotow, ktore zazwyczaj przechowywane sg w parach (np. butow czy
rekawiczek).

Bedziemy rowniez zajmowali si¢ wynikami losowania kul ze zbioru kul ponumerowanych
tak, ze da sie ustali¢ warunek, ktory ma spetnia¢ np. suma numerow kazdej z wylosowanych
par kul.

Omowimy tez zadania, w ktorych zliczanie pewnych podzbioréow zadanego zbioru nie
odwoluje sie bezposrednio do elementow tego zbioru dobieranych w pary, ale pomystowy
doboér modelu z wykorzystaniem par elementoéw moze pozwoli¢ na ustalenie odpowiedzi
bez rozpatrywania duzejliczby roztgcznych przypadkow.

Twoje cele

» Bedziesz doskonali¢ umiejetnoSc¢ obliczania liczby takich podzbiorow danego zbioru
liczbowego, ktore dobierane sg na podstawie wlasnosci elementow: najwiekszego




I najmniejszego.

Nauczysz si¢ interpretowac warunki dotyczgce sumy par cyfr wystepujacych

w zapisie dziesietnym liczby naturalne;.

UmiejetnoS¢ podziatu elementow zbioru na pary pozwoli Ci obliczy¢ np. ile jest liczb,
ktorych pary cyfr spetniaja okreslony warunek.

Znajomo$¢ modelu odwotlujacego sie do rozbijania zbioru na pary pozwoli Ci
obliczy¢, ile jest wszystkich wynikow doswiadczenia losowego opisanych podanymi
warunkami.



Przeczytaj

Na poczatek pokazemy przyklady typowych zadan, ktore odwotujg sie do elementow
zbioru, w czytelny sposob dajacego sie podzieli¢ na podzbiory dwuelementowe.

Przyktad 1

Rozpatrujemy oSmiocyfrowe liczby naturalne o roznych cyfrach wybranych ze zbioru
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}. Obliczymy, ile jest wérdd nich takich liczb, ktorych zapis
spelnia jednoczesnie cztery warunki:

1. cyfra 1 jest zapisana przed cyfrg 2,
2. cyfra 3 jest zapisana przed cyfra 4,
3. cyfra b jest zapisana przed cyfra 6,
4. cyfra 7 jest zapisana przed cyfra 8.

Rozwigzanie

I sposab:
Liczbe spetniajgca warunki zadania bedziemy konstruowac¢ w czterech etapach,
odpowiadajagcych narzuconym warunkom.

W pierwszym etapie wybierzemy dwa miejsca (sposrod osmiu dostepnych w zapisie
8
dziesietnym danejliczby) dla cyfr 1 oraz 2: mozemy to zrobi¢ na ( 2) = 28 sposobow.

Nastepnie zapisujemy na tych miejscach cyfry 1 oraz 2 tak, aby cyfra 1 byla zapisana
przed cyfra 2 - mozemy to zrobi¢ na jeden sposob.
W drugim etapie wybierzemy dwa miejsca (sposrod szesciu pozostatych w zapisie

6
dziesietnym danejliczby) dla cyfr 3 oraz 4: mozemy to zrobi¢ na < 2) = 15 sposobow.
Nastepnie zapisujemy na tych miejscach cyfry 3 oraz 4 tak, aby cyfra 3 byla zapisana
przed cyfra 4 - mozemy to zrobi¢ na jeden sposob.
W trzecim etapie wybierzemy dwa miejsca (spos$rod czterech pozostatych w zapisie

4
dziesietnym danejliczby) dla cyfr 5 oraz 6: mozemy to zrobi¢ na < 2) = 6 sposobow.

Nastepnie zapisujemy na tych miejscach cyfry 5 oraz 6 tak, aby cyfra 5 byla zapisana
przed cyfra 6 - mozemy to zrobi¢ na jeden sposob.

W czwartym etapie na ostatnich dwoch miejscach zapisujemy cyfry 7 oraz 8 tak, aby cyfra
7 byta zapisana przed cyfra 8 - mozemy to zrobi¢ na jeden sposob.




Korzystajgc z reguty mnozenia, obliczamy, ze liczb speiniajgcych warunki zadania jest

BRURARREE

IT sposo6b

Osmiocyfrowq liczbe naturalng o réznych cyfrach wybranych ze zbioru
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8} utozsamiamy z permutacjg (a1, as, - . ., ag) zbioru A, skad
dostajemy, ze wszystkich rozpatrywanych oSmiocyfrowych liczb naturalnych jest tyle, ile
jest wszystkich permutaciji zbioru A, czyli 8!.

Rozwazmy dowolng permutacje zbioru A. W takim ciggu pewne dwa miejsca zajmujg
elementy 1 oraz 2 - zatézmy, ze a, = 1ia; = 2, gdzie k,l € {1,2,3,4,5,6,7,8} ik # [.
Zamieniajac miejscami elementy 11 2 dostaniemy permutacje, w ktorejap = 2ia; = 1.
W doktadnie jednym z dwoch oméwionych wiasnie przypadkéw element 1 jest zapisany
przed elementem 2.

Zatem - korzystajac z reguty rownolicznosci - stwierdzamy, ze potowa sposrod
wszystkich rozpatrywanych liczb spetnia pierwszy warunek: cyfra 1 jest zapisana przed
cyfra 2. Liczb o$Smiocyfrowych spetniajacych pierwszy warunek jest wiec %!.

Rozwazmy teraz takg permutacje zbioru A, w ktérej element 1 jest zapisany przed
elementem 2. W takim ciggu pewne dwa miejsca zajmujg elementy 3 oraz 4. Rozumujac
podobnie jak powyzej otrzymujemy nastepujacy wniosek: jezeli w tej permutacii
zamienimy miejscami elementy 3 i 4, to w jednej z tych dwoch permutaciji element 3 jest
zapisany przed elementem 4.

Stwierdzamy wiec, ponownie korzystajac z reguty rownolicznosci, ze potowa sposrod
rozpatrywanych liczb spetniajacych pierwszy warunek speinia rowniez drugi warunek:
cyfra 3 jest zapisana przed cyfrg 4. Stad liczb spelniajagcych warunki (1) i (2) jest %

Rozwazamy z kolei takg permutacje zbioru A, w ktérej element 1 jest zapisany przed
elementem 2 oraz element 3 jest zapisany przed elementem 4.

Kolejny raz rozumujemy podobnie, jak to bylo zaprezentowane wczesnieji na tej
podstawie stwierdzamy, ze potowa sposrod rozpatrywanych liczb spetniajgcych warunki
(1) i (2) spetnia rowniez trzeci warunek: cyfra 5 jest zapisana przed cyfrg 6. Oznacza to, ze
liczb spetniajacych warunki (1), (2) oraz (3) jest %

Na koniec rozwazamy taka permutacje zbioru A, w ktorej element 1 jest zapisany przed
elementem 2, element 3 jest zapisany przed elementem 4 oraz element 5 jest zapisany
przed elementem 6.

Rozumujgc podobnie, jak to zaprezentowane bylo powyzej stwierdzamy, ze potowa
sposrod rozpatrywanych liczb spelniajgcych warunki (1), (2) oraz (3) spetnia tez czwarty
warunek: cyfra 7 jest zapisana przed cyfra 8.

Podsumowujac stwierdzamy, ze liczb spetniajacych wszystkie cztery warunki jest
8!
= 2520.
2222
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Uwaga. Wykorzystujgc rozwigzanie zadania z powyzszego przyktadu, zauwazymy, ze
osmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie wystepuja dwie jedynki, dwie trojki,
dwie piatki i dwie siodemki (17335157 to przykladowa liczba spelniajgca te warunki) jest
2520.

Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze:

1. jezeli w liczbie spelniajgcej powyzsze warunki zamienimy: drugg jedynke na dwojke,
drugg trojke na czworke, drugg pigtke na szostke oraz drugg siodemke na 6semke, to
otrzymamy liczbe rozpatrywana w powyzszym przyktadzie,

2. jezeli w liczbie spelniajacejwarunki podane w przykladzie zamienimy: dwojke na
jedynke, czworke na trojke, szostke na pigtke oraz 6semke na siodemke, to
otrzymamy liczbe osmiocyfrowa, w ktorej zapisie wystepuja dwie jedynki, dwie trojki,
dwie piatki i dwie sidbdemdki.

Takie wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie pokazuje, ze liczb w tych dwoch
zbiorach jest tyle samo, a wiec liczb spetniajgcych podane warunki jest 2520.

Rozumujgc podobnie, jak w rozwigzaniu sposobem drugim, mozna pokazac, ze:

» oSmioliterowych wyrazow, w ktorych zapisie wystepuja dwie litery ‘a, dwie litery ‘i,
dwie litery 'k’ oraz dwie litery ‘t’ (‘tikitaka’ to przyktadowy wyraz spetniajgcy te

2222 2 2 5y = 29520,

» siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie wystepuja dwie jedynki, dwie
trojki oraz trzy pigtki jest 5oy 2, a7 = 210,

-7 h-elementowych permutacji, w ktorych parami rozne elementy

warunki) jest

n'
ny!l-ns!-.

ai,as,...,a powtarzaja siec odpowiednio ni, ng, . .., ng razy, przy czym
ny+mng+...+np=n.

e jest

Uwaga 2. Permutacje, w ktérej dopuszczalne sa powtérzenia elementow, nazywa sie
permutacja z powtorzeniami.

Przyktad 2

Ze zbioru A = {1,2,3,...,20} dwudziestu poczatkowych dodatnich liczb catkowitych
losujemy 5-elementowy podzbior. Obliczymy, ile sposrod wszystkich wynikow takiego
losowania speinia warunek: suma najwigkszego i najmniejszego elementu wylosowanego
podzbioru jest rowna 21.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze w podanym zbiorze jest 10 par liczb, ktorych suma jest rowna 21:
1i20,2119,3i18,4i17,5i116,6i15,7114,8i13,9i120raz 10i 11.



Dla dwoch ostatnich par liczb warunki zadania nie bedg speinione, wobec tego mozliwe

s3 nastepujace roztaczne przypadki:

1.

najmniejszy i najwiekszy element to odpowiednio 1 i 20. Wtedy podzbior spetniajgcy
warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z
18-elementowego zbioru A \ {1,20}. W tym przypadku mozliwych podzbiorow jest

18
tyle,ile jest 3-elementowych kombinacji zbioru 18-elementowego, czyli ( 5 ) = 816

b

. najmniejszy i najwigkszy element to odpowiednio 2 i 19. Wtedy podzbior speiniajacy

warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z
16-elementowego zbioru A \ {1,2,19,20}. W tym przypadku mozliwych
podzbiorow jest tyle, ile jest 3—elementowych kombinaciji zbioru 16-elementowego,

1
czyli (36) = 560,

. najmniejszy i najwigkszy element to odpowiednio 3 i 18. Wtedy podzbior speiniajacy

warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z
14-elementowego zbioru A \ {1,2, 3,18,19,20}. W tym przypadku mozliwych
podzbiorow jest tyle, ile jest 3—elementowych kombinaciji zbioru 14-elementowego,

czyli <134) = 364,

. najmniejszy i najwi¢kszy element to odpowiednio 41 17. Wtedy podzbior speiniajacy

warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z
12-elementowego zbioru A \ {1,2,3,4,17,18,19,20}. W tym przypadku mozliwych
podzbiorow jest tyle, ile jest 3—elementowych kombinaciji zbioru 12-elementowego,

czyli <132) = 220,

. najmniejszy i najwiekszy element to odpowiednio 5 i 16. Wtedy podzbior speiniajacy

warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z
10-elementowego zbioru {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}. W tym przypadku
mozliwych podzbioréw jest tyle, ile jest 3—elementowych podzbioréw zbioru 10-

10
elementowego, czyli (3) = 120,

. najmniejszy i najwiekszy element to odpowiednio 6 i 15. Wtedy podzbior spetniajgcy

warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z 8
-elementowego zbioru {7,8,9,10,11,12,13,14}. W tym przypadku mozliwych
podzbioréow jest tyle, ile jest 3-elementowych kombinacji zbioru 8-elementowego,

czyli <§> = 56,

. najmniejszy i najwiekszy element to odpowiednio 7 i 14. Wtedy podzbior spetniajacy

warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z 6
—elementowego zbioru {8,9,10,11,12,13}. W tym przypadku mozliwych



podzbiorow jest tyle, ile jest 3—elementowych kombinaciji zbioru 6-elementowego,

czyli (g) = 20,

8. najmniejszy i najwiekszy element to odpowiednio 8 i 13. Wtedy podzbior spetniajgcy
warunki zadania tworzg, wraz z tymi dwoma elementami, trzy elementy wybrane z 4
—elementowego zbioru {9, 10,11, 12}. W tym przypadku mozliwych podzbiordw jest

4
tyle, ile jest 3—elementowych kombinaciji zbioru 4-elementowego, czyli < 3) =4

Podsumowujac, stwierdzamy, ze wszystkich wynikow losowania, ktore speiniajg podany
warunek jest 816 + 560 + 364 + 220 + 120 + 56 + 20 + 4 = 2160.

Przyktad 3

Rozpatrzmy liczby 8-cyfrowe o roznych cyfrach wybranych ze zbioru
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}.

Obliczymy, ile jest wsrod nich takich liczb, w ktorych rowne s3 nastepujace cztery sumy:
s1 — pierwszeji drugiej cyfry,

89 — trzecieji czwartej cyfry,

s3 — piateji szostej cyiry,

84 — sibdmeji 6smej cyfry.

Rozwigzanie

Poniewaz suma wszystkich cyfr opisanejliczby 8-cyfrowejjest rowna
36

1+2—|—...+8:%:36,wi¢c31:s2233:s4:T =0.
Zauwazmy, ze zbior A mozemy nastepujgco rozbi¢ na cztery dwuelementowe podzbiory
tak, zeby suma elementoéw w kazdym podzbiorze byta rowna 9:

A={1,8YuU{2,7}U{3,6} U{4,5}.
Dalsza czes$¢ rozwigzania przedstawimy dwoma sposobami.
I sposab:

Liczbe spelniajgca warunki zadania bedziemy konstruowac w czterech etapach,
odpowiadajacych narzuconym warunkom.

W pierwszym etapie wybierzemy pierwszg cyfre, co mozemy zrobi¢ na 8 sposobow,
a nastepnie dopiszemy do niej drugg, ktora - ze wzgledu na wybrang pierwsza cyfre - jest
juz wyznaczona jednoznacznie.

W drugim etapie sposrod niewybranych jeszcze cyfr wybierzemy trzecia cyfre, co
mozemy zrobi¢ na 6 sposobow, a nastepnie dopiszemy do niej czwartg cyfre, ktora po
wyborze trzeciej cyfry jest wyznaczona jednoznacznie.



W trzecim etapie sposrod cyfr niewybranych w dwoch pierwszych etapach wybierzemy
piata cyfre, co mozemy zrobi¢ na 4 sposoby, a nastepnie dopiszemy do niej szosta cyfre,
ktora po wyborze pigtej cyfry jest wyznaczona jednoznacznie.

W czwartym etapie pozostaje nam rozmiesci¢ pozostate dwie cyfry na ostatnich dwoch
miejscach, co mozemy zrobi¢ na 2 sposoby.

Korzystajac z reguty mnozenia, obliczamy, ze wszystkich liczb spetniajgcych warunki
zadaniajest8-6 -4 -2 = 384.

IT sposob:
Poniewaz:

o sposobow podziatu liczb ze zbioru A na cztery sumy sy, Sg, S3, 84 jest tyle, ile jest
permutaciji zbioru 4-elementowego, czyli 4! = 24,

» w kazdejz tak otrzymanych czterech sum ustalimy kolejnos¢ sktadnikoéw na 2
sposoby,

wiec liczb spetniajgcych warunki zadania jest 4! - 24 = 24 - 16 = 384.
Przyktad 4

W szufladzie znajduje si¢ 10 par rekawiczek, przy czym kazde dwie sposrod tych par sg
w roznych kolorach. Losujemy z tej szuflady 7 rekawiczek. Obliczymy, ile jest takich
wynikow tego losowania, ze:

a. wsrod wylosowanych nie bedzie zadnej pary rekawiczek,

b. wsrod wylosowanych bedzie doktadnie jedna para rekawiczek,
c. wérod wylosowanych bedg doktadnie dwie pary rekawiczek,
d. wsrod wylosowanych beda doktadnie trzy pary rekawiczek.

Rozwigzanie

Dobieramy w pary, zgodnie z kolorem, rekawiczki znajdujace si¢ w szufladzie,
a nastepnie numerujemy te pary od 1 do 10. Kazdej z tak ponumerowanych par
przypisujemy liczbe [; (gdzie i = 1,2, ..., 10) rekawiczek wylosowanych z tej pary.

Poniewaz:

« zkazdejpary mozemy wylosowac¢ co najwyzej 2 rekawiczki, wiec [; € {0, 1,2}, dla
1=1,2,...,10,

e w sumie mamy wylosowac 7 rekawiczek, wiec
ll+l2+l3+l4+l5+l6+l7+l8+lg+l10 =T.

Zauwazmy nastepnie, ze:
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a. wsrod wylosowanych nie bedzie zadnej pary rekawiczek wtedy i tylko wtedy, gdy
w ciagu (ly,1s,13,14,15, 16,17, 13,19, l19) zaden element nie bedzie rowny 2, doktadnie
7 elementow bedzie rownych 1 (mozliwych wyborow jest wiec tyle, ile jest 7-
elementowych kombinaciji zbioru 10-elementowego) i pozostate 3 elementy bedg

10
rowne 0. Wszystkich takich ciggow jest zatem ( . > = 120;

b. wsrod wylosowanych bedzie doktadnie jedna para rekawiczek wtedy i tylko wtedy,
gdy w ciagu (ly, s, 13,14, 15,16, 17,13, lg, l19) doktadnie 1 element bedzie rowny 2
(mozna go wybrac na 10 sposobéw), doktadnie 5 elementow bedzie rownych 1
(mozliwych wyborow jest wiec tyle, ile jest 5—elementowych kombinaciji zbioru 9-
elementowego) i pozostate 4 elementy bedg rowne 0. Oznacza to, ze wszystkich

9
takich ciggow jest 10 - (5) =10-126 = 1260;

c. wsrod wylosowanych bedg doktadnie dwie pary rekawiczek wtedy i tylko wtedy, gdy
w ciagu (ly, s, 13,14, 15,16, 17,13, lg, l19) doktadnie 2 elementy beda rowne 2
(mozliwych wyborow jest wigc tyle, ile jest 2-elementowych kombinacji zbioru 10-
elementowego), doktadnie 3 elementy beda rowne 1 (mozliwych wyborow jest wiec
tyle, ile jest 3—elementowych kombinaciji zbioru 8-elementowego) i kazdy
z pozostatych 5 elementow bedzie rowny 0. Wobec tego wszystkich takich ciggow

1
jest < 20) . (2) = 45 - 56 = 2520;

d. wsrod wylosowanych beda doktadnie trzy pary rekawiczek wtedy i tylko wtedy, gdy
w ciagu (l1, 12,13, 14,15, 16, 17,18, 19, l10) doktadnie 3 elementy beda rowne 2
(mozliwych wyborow jest wigc tyle, ile jest 3-elementowych kombinacji zbioru 10-
elementowego), doktadnie 1 element bedzie rowny 1 (mozna go wybra¢ na 7
sposobow) i kazdy z pozostatych 6 elementow bedzie rowny 0. Stad wszystkich

1
takich ciagéw jest ( 30> -7 =120-7 = 840.

Poniewaz jedna rekawiczke z ustalonej pary mozemy wybrac¢ na dwa sposoby, wiec
ostatecznie otrzymujemy, ze:

a. jest <170> .27 =120 - 128 = 15360 mozliwych wynikéw losowania takich, ze wérod
wylosowanych nie bedzie zadnej pary rekawiczek,

b. jest 10 - (g) - 2% = 1260 - 32 = 40320 mozliwych wynikéw losowania takich, ze
wsérod wylosowanych bedzie dokiadnie jedna para rekawiczek,

C. jest (120) . (8) - 23 = 2520 - 8 = 20160 mozliwych wynikow losowania takich, ze

3
wsrod wylosowanych beda doktadnie dwie pary rekawiczek,



3
wylosowanych bedg doktadnie trzy pary rekawiczek.

10
d. ( ) -7 -2 =840 - 2 = 1680 mozliwych wynikow losowania takich, ze wérod

Dla podsumowania zauwazmy, ze

20
15360 + 40320 +- 20160 + 1680 = 77520 = ( 7 )

Przyktad 5

Rozpatrzmy zbior A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Obliczymy, ile jest takich
podzbiorow zbioru A, ktére wérod swoich elementéw nie majg pary liczb o sumie rowne;j
12.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze w podanym zbiorze jest 5 par liczb, ktorych suma jest rowna 12:
1i11,2i110,319,41i8,5i7. Bez pary pozostaje element 6.

Podzbidr spelniajgcy warunki zadania bedziemy konstruowali w 6 etapach:

« w I etapie wybierzemy podzbior zbioru A; = {1, 11}; ze wszystkich czterech
podzbioréw tego zbioru nie mozemy wybrac¢ jedynie catego zbioru A;, a wiec
pozostajg nam 3 mozliwosci,

« wII etapie wybierzemy podzbior zbioru Ay = {2,10}; ze wszystkich czterech
podzbioréw tego zbioru nie mozemy wybrac¢ jedynie calego zbioru A,, wobec tego
pozostajg nam 3 mozliwosci,

« w III etapie wybierzemy podzbior zbioru A3 = {3, 9}; ze wszystkich czterech
podzbioréw tego zbioru nie mozemy wybrac jedynie calego zbioru As, co oznacza,
ze pozostajg nam 3 mozliwosci,

« w IV etapie wybierzemy podzbior zbioru A4 = {4, 8}; ze wszystkich czterech
podzbioréw tego zbioru nie mozemy wybrac¢ jedynie catego zbioru A4, a wiec
pozostajg nam 3 mozliwosci,

« w V etapie wybierzemy podzbior zbioru A5 = {5, 7}; ze wszystkich czterech
podzbioréw tego zbioru nie mozemy wybrac¢ jedynie catego zbioru Ay, zatem
pozostajg nam 3 mozliwosci,

» w VI etapie wybierzemy podzbior zbioru Ag = {6}; tym razem mozemy wybra¢
kazdy podzbior tego zbioru, wobec tego mamy 2 mozliwosci.

Korzystajgc z reguty mnozenia, obliczamy, ze podzbiorow spetniajacych warunki zadania
jest3-3-3-3-3-2=2-3>=2-243 = 486.

Stownik
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k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n
, jest rowna

(n) () (k1)
L) = BeoRr T e

reguta réwnolicznosci

dwa zbiory A i B sg rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru A

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow do$wiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k; sposobow, druga
- najeden z ks sposobow, trzecia — na jeden z k3 sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna

ky-ky-... ky

permutacja zbioru n-elementowego

kazdy ciag utworzony ze wszystkich elementoéw zbioru n-elementowego

liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna P,, = n!



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej galerig zdjec interaktywnych.

Przeanalizuj zaprezentowane w niej rozumowanie pokazujace, jak ustali¢ réznice liczby
wszystkich podzbioréw o nieparzystej sumie elementéw oraz liczby wszystkich podzbiorow
o parzystej sumie elementow, kiedy te podzbiory wybierane sg ze zbioru
A={1,2,3,...,2n — 1,2n}.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadu oméwionego w poleceniu pierwszym, rozwigz samodzielnie
nastepujace zadanie.

Zbior A ={1,2,3,...,2n —1,2n,2n + 1}, gdzien > §, jest ztozony z 2n + 1
poczatkowych dodatnich liczb catkowitych. Rozpatrujemy wszystkie osmioelementowe
podzbiory zbioru A.

Przez x oznaczmy liczbe tych podzbioréw, ktérych suma wszystkich elementéw jest parzysta,
a przez y oznaczmy liczbe tych podzbioréw, ktérych suma wszystkich elementéw jest

n
nieparzysta. Wykaz, zex — y = ( )

4



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach wybranych ze zbioru
A=1{1,2,3,4,5,7,9}, ktorych zapis spetnia jednoczesnie trzy warunki:

cyfra 2 jest zapisana za cyfra 4,

cyfra 7 jest zapisana przed cyfrg 9,

cyfra 1 jest zapisana za cyfra 5.

Zakoduj kolejno cyfry setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz: H H

Cwiczenie 2 @)

Z pudetka, w ktérym znajduje sie 10 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 10 losujemy 5 kul.
Woynika stad, ze liczba wszystkich mozliwosci wylosowania w ten sposdéb takiego zestawu kul,
wsréd ktérych nie bedzie pary kul o sumie numeréw wynoszacej 11, jest rowna:

o (150).25
() 10-8-6-4-2

O 10-82-5)-4-2

O 2




Cwiczenie 3 @

W pewnym liceum jest 17 klas. Do Rady Szkoty w tym liceum zgtoszono po dwie osoby

z kazdej klasy.

Na ile sposobéw mozna z tej 34-osobowej Rady wybraé 6 oséb do Komisji Kultury, wiedzac,
ze w jej sktad nie mogg wejs¢ dwie osoby z tej samej klasy?

Odpowiedz: ‘ ’

Cwiczenie 4

Ze zbioru A = {1,2,3,...,100} stu poczatkowych dodatnich liczb catkowitych losujemy 10
-elementowy podzbiodr.

Oznaczmy przez n liczbe wynikow tego losowania, ktore spetniajg warunek: suma
najwiekszego i najmniejszego elementu wylosowanego podzbioru jest réwna 180.

Wobwczas:

n € (170000, 210000)

n € (140000, 180000)

n € (70000, 120000)

o O O O

n € (110000, 150000)



Cwiczenie 5

Rozpatrzmy liczby 7-cyfrowe o réznych cyfrach wybranych ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7}.
Oznaczmy przez A zbidr tych liczb sposrdd rozpatrywanych, w ktérych zapisie réwne sg
nastepujace trzy sumy:

$1 - pierwszej i ostatniej cyfry,

89 - drugiej i szostej cyfry,

sg — trzeciej i piatej cyfry.

Woynika stad, ze:

() |A| <150
] 1A= 48
(] 4] > 170

() |A| =144



Cwiczenie 6

W pudetku znajduje sie 15 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 15. Z tego pudetka losujemy
7 kul.

Oznaczamy:

A - zbiér wynikéw tego losowania spetniajacych warunek: wsréd wylosowanych nie bedzie
zadnej pary kul, ktérych suma numeréw jest rowna 16,

B - zbior wynikow tego losowania spetniajgcych warunek: wsréd wylosowanych bedzie
doktadnie jedna para kul, ktérych suma numeréw jest rowna 16,

C' - zbidor wynikdéw tego losowania spetniajgcych warunek: wsréd wylosowanych bedg
doktadnie 2 pary kul, ktérych suma numeréw jest réwna 16,

D - zbior wynikéw tego losowania spetniajgcych warunek: wsréd wylosowanych bedg
doktadnie 3 pary kul, ktérych suma numeréw jest réwna 16.

Dobierz w pary réwne liczby.

3024

2 ‘7) D” ’”
576

b ‘77 A” |”
2520

2 ‘7’ B” ’77
315

7 ‘7’ C77 ‘”



Cwiczenie 7 @

Zbior A ={1,2,3,...,200,201} jest ztozony z 201 kolejnych liczb naturalnych od 1 do 201.
Rozpatrujemy wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru A. Przez p oznaczamy liczbe
tych podzbioréw, ktérych suma wszystkich elementow jest parzysta, a przez n oznaczamy
liczbe tych podzbiorow, ktérych suma wszystkich elementéw jest nieparzysta. Wowczas:

O nop= (1(2)1)

() p>n

S pon= (1(2)())

(] n>p

Cwiczenie 8 @

Rozpatrujemy wszystkie podzbiory zbioru A = {1,2,3,...,13,14}, ztozonego z 14
kolejnych liczb naturalnych od 1 do 14.

Oblicz, ile jest takich podzbioréw zbioru A, ktére wéréd swoich elementdéw nie maja pary
liczb o sumie rownej 15.

Odpowiedz:




Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Modele kombinatoryczne z rozbijaniem na pary

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wiasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje cyfrowe;
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij.
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza liczby takich podzbiorow danego zbioru liczbowego, ktore dobierane sg na
podstawie wlasno$ci elementow: najwiekszego i najmniejszego,

 interpretuje warunki dotyczace sumy par cyfr wystepujacych w zapisie dziesietnym
liczby naturalnej,

 obliczaile jest liczb, ktorych pary cyfr spelniajg okreslony warunek wykorzystujgc
podzial elementow zbioru na pary,



 oblicza ile jest wszystkich wynikow doswiadczenia losowego opisanych podanymi
warunkami wykorzystujgc znajomos¢ modelu odwotujgcego si¢ do rozbijania zbioru na

pary.
Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Modele kombinatoryczne z rozbijaniem na pary” oraz
cele, wybrana osoba formutluje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajq si¢ z trescia w sekcji ,,Przeczytaj” i ,Galeria zdjec
interaktywnych” zapisuja w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel
dzieli uczniow na dwie grupy. Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej
pytania grupie przeciwnej, ktora udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupetnia
wyjasnienia.

2. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1-6 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Reguta mnozenia, reguta dodawania
» Permutacje, kombinacje, wariacje

Wskazowki metodyczne:

» Galeria zdje¢ interaktywnych mozne zosta¢ wykorzystana na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy o modelach kombinatorycznych z rozdzielanymi elementami.
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