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Praktyczna kombinatoryka

Zrédto: MissMushroom, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czy jadgc windg z kilkoma osobami zdarzyto
ci si¢ zastanawiac na ile sposobow moga
wysias¢ na roznych pietrach te osoby?

A moze znajomi, ktorzy przyszli do ciebie na
imieniny i siadali przy okragtym stole, zadali
ci pytanie - na ile sposobow mogg to zrobic?

Po zapoznaniu si¢ z tym materiatem, na
pewno bez problemu odpowiesz na podobne
pytania.

Aby rozwigza¢ zaproponowane tu zadania,
potrzebna jest znajomo$¢ elementarnych
wzoréw kombinatorycznych.

Warto tez pozna¢ wzor na liczbe permutaciji
z powtorzeniami, ktory jest nieobowiazkowy,
ale przydatny.

Twoje cele

v N O R i Tl e ST B ORI !
Rycerze Okragtego Stotu i Swiety Graal. Malunek
z XV w.

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.



o Wykorzystasz aparat kombinatoryczny do zliczania obiektéw osadzonych
w kontekscie realistycznym.
o Stworzysz model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym.



Przeczytaj

Chcac okresli¢ ile jest mozliwych wynikow w danym do$wiadczeniu z kontekstem
realistycznym, mozna skorzysta¢ ze wzoréw kombinatorycznych, ktore przypominamy
ponizej.

Wzory kombinatoryczne

Opis wzoru Wzor
Liczba permutaciji zbioru n-elementowego. P, =n!
Liczba k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru n- vk — _n
elementowego. A 0
Liczba k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru n- Wk k
=n
elementowego. "
Liczba k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego. Cr = L

W pierwszym przykladzie rozwazymy rozne sytuacje zwigzane z tworzeniem wyrazow
z danych liter.

Bedzie nam jeszcze potrzebna znajomo$¢ wzoru na permutacje z powtorzeniami.
Definicja: Permutacja z powtdrzeniami

Permutacja z powtorzeniami zbioru n-elementowego, nazywamy kazdy cigg n-
wyrazowy utworzony z elementow tego zbioru, wsrod ktorych pewne elementy
powtarzajg si¢ odpowiednio ny, ng, . . ., ng razy.

Liczba elementow permutacji z powtorzeniami wyraza si¢ wzorem:

Pnl,nz,...,nk o n!
n nl!-nzl-. . nk'

Przyktad 1

Obliczymy, ile wyrazow (majacych sens lub nie) mozna utworzy¢ ze wszystkich liter
stowa:

a. LITERA
b. LITERAT
c. APARATURA

Rozwigzanie:




a. Wszystkie mozliwe ustawienia liter {L, I, T, E, R, A} mozna zapisaé w postaci
szeScioelementowych ciggow. Pierwszy element (litere) mozna wybrac¢ na 6
sposobow, drugi na 5 sposobow, itd. Korzystajac z reguty mnozenia, mozemy
utworzy¢:6-5-4-3-2-1 = 6! = 720 wyrazow.

b. W wyrazie LITERAT wystepuja dwie litery T Litery 7' mozemy zamieni¢
miejscami na 2! sposoby, a utworzony wyraz nie ulegnie zmianie. Z liter wyrazu
LITERAT mozna wiec utworzy¢ g—i = % = 360 wyrazow.

c. Wwyrazie APARATURA sa 4 litery A i 2 litery R. Korzystamy ze wzoru na liczbe
permutacji z powtorzeniami. 4?_!2! = 9'8';6'5 = 7560

OdpowiedZ:

Ze wszystkich liter stowa LIT ERA mozna utworzy¢ 720 wyrazow, z liter stowa
LITERAT mozna utworzy¢ 360 wyrazéw, a z liter stowa APARATURA az 7560
wyrazow.

Przyktad 2

Sprawdzian z matematyki sktadajacy sie z 5 zadan pisato tgcznie 100 uczniow z klas
trzecich. Kazde zadanie zostato rozwigzane przez przynajmniej 60 uczniow. Wykazemy,
ze mozna wskazac takich dwoch uczniow, ze kazde zadanie zostato rozwigzanie
przynajmniej przez jednego z nich.

Rozwigzanie:

Dla kazdych z dwoch uczniow rozpatrzmy najpierw zbior zadan, ktorych zaden nie
rozwiazat. Tych zbiorow jest

100 .
< ) ) = 10999 — 4950

Wykazemy, ze przynajmniej jeden z nich jest pusty.

Dla kazdego zadania istnieje co najwyzej 100 — 60 = 40 uczniow, ktorzy go nie
rozwiazali.

Kazde zadanie nalezy do co najwyzej

40
< 5 ) = @ = 780 sposrod wyznaczonych zbiorow.

Niepustych zbiorow jest co najwyze;j
5- 780 = 3900

Poniewaz


javascript:void(0);

3900 < 4950,

zatem istnieje para uczniow, dla ktorej zbior zadan, ktorych zaden z dwojiki tych uczniow
nie rozwigzal, jest pusty.

Przyktad 3

Zapoznaj si¢ z animacja, pokazujgcg przyktady wykorzystania kombinacji do zliczania
obiektow osadzonych w kontekscie realistycznym.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15cG6tfl

Film nawigzujacy do tresSci materiatu dotyczacej wykorzystania kombinacji do zliczania
obiektow.

W ponizszym przyktadzie jeszcze inny przyktad zastosowania kombinacji - pami¢taj, ze
kombinacje wykorzystujemy w takich przypadkach, gdy kolejnos¢ losowania nie ma
znaczenia.

Przyktad 4

W partii n wyprodukowanych srub w jest wykonanych wadliwie. Obliczymy, ile jest
mozliwosci, ze wsréd m wylosowanych srub, doktadnie d okaze si¢ wadliwych.

Wylosowa¢ doktadnie d §rub wadliwych, z ogélnejliczby w $rub wadliwych, mozna na

(Z) Sposobow.

Pozostate wylosowane $ruby majg by¢ dobre. Tych m — d $rub nalezy wylosowa¢ zn — w
srub dobrych.

Mozna to zrobi¢ na

<n B w) Sposobow.

m—d

Wszystkich mozliwosci jest zatem

() (%)

Odpowiedz:

Jest (1:;) : (n B 12) mozliwosci wylosowania srub wadliwych.
m [—


https://zpe.gov.pl/a/D15cG6tfl

Ponizej klasyczny przyktad probleméw z kontekstem realistycznym, zapisanych jezykiem
kombinatoryki.

Przyktad 5
Obliczymy, na ile sposobéw mozna rozmie$ci¢ w n rozréznialnych szufladach k:

a. nierozroznialnych szalikow, jezeli kazda szuflada moze zawiera¢ co najwyzejjeden
szalik,

b. rozroznialnych szalikow, jezeli nie ma ograniczenia na liczbe szalikow, ktore mogg
sie zmieSci¢ w jednej szufladzie,

c. rozroznialnych szalikow, jezeli kazda szuflada moze zawiera¢ co najwyzejjeden
szalik.

Rozwigzanie:

a. Zauwazmy, ze n > k. Szaliki s3 nierozroznialne, wiec liczba wszystkich sposobow
wyboru jest rowna liczbie kombinacji k-elementowych ze zbioru n-elementowego,

. (n
czyli <k>

b. Kazdy z k szalikéw mozna umiesci¢ w jednejz n szuflad. Zatem dla pierwszego
szalika jest n mozliwosci, dla drugiego szalika jest n mozliwosci,

dla k-tego szalika jest n mozliwosci. Wszystkich mozliwosci jest wiec:
c. W tym przypadku n > k. Dla pierwszego szalika jest n mozliwo$ci wyboru szuflady,

dla drugiego szalika jest (n — 1) mozliwosci wyboru szuflady,

dla k-tego szalika jest (n — k + 1) mozliwo$ci wyboru szuflady. Wszystkich

mozliwosci jestwiec:n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1) = —(nf!k)g :

Stownik
permutacja z powtoérzeniami

permutacjg z powtorzeniami zbioru n-elementowego, nazywamy kazdy ciag n-
wyrazowy utworzony z elementow tego zbioru, wsrod ktorych pewne elementy
powtarzaja si¢ odpowiednio nq, ng, . . ., ng razy; liczba elementow permutacii

z powtorzeniami wyraza si¢ wzorem:

n T onglmgle . my!

Pnlan27"'7nk n!



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem edukacyjnym pokazujgcym przyktady wykorzystania wariacji
z powtdrzeniami w rozwigzywaniu zadan z kontekstem realistycznym. Sprébuj najpierw
samodzielnie rozwigzac¢ zapisane tam problemy, a nastepnie poréwnaj z zamieszczonymi

w filmie edukacyjnym.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DfwPXwot4

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej kombinatoryki w praktyce.

Polecenie 2

Uczen wypetnia test sktadajacy sie z 10 pytan. Do kazdego zadania sg cztery odpowiedzi do

wyboru: A, B, C, D. Oblicz, na ile sposobéw uczer moze wypetnic test.


https://zpe.gov.pl/a/DfwPXwot4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

lle réznych wyrazow szescioliterowych (majacych sens lub nie) rozpoczynajacych sie od litery
p mozna utworzy¢ z liter m, n, o, p, r, §? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 6! 5l
O 6l
O 6l-5!

O 5l

Cwiczenie 2 @)

Z Kalinowa do Grochowa prowadzi 7 drég. lloma sposobami mozesz dojs¢ z Kalinowa do
Grochowa i z powrotem, jesli nie bedziesz wracac tg sama droga? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

) 5-6-7
O 6.7
O 2

O 6




Cwiczenie 3 @
Uzupetnij zdanie, wpisujac odpowiednig liczbe.

W akwarium ptywa 20 rybek, w tym 3 ztote. Wytawiamy (bez zwracania) 5 rybek. Sposobow

wytowienia jednej ztotej rybki (i czterech w innych kolorach) jest

Cwiczenie 4

Rozmieszczamy 9 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 9 w trzech pudtach: A, B, C.
Potacz w pary opis sposobu rozmieszczenia i liczbe tych sposobow.

W pudle A jest kula nr 1. 9.28
W pudle C jest doktadnie jedna kula. 294+9.28
W pudle A jest co najwyzej jedna kula. 1.38
Pudto B jest puste. %
W pudle B jest przynajmniej jedna kula. 39— 2°
Cwiczenie 5

Uzupetnij zdanie, przeciggajac odpowiednig liczbe.

Uczen wypetnia test sktadajacy sie z 10 pytan. Aby odpowiedzie¢ na dane pytanie, uczen musi

wybrac i zaznaczy¢ jedna z odpowiedzi: A, B, C' lub D. Sposobow takiego wypetnienia testu

) [3- 9[- 2 ][5




Cwiczenie 6

Ze skrzyni w ktorej jest 10 klejnotdw: 6 szmaragdow i 4 perty, wyciggamy 3 klejnoty.
Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Same perty mozna O O
wyciaggnac na 4 sposoby.

Doktadnie jedng perte

mozna wyciagnac¢ na 60 O O
sposobow.

Co najmniej dwie perty

mozna wyciagnac na 18 O O
sposobow.
Same szmaragdy mozna
O O

wyciggnac na 24 sposoby.

Cwiczenie 7 @

Przy okragtym stole stoi 2n krzeset. Przy stole ma usig$¢ n kobiet i n mezczyzn. Oblicz, naile
sposobow mogg to zrobic, jezeli osoby tej samej ptci nie mogg siedziec¢ obok siebie.

Cwiczenie 8 @

Kazdy z 50 przyjaciét wystat sms z zyczeniami $wigtecznymi do pewnych 25 pozostatych (nikt
nie wystat dwdch smséw do tej samej osoby).

Wykaz, ze istnieja dwaj tacy chtopcy K i M, ze chtopiec K wystat sms do M i M wystat sms
do K.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Praktyczna kombinatoryka

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, speiniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzorow na liczb¢: permutacji, kombinaciji
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje aparat kombinatoryczny do zliczania obiektow osadzonych w kontekscie
realistycznym;

» tworzy model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym;

» wykorzystuje zintegrowana wiedze rozwigzujgc problemy kombinatoryczne.



Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e mini-test;
e drama;
e kosz i walizka.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wypelniajg mini-test, ktorego celem jest powtorzenie wzorow
kombinatorycznych.

2. Test moze by¢ wczesniej przygotowany przez ucznia wyznaczonego przez nauczyciela
lub przez nauczyciela.

3. Po rozwiazaniu testu, kazdy uczen dokonuje samooceny - sprawdzajac poprawnos¢
udzielonych odpowiedzi.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 6 grupach. Grupa 1 zapoznaje si¢ z Przykltadem 1 z sekciji
»Przeczytaj’, grupa 2 z Przyktadem 2, grupa 3 z Przyktadem 3, grupa 4 z Przyktadem 4,
grupa 5 z Przykladem 5, grupa 6 z przyktadami z sekciji ,Film edukacyjny”.

2. Zadaniem kazdej grupy jest przygotowanie w formie krotkiej dramy zadania podobnego
typu i zaprezentowanie pozostaltym osobom, w taki sposob, aby tatwo mogty je
rozwigzac.

3. W ten sposob wszystkie zadania zawarte w sekcji ,,Przeczytaj” i sekcji ,Film edukacyjny”
powinny zosta¢ oméwione i wspolnie przeanalizowane.

4. Rola nauczyciela sprowadza si¢ do ewentualnych korekt w przedstawianych
problemach.

5. Zakonczeniem tej czesci zajec¢ jest indywidualne rozwigzanie przez uczniow ¢wiczen
interaktywnych 1 - 3 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace¢ grup.
Uczniowie dokonuja ewaluacji zaje¢ metodg kosza i walizki — wskazujgc interesujgce
momenty zaje¢, przydatne wiadomosci i ewentualnie swoje ,potkniecia” czy momenty
zaje¢ malo interesujace.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne 4 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:

Liczba wszystkich k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego
Wskazowki metodyczne:

Film edukacyjny moze by¢ wykorzystany do pracy na zajgciach dotyczacych wariacji
z powtorzeniami.
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