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Kat dwuscienny

Zrédto: Matthew T. Rader, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/, domena publiczna.

Podczas wykonywania prostej czynnoS$ci otwierania drzwi, nie zastanawiamy sie jaki kat
utworzy skrzydto drzwi i ich oScieznica.




Okazuje sie, ze tego rodzaju kat mozna zdefiniowac jako kat dwuscienny. W materiale
wprowadzimy definicje kata dwusciennego oraz wskazemy wystepowanie tych katow
w brylach geometrycznych. Opierajac si¢ na wiedzy teoretycznej oraz omoéwionych
przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz definicje kata dwusciennego.
e Rozpoznasz katy dwuscienne w brylach geometrycznych.
o Zastosujesz zdobyta wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.




Przeczytaj

Wprowadzmy definicje kata dwusciennego.
Definicja: Kat dwuscienny

Dane s3 dwie polplaszczyzny o wspolnejkrawedzi, ktore dzielg przestrzen na dwie

czesci.

Katem dwusciennym nazywamy sum¢ dwoch potplaszezyzn o wspoélnejkrawedzi
i jednego z dwoch obszarow, ktore te potplaszczyzny wycinajg z przestrzeni.

wnetrze

Sciany
krawedz

Wspo6lna krawedz potplaszczyzn nazywamy krawedzig kata dwusSciennego,
a polplaszczyzny - §cianami kata dwusciennego.

Wyroéznia si¢ szczegolne rodzaje kata dwusciennego:
» kat dwuscienny zerowy - kat, ktorego Sciany pokrywajq sie, a wnetrze jest puste,
» kat dwuscienny polpelny - kat, ktorego Sciany uzupelniajg si¢ do jednej ptaszczyzny,

» kat dwuscienny pelny - kat, ktorego Sciany pokrywaja si¢, a wnetrze wypelnia cala
przestrzen.

Przyktad 1



Na ponizszym rysunku ostrostupa czworokgtnego zaznaczono pewien kat dwuscienny.
Opiszemy etapy wyznaczania tego kata.

Rozwigzanie:

1. Wyznaczamy krawedz wspolng sgsiednich Scian bocznych - jest to krawedz boczna
ostrostupa.

2. Na wybranych Scianach bocznych wykreslamy odcinki, ktore sg prostopadte do
wyroznionej krawedzi boczne;.

3. Narysowane odcinki sg wysoko$ciami trojkatow bedgcych scianami bocznymi
ostrostupa.

4. Kat pomiedzy narysowanymi odcinkami jest katem dwusciennym.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy szesciokatny
ABCDEFA’'B'C’'D’'E’F".
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Wyznaczymy krawedz oraz $ciany kata dwusSciennego, bedgcego katem miedzy
sasiednimi $cianami bocznymi w tym graniastostupie.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze istnieje dokladnie 12 takich katow.
Jednym z nich jest kat, w ktorym:
» krawedz to odcinek CC”,
« Sciany to polplaszczyzny BCC'B’ oraz CDD’C".
Pozostate krawedzie oraz Sciany katow dwusciennych podaje si¢ analogicznie.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono szeScian o krawedzi a z zaznaczong ptaszczyzna m
przechodzacg przez przekatne przeciwleglych $cian bocznych. Opiszemy zaznaczone
katy a, B, v z rysunku.
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Rozwigzanie:

Na rysunku zaznaczono ponizsze katy dwuscienne:

a - kat pomiedzy sasiednimi $cianami bocznymi sze$cianu,

B - kat nachylenia plaszczyzny 7 do ptaszczyzny podstawy szescianu,
v - kat nachylenia plaszczyzny 7 do $ciany bocznej szeScianu.

Przyktad 4

Na rysunku zaznaczono kat dwuscienny pomiedzy ptaszczyzng przechodza przez
przekatng podstawy szescianu i jeden z wierzchotkow gornej podstawy, a ptaszczyzna
podstawy tego szeScianu. Wyznaczymy dtugosci odcinkoéw x oraz y, ktore sa zawarte
w ramionach tego kata, wiedzac o tym, ze krawedz prostopadtoscianu ma dlugos¢ a.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze odcinek z jest rowny potowie dtugosci przekatnej podstawy szescianu,
zatem

_ a2

)

Dtugos¢ odcinka y mozemy wyznaczyc z twierdzenia Pitagorasa, korzystajgc z trojkata
prostokatnego, jak na ponizszym rysunku.
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Ciekawostka

Istniejg rowniez katy wieloScienne. Kgt wieloScienny jest czeScia przestrzeni, domknietg
skonczona liczbg katow plaskich, ktore maja wspolny wierzchotek i kazde dwa nastepne

katy majg wspoélne ramie.

Podobnie, jak w przypadku katoéw ptaskich, w katach dwusciennych wyroéznia sie katy
wypukle i wkleste. Oba rodzaje tych katow przedstawiono na ponizszych rysunkach.
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Stownik

prostopadtoscian

rownolegloscian, w ktorym dowolne dwie $ciany majgce wspolng krawedz sg prostopadte
ostrostup

wieloScian, ktorego podstawg jest dowolny wielokat, a Sciany boczne trojkgtami
o wspolnym wierzchotku




Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOo5pXXHC


https://zpe.gov.pl/a/DOo5pXXHC

Polecenie 2

Zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.

O

Jezeli Sciany kata dwusciennego uzupetniajg sie do jednej ptaszczyzny, to taki kat
jest potpetny.

Sciana kata dwusciennego jest potptaszczyzna.

Sciana kata dwusciennego jest ptaszczyzna.

Kat pomiedzy $cianami bocznymi graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma
zawsze miare 90°.

Krawedzig kata dwusciennego jest wspdlna krawedz jego $cian.

Sciany kata dwuéciennego maja zawsze dwie wspdlne krawedzie.

Kat dwuscienny jest katem ptaskim.

Kat dwuscienny miedzy sasiednimi Scianami w szescianie ma taka samg miare jak kat
dwuscienny miedzy sasiednimi $cianami bocznymi w ostrostupie prawidtowym
czworokatnym.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono szescian ABC DEFG H oraz zaznaczono kat dwuscienny a.

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Krawedzig zaznaczonego kata dwusciennego jest odcinek AB.
O Scianami kata dwusciennego « sa potptaszczyzny KLCD oraz KLGH.

() Scianami kata dwusciennego « sa pétptaszczyzny K LCD oraz CGHD.




Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono graniastostup trojkatny ABCDEF..
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Zaznacz wszystkie zdania, ktore sg prawdziwe.

0 Dowolna potptaszczyzna, zawierajagca sciane boczng graniastostupa z rysunku
tworzy 3 katy dwuscienne z sasiednimi Scianami.

0 Istnieje doktadnie 18 katow dwusciennych, ktére tworzg pétptaszczyzny
zawierajace Sciany graniastostupa.

0 Jezeli jedna $ciang kata jest potptaszczyzna ABC, to druga $ciang kata
dwusciennego moze by¢ pétptaszczyzna DEF'.

0 Jezeli jedna $ciang kata dwusciennego jest $ciana ABC, to druga $ciang moze by¢
dowolna pétptaszczyzna zawierajgca sciane boczng graniastostupa.



Cwiczenie 3 @

Uzupetnij tekst dotyczacy kata dwusciennego.

Dwie pétptaszczyzny wyznaczajacei ‘to tego kata, natomiast czesé¢ wspodlna

‘ obszar ’ ‘ Sciany ’ ‘ kat dwuscienny ’ ‘ Whetrze ’ ‘ figura geometryczna ’ ‘ krawedzi ’

‘ po6tptaszczyzny ’ ‘ krawedz ’

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Rozwiaz krzyzowke.

Rodzaj kata, ktoéry tworza dwie potptaszczyzny o wspadlnej krawedzi.
Jest nig Sciana kata dwusciennego.

Najczesciej podawana w stopniach lub radianach dla kata.

Wspdlna dla dwoch potptaszczyzn.

Figura wycieta z przestrzeni przez sciany kata dwusciennego.

S L T S I o

Suma Scian i wnetrza kata dwusciennego.

Cwiczenie 6

Narysuj szeScian ABCDEFGH i zaznacz:

a. kat pomiedzy ptaszczyzng ABK, gdzie K jest srodkiem krawedzi GH, a ptaszczyzna
podstawy ABCD tego szescianu,

b. kat pomiedzy ptaszczyzng ABH, a ptaszczyzng podstawy ABC'D tego sze$cianu.



Cwiczenie 7 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dany jest czworos$cian foremny ABC' D. Wéwczas:

() Krawedzig wspdlng ptaszczyzn ABC' i BDC jest odcinek AD.

() Miary katéw miedzy $cianami tego czworoscianu nie zaleza od wyboru $cian.

Istnieje jedna ptaszczyzna, zawierajaca Sciane czworoscianu, ktora nie tworzy kata
() dwusciennego z zadng z pozostatych ptaszczyzn, zawierajacych $ciany tego
czworoscianu.

Cwiczenie 8 O

Uporzadkuj w odpowiedniej kolejnosci etapy wyznaczenia kata dwusciennego pomiedzy
$cianami bocznymi w ostrostupie prawidtowym szesciokagtnym.

Narysowane odcinki s wysokos$ciami tréjkatéw bedacych scianami bocznymi

ostrostupa. v
Na wybranych scianach bocznych wykreslamy odcinki, ktore sg prostopadte do R
wyroznionej krawedzi boczne;. M
Kat pomiedzy wysokosciami $cian bocznych jest katem dwusciennym. =
Wyznaczamy krawedzZ wspdlng sasiednich $cian bocznych. =



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Kat dwusScienny

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata dwusciennego
miedzy potptaszczyznami;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje kat dwusScienny;
» wykorzystuje zdobytg wiedz¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

dyskusja;

liga zadaniowa;

metoda kota i myszy;

objasnienie nowejwiedzy.

Formy pracy:



e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Kgt dwuscienny” i celow zaje¢, przejscie do
wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy moézgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Aplet”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum klasy i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg je na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metodg kot i mysz
rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz si¢”. Mysz stara si¢ jak najlepie;
rozwiazac zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po dwoch nieudanych probach kot
»fapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow odwracajg sie
i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
Kat miedzy prostymi a ptaszczyznami w graniastostupach
Wskazowki metodyczne:

« Materiat w sekcji ,Aplet” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu
wiadomosci dotyczacych kata dwusciennego.
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