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Zrodto: Johannes Plenio on Unsplash, domena publiczna.

Wyrazenia wymierne wymagajg zawsze okreslenia zatozen, ktore gwarantujg, ze

w mianowniku takiego wyrazenia nie pojawi si¢ wartos¢ zero. Czy zastanowito Ci¢
dlaczego z zerem w matematyce wigzg sie liczne klopoty i kto odkryt zero? Wbrew
powszechnym przekonaniom, ze zero jest uzywane w matematyce tak samo dtugo, jak inne
liczby, warto wiedzie¢, ze zarowno cywilizacja grecka, jak i rzymska nie uzywaly symbolu
zera. Poczatkowo w systemie pozycyjnym w miejscach, w ktorych wystepowat brak
okreslonej cyfry na danej pozyciji, zostawiano puste miejsca. Jednak prowadzito to do
licznych nieporozumien i niejednoznacznych sytuaciji.

W systemie babilonskim (ok. III w p. n. e.) puste miejsca zaczeto wypetnia¢ dwoma matymi
trojkacikami. Z kolei Majowie uzywali zera w swoim skomplikowanym kalendarzu. Jednak
zero, ktorego uzywamy wspolczesnie, zostato wynalezione w Indiach i rozpowszechnione
przez matematykow arabskich. W si6dmym wieku naszej ery hinduski matematyk
Brahmagupta ustalit zasady arytmetyczne dotyczace dziatan zawierajacych zero, jednak nie
rozstrzygnat problemu dzielenia przez zero.

Twoje cele

» Rozwigzesz nieréwnosSci wymierne.



https://unsplash.com/@jplenio?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText
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e Rozwazysz rozne zbiory rozwigzan nieréwnosci wymiernych w zaleznosci od
warto$ci parametru.

» Powigzesz pojecia algebraiczne z ich reprezentacjg geometryczng.

» Powigzesz umiejetnos¢ rozwigzywania nierownosci wymiernej z innymi
umiejetnoSciami matematycznymi takimi, jak szkicowanie wykresow funkcji
i korzystanie z ich wlasnosci.



Przeczytaj

Parametrami nazywamy litery, ktore w zadaniu oznaczajg liczby dane. Parametry zwykle
oznacza si¢ poczatkowymi lub srodkowymi literami alfabetu. Rola parametru sprowadza sie
do tego, ze w zaleznosci od jego wartosci dana nier6wnosSc¢ speinia, badz nie, zadane
warunki dotyczgce zbioru jej rozwigzan lub innych wtasnosci.

Definicja: nieréwnos¢ wymierna

NierownoS$cia wymierna nazywamy nierownos¢ postaci: Wia) ~ oub X2 < 0, lub

V(z) V(z)
W) > 0, lub W) <0, gdzie W(z)i V(z) sq wielomianamii V(z) nie jest
V() V(z) 8 J

wielomianem zerowym.

Kazdejnierownosci wymiernej mozemy przyporzadkowac rownowazna jej (w danej
dziedzinie) odpowiednig nierownos¢ wielomianowa:

¢ > 06 W) V(z)>0

¢« T <0e W) V(z) <0

« T 206 W) V(z) >0

- <06 W) V(z) <0

Przyktad 1

Pokazemy, dla jakich wartoSci parametru m nieré6wnos¢ $§T3 < 3 jest prawdziwa dla

wszystkich liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie:

2m
x2+3 <3

Okres$lamy dziedzine nieréwnosci: ¢ € R.

Poniewaz mianownik jest stale dodatni, mnozymy nierownos¢ obustronnie przez ten
mianownik otrzymujac:

2m < 3(z* + 3)

Po wykonaniu przeksztalcen rownowaznych oraz uporzadkowaniu otrzymujemy
nieré6wnos¢ kwadratowa:

322 —2m+9 >0



javascript:void(0);

Poniewaz wspotczynnik a jest dodatni, wiec aby ta nier6wnosc¢ byta prawdziwa dla
wszystkich liczb rzeczywistych, jej wykres musi by¢ potozony ponad osig X. Zatem
spetniony musi by¢ warunek:

A <O

A=—-4-3-(—2m+9)=24m — 108

24m — 108 < 0 < 24m < 108 & m < 4%

Odpowiedz:

Dana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych dlam & (—oo, 4%)
Przyktad 2

. . . Ve . . ’ 7 7 3 2— —_ . . ’
Pokazemy, dla jakich warto$ci parametru a nier6wno$¢ “i—_aml < 0 nie ma rozwigzan

catkowitych dodatnich.

Ustalmy dziedzine nieréwnosci: ¢ € R \ {a}.

Danej nierownosci przyporzadkujmy rownowazng jej nierownos¢ wielomianowg:

(2 +2*—z—1)(z—a) <0

Wielomian stopnia trzeciego rozt6zmy na czynniki liniowe drogg grupowania wyrazow:
[2®(z+1)— (z+1)](x—a) <0

(z+1)(z2 —1)(z —a) <0

(z+1)(z+1)(x—1)(z—a) <0

(z+1)*(x—1)(z —a) <0

Miejscami zerowymi (pierwiastkami) otrzymanego wielomianu sa liczby: ¢ = —1, x = 1,
T =a.
Zauwazmy ponadto, ze * = —1 jest pierwiastkiem podwojnym.

Aby przedstawic¢ ilustracje graficzng nieréwnosci i ustali¢ jej rozwigzania, nalezy
rozwazy¢ b przypadkow:

1. a < —1, wtedy rozwigzaniem nierownosci sg liczby rzeczywiste
z € (a,—1) U (—1,1), awiec nie ma w zbiorze rozwigzan liczb catkowitych
dodatnich.


javascript:void(0);

X
2.a = —1, wtedy nieré6wno$¢ przyjmuje postac:
(z+1)*(x—1)(x—a) <0
(z+1)(z—1)(z+1) <0
(z+1)°(z—1) <0
Zauwazmy, ze £ = —1 jest pierwiastkiem trzykrotnym wielomianu. Zatem

rozwigzaniem nieréwnosci sa liczby rzeczywiste € (—1, 1), a wiec nie ma
w zbiorze rozwigzan liczb catkowitych dodatnich.

3.a € (—1,1), wtedy rozwigzaniem nieréwnosci sg liczby rzeczywiste z € (a, 1),
a wiec nie ma w zbiorze rozwigzan liczb catkowitych dodatnich.


javascript:void(0);

=Y

4.a = 1, wtedy nier6wnos¢ przyjmuje postac:
(z+ 1)@z —1)(z—a) <0
(x+ 1)z —1)(z—1) <0
(z+1)2@z—-17%<0

Zauwazmy, ze oba pierwiastki x = —1 oraz = 1 s3 podw0jne, zatem nieréwnosc
jest sprzeczna: x € (), a wiec nie ma w zbiorze rozwigzan liczb catkowitych
dodatnich.

5.a > 1, wtedy rozwigzaniem nieréwnosci sg liczby rzeczywiste z € (1,a), a wiec oile
a < 2,to nie ma w zbiorze rozwigzan liczb catkowitych dodatnich, ale jesli a > 2 (jak
na ponizszym rysunku), to zbior rozwigzan zawiera co najmniejjedna liczbe
catkowitg dodatnig.

Odpowiedz:

o R . L : :
Nierownos¢ £t2=2-1 < () nie ma rozwigzan catkowitych dodatnich dlaa € (—oo0, 2).

Przyktad 3



Pokazemy, dla jakich warto$ci parametru b wykresy funkcji f(z) = %, gdziexz # 0, b # 0
oraz g(z) = (b — 1)z nie majg punktéw wspolnych.

Zauwazmy, ze wykresem funkcji f(z) = % jest hiperbola potozona w
o Iilll ¢wiartce ukladu wspotrzednych, jesli b > 0 lub
o wIIiIV ¢wiartce uktadu wspotrzednych, jesli b < 0,

za$ wykresem funkcji g(z) = (b — 1)z jest prosta przechodzaca przez poczatek uktadu
wspolrzednych oraz

o IiIlII ¢wiartke ukladu wspolrzednych, jesli b > 1 lub
e IIi IV ¢wiartke ukladu wspotrzednych, jesli b < 1.

Aby ustali¢ kiedy prosta nie bedzie miata punktow wspolnych z hiperbolg, rozwazymy
nastepujace przypadki uwzgledniajace rozne potozenia prosteji hiperboli:

e b<0ib<1lebe (—00,0),np.

Y
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Grafika pokazuje, ze w takim przypadku wykresy funkcji maja zawsze dwa punkty
wspolne, poniewaz ,zajmujg” te same ¢wiartki uktadu wspotrzednych.

e b<0ib>1ebel.

e b>0ib<1<be(0,1),np.



g:y=—0,6x

-6 -5 4 -3 = 10 12 3 4 5 6X

W tym przypadku wykresy funkcji przebiegajg przez rozne ¢wiartki uktadu
wspolrzednych, a zatem nie majg punktow wspolnych.
e b>0ib>1<be (1,00),np.

-
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=2
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g:y =2

W tym przypadku wykresy funkcji majg zawsze dwa punkty wspolne, poniewaz
»zajmujq” te same ¢cwiartki uktadu wspotrzednych.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek szczegolny, tj.

« b=1= f(z) = + oraz g(z) = 0, wykresy funkcji nie maja punktow wspélnych.



Odpowiedz:

Wykresy funkcji f(z) = L, gdzie z # 0, b # 0 oraz g(z) = (b — 1)z nie maja punktow
wspoélnych dlab € (0,1).

Przyktad 4

Dana jest funkcja wymierna f(z) = kx%ki_z, gdzie z # k, k # 0. Pokazemy, dla jakich
wartosci parametru k funkcja ta jest funkcja przedzialami malejacg, posiadajacq ujemne
miejsce zerowe.

Wykonamy przeksztalcenie wzoru funkcji do postaci kanoniczne;j:

_ ka4k2—2 _ k(z—k)+2k*—2 2k%—2
flz) = == =k+ S

z—k o z—k T

Aby funkcja ta byla przedziatami malejgca, musi speinia¢ warunek:

2k2 —2>0
E2—-1>0
Stad

(k—1)(k+1)>0



-

4+ +

Zatemdla k € (—o0, —1) U (1, 00) badana funkcja jest przedziatami malejgca.

Zbadamy teraz dla jakich wartoéci parametru k funkcja y = f(x) posiada ujemne miejsce

ZETOWE:

flz) =0 2tk =2 — 0o g+ k2 —2=0
z—k

kr =2—K|:k#0

Zatemdla k € (—\/5, 0) U (\/5, oo) badana funkcja ma ujemne miejsce zerowe.

\/5___

=Y



Pozostaje ustalenie, dla jakich warto$ci parametru k spetnione sa oba warunki:

=¥

V2 1 0 1 V2

Odpowiedz:

funkcja f(z) = ’“:sz”, gdzie x # k jest funkcja malejaca posiadajgca ujemne miejsce

zerowe dla k € (—\/5, —1) U (\/5, oo).

Stownik

dziedzina

dziedzing nierownosSci wymiernej ?//((;:)) > 0lub I;/((f)) < 0, lub “/I//((;’)) > 0, lub Vg((j))

<0
jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych z wytaczeniem pierwiastkow wielomianu V()
pierwiastek podwadjny wielomianu

liczbe p nazywamy pierwiastkiem podwojnym (lub dwukrotnym) wielomianu W (x)
wtedy, gdy wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci W(z) = (z — p)* - Q(z), gdzie

Q(p) #0

pierwiastek k-krotny wielomianu

liczbe p nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W (z) wtedy, gdy wielomian
ten mozna przedstawi¢ w postaci W (z) = (z — p)* - Q(z), gdzie Q(p) # 0




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjg i wystuchaj uwaznie rozwigzan nieréwnosci w niej przedstawionych.
Po obejrzeniu animacji wykonaj polecenia 1 i 2. Postaraj sie rozwigzac zaproponowane
nieréwnosci samodzielnie, a nastepnie przeprowadz samokontrole za pomocg zatgczonych

rozwigzan.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15QBilpb

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejnieréwno$ci wymiernych z parametrem.

Polecenie 2

Dla jakich wartosci parametru k funkcja f(x) = gﬁﬁ przyjmuje wartosci ujemne dla

argumentéw ze zbioru (—oo, —1) U (2, 00)?
Polecenie 3

Dla jakich wartosci parametru a wartosci funkcji f(z) = % sg mniejsze od wartosci funkcji
g9(z) = —2z + a dla argumentéw z € (—00,0) U (5,2)?



https://zpe.gov.pl/a/D15QBiIpb

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2mo- 1 jest przedziat

3—z
(3,7) dla m réwnego:

O -1

O -2

O 0

O -3
Cwiczenie 2 G
Cwiczenie 3

2
Dla jakich wartosci parametru p nieréwnoé¢ % > 0 jest spetniona dla wszystkich liczb

rzeczywistych?

Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(z) = m?;fm z? + (m — 2)z — ;25 osiaga

wartos¢ najmniejsza dla x = %?



Cwiczenie 5

Dla jakich wartosci parametru a funkcja f(z) = % jest malejaca dla x € (—3,0) oraz

T € (0, 3)? Zaznacz poprawng odpowiedz sposréd podanych.

() Dlaac®
() Dlaa € {-3,3}
() Tylkodlaa = —3

() Tylkodlaa =3

Cwiczenie 6 @
. .. . 222 . . .
Dane jest wyrazenie wymierne W = %’ﬁf’. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi
wsrod podanych:
222 +3mz+5

Rozwigzaniem nieréwnosci < 1 jest zbior jednoelementowy dla

m € {—%,0}

x2—2x+4

O

(] Wszystkie odpowiedzi sa poprawne

222 +3max+5

po rw > 1 jest zbior liczb rzeczywistych dla

Rozwigzaniem nieréwnosci
m € (—oo0, —%> U (0, 00)

0J

(] Dziedzing wyrazenia jest zbior liczb rzeczywistych

Cwiczenie 7 @

Dla jakich wartosci parametru m, dziedzing funkcji f(x) = Tgfff jest suma przedziatow:

(—oo,—1)U(—2,1)?

Cwiczenie 8 @

Dla jakich wartosci parametru & funkcja f(x) = %x — 1 ma mniejsze miejsce zerowe niz
. 2k—1
funkcja g(z) = 5 + 3?2



Dla nauczyciela

Autor: Karolina Nowak
Przedmiot: Matematyka
Temat: Nierownos$ci wymierne z parametrem

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
IIl. Rbwnania i nierownosci.
Zakres podstawowy. Uczen:

7) rozwigzuje rbwnania wymierne postaci V‘[/,((wm)) = 0, gdzie wielomiany V (z) i W(z) sa

zapisane w postaci iloczynowe;j.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe typu: W (z) > 0, W(z) > 0, W(z) < 0, W(z) <0
dla wielomianow doprowadzonych do postaci iloczynowejlub takich, ktére dajg sie
doprowadzic¢ do postaci iloczynowej metodg wylaczania wspolnego czynnika przed nawias
lub metodg grupowania;

2) rozwigzuje rOwnania i nierownosci wymierne nie trudniejsze niz
z+1 1 2x .
20 T ot 2 e

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje nier6wnos¢ kwadratowg, wymierna,
» przeksztalca wyrazenia wymierne,
« stosuje wlasnosci funkciji,



 oblicza pochodng ilorazu funkcii,

 dokonuje analizy informacji i wyciaga wnioski,

 czyta ze zrozumieniem, 1gczy fakty, dostrzega zaleznosci,

e argumentuje i uzasadnia swoje dzialania,

 integruje wiadomosci i umiejetnosci z roznych dziatéw matematyki.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm,
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa,
o dyskusja,
e obserwacja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw parach/matych grupach,
e praca zespotowa.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,

 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda,

« monitor interaktywny,

 tablet graficzny.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Wprowadzenie” oraz
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobg o odczytanie tematu lekcii tj. ,Nierownos$ci wymierne
z parametrem” oraz okres§la cele i kryteria sukcesu w jezyku ucznia.

2. Nauczyciel inicjuje rozmowe z uczniami na temat rozwigzywania rownan liniowych
i kwadratowych z parametrem. Metodg burzy mézgoéw uczniowie podaja rozne
skojarzenia ze stowem ,parametr”. Nauczyciel tworzy za pomoca aplikacji internetowej
chmure wyrazow zawierajaca te skojarzenia.



3. Nauczyciel zadaje pytania kontrolne dotyczace przyktadow z sekciji ,Przeczytaj’, aby
uzyskac informacje o stopniu zrozumienia przez uczniow opisanych przyktadow.

Faza realizacyjna:

1. Wszyscy uczniowie ogladaja animacje przedstawiajacq przyklady rozwigzan
nierownosci wymiernych z parametrem.

2. Uczniowie w parach rozwigzujg ostatnie zadanie zaprezentowane w animacii,

a nastepnie analizuja swoje rozwigzania porownujac je z rozwiazaniem kontrolnym.
Sporzadzajg liste pytan, ktore sg prezentowane na forum klasy. Wymieniaja si¢
spostrzezeniami, odpowiadajg na pytania.

3. Uczniowie pracujg w zespotach realizujgc Polecenie 1 (3 zespoty) oraz Polecenie 2 (3
zespoly). Po wykonaniu zadania zespoty, ktore rozwigzywaly ten sam problem
wymieniaja si¢ rozwigzaniami i sprawdzaja poprawno$¢ wykonania zadania.

4. Nauczyciel kontroluje prace zespotow, koryguje btedy i wyjasnia ew. watpliwosci.

5. Przedstawiciele dwoch zespotow prezentujg rozwigzanie problemow przedstawionych
w Poleceniu 1 oraz w Poleceniu 2 na forum klasy. Najlepiejjednoczesnie
z wykorzystaniem dwoch tablic.

6. Uczniowie indywidualnie lub w parach przystepuja do wykonania ¢wiczen 1 -4 oraz 6
zamieszczonych w sekcji ,,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie zglaszajg ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie” i wspolnie je omawiajq.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Nierownosci wymierne
z parametrem” i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie
uczniowie nauczyli? Jaka wczesniejszg wiedze i umiejetnosci wykorzystali na lekcji? Co
byto dla nich (lub nadal jest) trudne badz niezrozumiate?

3. Jesli nauczyciel widzi takg potrzebe moze zastosowac na podsumowanie sygnalizacje
Swietlng: uczniowie indywidualnie przypisujg poszczegolnym umiejetnosciom
okreslonym w kryteriach sukcesu kolory: zielony - wszystko zrozumiate, zotty -
zrozumiate czeSciowo i czerwony — niezrozumiate.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie 5.
2. Zadania dla chetnych - ¢wiczenia 7 oraz 8.

Materialy pomocnicze:

» Rozwigzywanie nierownosci wielomianowych - wykorzystanie wzorow skroconego
mnozenia
o Dyskusja liczby rozwigzan réwnania kwadratowego zupeilnego z parametrem


file:///a/DyX0m7l5D
file:///b/PB5estZze

Wskazowki metodyczne:

e Zadania przedstawione w animacji uczniowie mogg wykonac jako prace domowa,
porownujgc swoje rozwigzanie z tym z zaprezentowanym w animacji. Nauczyciel moze
rowniez wykorzysta¢ animacj¢ podczas realizacji tematu” Zbior rozwigzan nierownosci
wymiernej”.

e Szczegoblng uwage warto zwroci¢ na zadanie zamieszczone w Poleceniu 2 i pokazac
inny niz przedstawiony tutaj, sposob rozwigzania zadania, np. poprzez zastosowanie
postaci iloczynowej funkcji kwadratowe;j.

» Po obejrzeniu animaciji nalezy nawigza¢ do konieczno$ci wnikliwego rozpatrywania
wszystkich warto$ci badanego parametru oraz do konfrontowania otrzymanego
wyniku z dziedzina.

« Jesli nauczyciel uzna za stosowne, moze zmienic¢ kolejnos¢ w poszczegolnych fazach
lekciji: zleci¢ uczniom obejrzenie animacji przed lekcja oraz wykonanie polecen 11 2.
W fazie realizacyjnej natomiast przeprowadzi¢ grupowa analize przyktadow z sekcji
~Przeczytaj



