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Zastosowania wzorow do rozwigzywania rownan

trygonometrycznych z parametrem

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Wiesz juz w jaki sposOb rozwigzywac réwnania trygonometryczne réznych typow. W tym
materiale bedziemy rozwigzywac¢ réwnania trygonometryczne, w ktorych wystepuje
parametr. Na ogo6t sg to zadania typu: dla jakich warto$ci parametru rownanie posiada
rozwiazania lub posiada rozwigzania w okreslonym zbiorze. Prezentowane przyktady

w zdecydowanej czesci wykraczaja poza zakres podstawy programowej dla poziomu
rozszerzonego, ale jest to interesujace uzupelnienie poznanych wiadomosci na temat
funkciji trygonometrycznych.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie wszystkie typy wzoréw trygonometrycznych, ktére poznalisSmy na
poprzednich lekcjach.

e Przypomnisz sobie, jak wykorzystywa¢ wtasnosci funkcji trygonometrycznych do
rozwigzywania rownan trygonometrycznych.




Przeczytaj

Rownania trygonometryczne z parametrem to bardzo specyficzne typy rownan. Rzadko
chodzi o to, by rozwigza¢ réwnanie w zaleznosci od wartosci parametru. Znacznie czesciej
dotycza tego, dla jakich wartoSci parametru majg rozwigzania lub ile jest rozwigzan
rownania w zadanym przedziale w zaleznoSci od wartoSci parametru.

W zadaniach wielokrotnie bedziemy wykorzystywac zbiory wartosci funkciji sinus oraz
cosinus, to znaczy bedziemy okreslac zbiory wartosci funkcji zaleznych od funkcji sinus lub
cosinus wystepujacych w zadaniu w przedziale (—1, 1).

Zobaczmy kilka przyktadow.

Przyktad 1

Wyznaczymy takie wartosci parametru a € R, dla ktorych rownanie 2sinz + 3cosz = a
ma co najmniej jedno rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie
Z wyrazen po lewej stronie rownania wyciggnijmy przed nawias v 22 + 32.
Wowczas rownanie przyjmuje postac:

\/22+32( 2 _ging + —2 2cos:z:):a.
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Zauwazmy, ze (TE ) + (—\/1_3 ) 1, a to oznacza, ze istnieje taki kat «, ze

cosa = —2 orazsina = —>—.
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Wobec tego rownanie mozemy zapisa¢ w postaci:

V13(cos asinz + sin a cos ) = a.

Korzystamy ze wzoru na sinus sumy argumentow i otrzymujemy:
V13sin(z 4+ o) = a.

Poniewaz z jest dowolna liczba rzeczywista, wiec funkcja y = sin(a + x) przyjmuje kazdg
wartos¢ ze zbioru: (—1, 1).

Zatem zbiorem wartos$ci funkcji y = v/ 13 sin(z + «) jest przedziat <—\/ 13, v 13>.

Odpowiedz


javascript:void(0);

Rownanie 2 sinx + 3 cos £ = a ma co najmniej jedno rozwigzanie w zbiorze liczb
rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy a € <—\/ 13, v/ ﬁ>
Przyktad 2

4

Wyznaczymy takie wartoéci parametru a € R, dla ktérych réwnanie sin® z + cos*z = a

ma co najmniej jedno rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

Przeksztalcamy rownanie z wykorzystaniem wzoru skroconego mnozenia na kwadrat
sumy:

(sin2 x + cos? m)2 — 2sin’ z cos’ & = a.

Korzystamy z jedynki trygonometryczneji otrzymujemy:

1 —2sin? z cos’ z = a.

Przeksztalcamy rownanie z wykorzystaniem wzoru na sinus podwojonego argumentu:
1-— %sin2 2z = a.

Stad otrzymujemy:

sin? 2z = 2 — 2a.

Poniewaz zbiorem wartoéci funkciji y = sin® 2z jest przedziat (0, 1), to rownanie
sin” 2z = 2 — 2a ma przynajmniej jedno rozwigzanie, gdy

0<2-2a<1.

Odpowiedz
5 <a<l.
Przyktad 3

Wyznaczymy takie wartosci parametru a € R, dla ktorych rownanie
sinx 4 cos x + sin T cos £ = a ma co najmniej jedno rozwigzanie.

Rozwigzanie


javascript:void(0);

Wykorzystujac wzor na kwadrat sumy dwoch dowolnych wyrazen, zapiszmy cigg
rownosci:

2

. 2 _ . . :
(sinz + cosz)” = sin? z + 2sinx cos ¢ + cos? z = 1 + 2sin x cos z.

ZrObmy podstawienie: t = sinx + cos .

t?—1
7

Wowczas mozemy zapisa¢ wyrazenie: sin € cos x =
Rownanie z zadania przyjmuje postac:

t2 +2t — (14 2a) = 0.

Poniewaz sin z + cos ¢ = v/2sin (33 + I ), zatem zbiorem wartoSci funkciji

y = sinx + cos z jest przedziat <—\/§, \/§>, czylit € <—\/§, \/§>

Funkcja f(t) = t* 4+ 2t — (1 + 2a) ma co najmniej jedno rozwigzanie rzeczywiste
w przedziale <—\/§, \/§> wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0i f(\@) > 0. Ten drugi

warunek wynika stad, ze pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli
y = t>+ 2t — (1 + 2a) jest rowna (—1), co oznacza, ze 0sig symetrii paraboli jest prosta
x=—1.

Zatem
A>0a> -1

oraz
f(V2)200a<i+va

Odpowiedz
~1<a<i+V2
Przyktad 4

Wyznaczymy takie warto$ci parametru a € R, dla ktorych rownanie
cos 2z + 2 cos x — 2a® — 2a + 1 = 0 ma doktadnie jedno rozwigzanie w przedziale
(0, 2m).

Rozwigzanie
Korzystajgc ze wzoru na cosinus podwojonego kata zapisujemy rownanie w postaci:

2cos2zc—1—|—2cos:r:—2a2—2a+1:0,
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2cos’z +2cosx — 2a% — 2a = 0.

Aby rownanie z zadania miato doktadnie jedno rozwigzanie w przedziale (0, 27),
jedynym rozwigzaniem powinno by¢ cosz = 1lubcosz = —1.

Przypadek 1

Sprawdzmy zatem, dla jakich warto§ci parametru a rozwigzaniem réwnania
2cos’ x + 2cosx — 2a® — 2a = 0 jest taki z, ze cosz = 1:

1+41—a*—a=0.
Woéwczasa = 1luba = —2.
Dla a = 1 réwnanie z zadania przyjmuje posta¢: cos® z + cosz — 2 = 0.

Stad otrzymujemy: cos x = 1 lub cosz = —2. A zatem dla @ = 1 rownanie z zadania ma
jedno rozwigzanie.

Dla a = —2 réwnanie przyjmuje postaé: cos? x + cosz — 2 = 0. Azatem dlaa = —2
réwnanie z zadania ma jedno rozwigzanie w przedziale (0, 2m).

Przypadek 2

Sprawdzmy zatem, dla jakich warto$ci parametru a rozwigzaniem réwnania
2cos’z +2cosx — 2a® — 2a = 0 jest taki x, ze cosz = —1:

1-1—-a®>—a=0,
a’+a=0.
Wowczasa = 0luba = —1.

Dla takich wartoéci parametru a réwnanie przyjmuje postaé: cos? z + cosz = 0, czyli
cosz = 0lub cosz = —1. Wowczas jednak rownanie z zadania ma w przedziale (0, 27)
trzy rozwigzania.

Odpowiedz

a=-—-2,a=1.

Stownik
sinus sumy argumentow

sin(x +y) =sinz - cosy + cosz - siny,dlaz,y € R



sinus podwojonego kata

tozsamo$¢ trygonometryczna: sin 2 = 2 sin z cos ¢ prawdziwa dla kazdejliczby
rzeczywistej

cosinus podwojonego kata

2

tozsamo$¢ trygonometryczna: cos 2z = cos?  — sin® x prawdziwa dla kazdej liczby

rzeczywistej



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Do réwnania z parametrem a € R dobierz przedziat, do ktérego nalezg parametry, dla ktorych
rownanie ma przynajmniej jedno rozwigzanie.

Polecenie 2
Dla jakich wartosci parametru o € R réwnanie

sin 2z + sinz + sin(z — o) = sina + sin(z + @)

ma 3 rozwiazania w przedziale (0, 7)?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Potacz réwnanie ze zbiorem wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie ma przynajmniej
jedno rozwigzanie.

cosx =a— 2 a€<—%, %>
2cosx +1=4a a€<—%, —%>
sinz —1=2a a€ (-1, 0)

3sinz = 6a+5 a€ (1, 3)



Cwiczenie 2

Woybierz i zaznacz te wartosci parametru a, dla ktérych istnieje rozwigzanie réwnania:
. . 1
3sin’z + 2sinz + 3a—9=0.
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Cwiczenie 3

Wskaz zbior wszystkich parametrow a € R, dla ktérych rownanie 5sinx — 12 cosx = a ma
co najmniej jedno rozwiagzanie.

O (-17, 1)
O <_57 5>
O (-13,13)

O (—12, 12)

Cwiczenie 4

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Zbiorem wartosci parametru a € R, dla ktérych réwnanie
cos 2z + cosx + a — 1 = 0 ma co najmniej jedno rozwiazanie, jest przedziat:

O (-1, 1).

O (% %)



Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowg odpowiedz. Zbiorem wartosci parametru a € R, dla ktérych réwnanie
sin® z + cos® z = 2a + 1 ma co najmniej jedno rozwigzanie jest przedziat:

O (0, 5).

O (%0

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Zbiorem wartosci parametru a € R, dla ktérych réwnanie

cos sin(l—g — w) —sinzx cos(1—7’5 — a:) = 3a + 2 ma co najmniej jedno rozwiazanie jest

przedziat:

O (=51
O (-3 %)

O <_17 1>°

Cwiczenie 7 @

Dla jakich wartoéci parametru a € R réwnanie 2 cos 2z — 4acosz + a? + 2 = 0 ma
przynajmniej jedno rozwigzanie?

Cwiczenie 8 @

Rozwiaz réwnanie sin(x — p) = sin x — sin p w zalezno$ci od warto$ci parametru p.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowania wzorow do rozwigzywania rownan trygonometrycznych
z parametrem

Grupa docelowa:
III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

5) korzysta z wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

6) rozwiazuje rownania i nieréwnos$ci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wigkszym
niz w przykltadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1,2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig¢;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory trygonometryczne na sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katow,
a takze na funkcje trygonometryczne katow podwojonych do przeksztalcen wyrazen,
» wykorzystuje wiasnosci funkcji trygonometrycznych do rozwigzywania rownan
trygonometrycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e drzewo pomystow.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,Zastosowania wzorow do rozwigzywania rownan
trygonometrycznych z parametrem” oraz cele zaje¢, omawiajgc lub ustalajac razem
z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie porownanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przykiady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

3. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 7i 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie grajg w gre edukacyjna. Omawiajg z nauczycielem napotkane problemy.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Zastosowania wzorow do rozwigzywania
rownan trygonometrycznych z parametrem”.
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