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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Wzor funkcji homograficznej mozna zapisa¢ w postaci ogolnejlub w postaci kanoniczne;j.

W tym materiale skoncentrujemy sie na wtasnosciach funkcji homograficznej zwigzanych
z postacia kanoniczng tej funkcij.

Twoje cele

o Przeksztalcisz wzor funkcji homograficznej z postaci ogolnej do postaci kanoniczne;.

o Okreslisz zwigzek postaci kanonicznej funkcji homograficznej z wtasnosciami
funkcii.

o Wykorzystasz posta¢ kanoniczng funkcji homograficznejw zadaniach.




Przeczytaj

Juz wiesz

Funkcja homograficzng nazywamy funkcje wymierng
@) = &7

gdziec # 0iad —cb # 0.

Dziedzing funkcji homograficznejjest zbior R \ {—% :

Powyzszy wzor to postac¢ ogoélna funkcji homograficzne;.

Posta¢ kanoniczna funkcji homograficzne;j:

f(@) = == +qr+0,D; = R\ {p}.

Wykresem kazdej funkcji homograficznej jest hiperbola. Wykres funkciji f(z) = mfp +4q

powstaje w wyniku przesuniecia wykresu funkcji g(z) = - o wektor [p, g|.

T
r—p

Asymptotami wykresu funkcji f(z) = + g s3 proste o rownaniach:

T = p — asymptota pionowa
Yy = g — asymptota pozioma

Zauwazmy, ze funkcja nie jest okreslona dla ¢ = p i wlasnie prosta o rownaniu z = p jest
asymptotg pionowa. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartosci y = ¢ i prosta y = g jest
asymptota pozioma.

Przyktad 1
Przeksztatcimy wzor funkcji f(z) = 2252 do postaci kanonicznej,
Rozwigzanie

flz) = 5.

Wytaczamy w mianowniku liczbe —1:

_ _3z+3
f(z) = @1

Licznik i mianownik mnozymy przez —1.:

flz) = =22,



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Przeksztalcamy licznik tak, by zawieratl wyrazenie z mianownika:

Zapisujemy funkcje w postaci sumy utamkow:

—3(z—1 _
f(z) = m(—l ) + m—61'

Zapisujemy funkcje w postaci kanoniczne;j:

flz) = -3 - L.

Odpowiedz:

Posta¢ kanoniczna funkcji f(z) = 222 to f(z) = — - — 3.
Przyktad 2

Na podstawie wykresu funkcji f(z) = -2 — 2 podamy wiasnosci funkcji, ktore mozna

okresli¢ na podstawie postaci kanonicznejfunkcji homograficzne;.

Rozwigzanie

Aby narysowa¢ wykres funkcji f(z) = =27 — 2 nalezy wykres funkcji g(z) = 2

T

przesung¢ o wektor [—1, —2].

o
]
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Wiasnosci funkcii:
« Dy =R\ {-1}

. ZW; =R\ {-2},



o funkcja jest malejgca w kazdym z przedziatow: (—oo, —1), (—1, 00);
e rownanie asymptoty poziomej y = —2;
e rownanie asymptoty pionowej z = —1.

Powyzsze wlasnosci funkcji mozna okresli¢ na podstawie postaci kanonicznej funkciji.
Przyktad 3

Wyznaczymy wektor, o ktory nalezy przesung¢ wykres funkcji g(z) = =, 7 # 0, aby
otrzymac funkcje o natepujacych wiasnosciach:

« Dy =R\ {4};
. ZW; =R\ {3}.
Rozwigzanie

Skoro funkcja nie jest okreslona dla = 4, to prosta o rownaniu = 4 jest asymptotg
pionowa wykresu tej funkcji. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartosci y = 3 i prosta
y = 3 jest jej asymptota poziomg.

Funkcja g(x) = L, r # 0 posiada asymptoty o réwnaniach: = 0 oraz y = 0, ktére
przesuwaja sie wraz z przesunieciem wykresu funkcji.

Zatem wektor przesuniecia to [4, 3].
Przyktad 4

Wyznaczymy postac¢ kanoniczng funkcji homograficznej, ktorej osiami symetrii sg proste
oréwnaniachy =z + 2orazy = —x — 6.

Rozwigzanie

Osie symetrii wykresu funkcji przecinajg si¢ w tym samym punkcie, co asymptoty
wykresu funkcji. Wyznaczymy punkt przeciecia osi symetrii. W tym celu nalezy
rozwiazac uktad réwnan:

y=x+ 2
y=—-x—6

Rozwigzaniem ukladu réwnan jest paraliczb (—4, —2).

Skoro asymptoty wykresu funkcji przecinaja sie w punkcie (—4, —2), to kazda funkcja
postaci: f(x) = I — 2,7 # 0, okre$la posta¢ kanoniczng tej funkcji.

Przyktad 5



Wyznaczymy wzor funkcji homograficznej wiedzac, ze jest ona rosngca w kazdym
z przedzialow: (—oo, —3), (—3,00), ZW; = R \ {4} oraz do wykresu funkcji nalezy
punkt (—1, 3).

Rozwigzanie

Jesli funkcja nie jest okreslona dla ¢ = —3, to prosta o rownaniu £ = —3 jest asymptotg
pionowa wykresu tej funkcji. Podobnie, funkcja nie przyjmuje wartosci y = 4 i prosta
y = 4 jest jej asymptota pozioma.

W zwigzku z tym, wzor funkcji mozna zapisa¢ w postaci:

f(z) = —= +4

Podstawiamy wspotrzedne punktu (—1, 3) do wzoru funkcii:

r=—2.
OdpowiedZ:

Wzor funkcji f(z) = mfs + 4.

Stownik

funkcja wymierna

funkcja, ktora jest ilorazem dwoch wielomiandw f(z) = vg((f)) , gdzie P(z) #Z 0

asymptota

prosta jest asymptotg danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdluz krzywej, odlegltos¢ tego punktu od prostej dazy do zera; asymptota funkcji to

asymptota krzywej stanowigcej wykres funkcji



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
Zapoznaj sie z symulacja interaktywng, obserwuj jak zmieniajg sie réwnania asymptot

wykresu funkcji w zaleznosci od parametrow p, g, 7.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D5SHXqcVYt

| Polecenie 2

| Polecenie 3


https://zpe.gov.pl/a/D5HXqcVYt

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

Przeciagnij poprawng odpowiedz.
9 [” 3 _4»]7? 9 [7) -3 _477]37
) ’ Y

Aby otrzymac funkcje malejaca w kazdym z przedziatéw: (—o0, 3), (3, 00), ktorej

ZW; = (—o0, —4) U (—4, 00), nalezy wykres funkcji f(z) = { przesuna¢ o wektor

Cwiczenie 6 ®
Cwiczenie 7 @
Podaj postac kanoniczng dowolnej funkcji homograficznej, ktérej osiami symetrii sg
proste o rownaniachy = x + lorazy = —x + 5.

Cwiczenie 8 @

Przeksztat¢ wzor funkcji f(z) = éﬁ—f% do postaci kanonicznej.



Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Posta¢ kanoniczna funkcji homograficznej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(z) szkicuje wykresy funkcjiy = f(z — a),
y=f(@)+by=—f(x),y=f(-=z);

13) postuguije sie funkcja f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztatlca wzor funkcji homograficznejz postaci ogolnej do postaci kanoniczne;j;

» podaje dziedzine oraz zbior wartosci funkcji homograficznejna podstawie jej wzoru
w postaci kanonicznej;

» zna zwiazek postaci kanonicznej funkcji homograficznejz wtasnosciami funkci;

« wykorzystuje posta¢ kanoniczng funkcji homograficznejw zadaniach.

Strategie nauczania:



 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e burza mozgow;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

e pracaw parach;
o pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu dla uczniow;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji:
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajq si¢ z sekcja ,Wprowadzenie” oraz ,Przeczytaj’.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

2. Uczniowie, metodg burzy mozgow, przypominajg wszystkie informacije dotyczace
funkcji homograficzneji jej postaci kanoniczne;j.

3. Uczniowie okreslaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w parach. Kazda z par zapoznaje si¢ z poleceniami zawartymi
w sekcji ,Symulacja interaktywna” i wspolnie wykonuja polecenia.

2. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas ¢wiczenial -7
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

3. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja ¢wiczenie 8 z sekcji ,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy dotyczace rozwigzania ¢wiczen z sekcji
»Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel prosi wskazanych uczniéw o podanie, czego dotyczyta lekcja oraz jakie
umiejetnosci zdobyli podczas zajec.



Praca domowa:

Uczniowie maja za zadanie utozy¢ dwa zadania dotyczgce postaci kanonicznej funkcii
homograficznej dla kolezanki lub kolegi.

Materialy pomocnicze:

o Wykresy funkcji f(z) = &

» Przesunig¢cia wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspotrzednych

Wskazowki metodyczne:

e Symulacje interaktywna mozna wykorzysta¢ podczas powtorzenia wiadomosci
o funkcji homograficznej oraz podczas realizacji tematu: ,,Zastosowanie wykresu funkcji
homograficznej do rozwigzywania rownan”.
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