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Zasadnicze twierdzenie geometrii

W matematyce spotykamy czasami pojecie ,zasadniczego twierdzenia” jakiejs teorii. Mamy
wiec, np.:

» zasadnicze twierdzenie algebry, mowiace o tym, ze wielomian stopnia n ma,
w dziedzinie zespolonej, doktadnie n pierwiastkow;

» zasadnicze twierdzenie arytmetyki mowiace o jednoznacznosci rozktadu liczby
naturalnejna czynniki pierwsze;

» zasadnicze twierdzenie rachunku catkowego, orzekajace, ze operacje roézniczkowania
i catkowania s3 operacjami odwrotnymi.

Przywolanie w nazwie okreslenia ,zasadnicze” wskazuje na wyjgtkowe znaczenie tego
twierdzenia. ROwniez zaleznosci geometryczne, z jakimi spotykamy sie w praktyce szkolne;j,
czy to z zakresu stereometrii, czy planimetrii, maja rozne zastosowania i r6zng wage. Ale

w geometrii ptaskiej, na tytut ,zasadniczego twierdzenia planimetrii” zastuguje zaleznosc,
ktora jest przedmiotem rozwazan w tym materiale.

Twoje cele

» Poznasz twierdzenie o odcinkach stycznych.



» Udowodnisz twierdzenie o odcinkach stycznych.
» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Okrag wpisany w kat

Rozwazmy kat o wierzchotku w punkcie P. Istnieje nieskonczenie wiele okregow, ktore sa
wpisane w ten kat, tzn. styczne do obu ramion danego kata, jak na rysunku.

Okregi wpisane w kat

Ich polozenia nie sg przypadkowe — w szczegodlnosci wiemy, ze w kazdy trojkat mozna
wpisac okrag i srodek tego okregu lezy w punkcie przeciecia si¢ dwusiecznych katow
trojkata. Ale okrag wpisany w trojkat jest wpisany w kazdy z katow wewnetrznych trojkata.
Nietrudno wiec zauwazyc¢, ze kazdy okrag wpisany w dany kat, ma $rodek potozony na
dwusiecznej tego kata.
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Srodki okregdw wpisanych w kat leza na dwusiecznej

Fakt ten mozna uzasadni¢ korzystajac z zasadniczego twierdzenia planimetrii, ktore teraz
podamy i udowodnimy.

Twierdzenie: O odcinkach stycznych

Odcinki dwoch stycznych poprowadzonych do danego okregu z punktu P lezacego na
zewnatrz okregu, wyznaczone przez punkt P i punkty stycznosci, sg sobie rowne.

Dowad

Poprowadzmy styczne do danego okregu. Oznaczmy przez O $rodek tego okregu,
aprzez A i B odpowiednie punkty stycznosci, jak na rysunku.




Katy, jakie promienie OA i OB tworza ze stycznymi s3 proste. Oznacza to

w szczegoblnosci, ze trojkaty PAO i PBO sg trojkatami prostokatnymi. Ale odcinek OP
jest wspolnym bokiem w obu tréjkatach, a boki OB i OA s3 rowne. Mamy wiec dwa
trojkaty prostokatne o dwoch parach bokow odpowiednio rownych - ale to oznacza, ze
trojkaty te sg przystajace. W szczegoélnosci |AP| = |BP)|, co nalezato wykazac.

Z przystawania trojkatow PAQO i PBO wynika rowniez, ze |[{OPA| = |£OPB), czyli
prosta OP zawiera dwusieczng kata APB.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat o bokach dtugosci 5, 6 i 7. Wyznaczymy dlugosci odcinkow, na jakie
boki trojkata podzielity punkty stycznos$ci wyznaczone przez okrag wpisany w ten trojkat.
Popatrzmy na rysunek.

T Yy

Przyjmijmy, ze |AB| = 7, |BC| = 6, |AC| = 5. Jesli punkty P, @, R sa punktami,
w ktorych okrag wpisany w ten trojkat jest styczny do odpowiednich bokow trojkata, to
z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze: |AP| = |AR|, |BP| = |BQ)|,
|CQ| = |CR)|. Przyjmujac odpowiednio oznaczenia x, y, z mozemy zapisa¢ uktad rownan
c+y="7
y + z = 6. Rozwigzaniem tego uktadu sg liczby: z = 3,y =4, 2 = 2.
T+z=25

Powtorzymy teraz rozumowanie z Przyktadu 1. dla dowolnego trojkata prostokatnego, co
pozwoli wyprowadzi¢ pewien przydatny wzor.

Przyktad 2

Rozwazmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatne;j c.
Wyznaczymy dlugosci odcinkow, na jakie boki trojkata podzielity punkty stycznosci



wyznaczone przez okrag o promieniu 7 wpisany w ten trojkat.

Popatrzmy na rysunek

Przyjmijmy, ze |AB| = ¢, |BC| = a, |AC| = b. Jesli punkty P, @, R sa punktami,
w ktorych okrag wpisany w ten trojkat jest styczny do odpowiednich bokow trojkata, to
z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze:x + y =c,y + 2 =aorazx + 2z = b.

rTty=c
Jesli dodamy stronami rownania uktadu rownan < y + z = a, to otrzymamy, ze
xr+z=>
2 +y+2z)=a+b+cStadz+y+2z= %b” Odejmujgc od otrzymanego rownania
kolejno rownaniaz +y = ¢,y + 2 = a oraz ¢ + z = b otrzymamy, ze: z = —“*3’6 :
T = —b+g_“ orazy = —“+§_b . Pozostaje zauwazy¢, ze z = r, co pozwala sformutowac¢

ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: O promieniu okregu wpisanego w trojkat prostokatny

Promien r okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b
a+b—c
2 .

i przeciwprostokatnej c jest rowny r =

Stownik
okrag wpisany w trojkat (wielokat)

okregiem wpisanym w trojkat (wielokat) nazywamy okrag, ktory jest styczny do kazdego
z bokow tego trojkata (wielokata)



Aplet

Polecenie 1

Uruchom Aplet.

Nacisnij przycisk: ,TWIERDZENIE O STYCZNYCH?”. Ustal suwakiem wielko$¢ r promienia
okregu, a nastepnie ustaw potozenie punktu P na zewnatrz okregu. Gdy dokonasz ustalen, to
nacisnij przycisk ,KONSTRUKCJA". Obserwuj kolejne etapy konstrukcji stycznych i zaleznosci
miedzy dtugosciami powstatych odcinkéw. Nacisnij przycisk: ,ZASTOSOWANIE". Zmieniaj
potozenie wyréznionych punktow i obserwuj zaleznos$ci miedzy dtugos$ciami odpowiednich
odcinkéw stycznych i dtugosciami bokéw szesciokata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DpG7Pgagx

Polecenie 2

Wocisnij przycisk ,TWIERDZENIE O STYCZNYCH". Na podstawie obserwacji zaleznosci miedzy
dtugosciami promienia okregu, odcinka stycznej i odlegtosci $rodka okregu O od punktu P,

z ktérego poprowadzono styczne, wyznacz odcinek stycznej, ktéry jest dwa razy krétszy niz
odlegtos¢ |OP]| i o 2 dtuzszy od promienia.



https://zpe.gov.pl/a/DpG7Pgagx

Polecenie 3

Wocisénij przycisk ,ZASTOSOWANIE”". Dla wybranego potozenia wierzchotkéw, zapisz dtugosci
kolejnych bokéw szesciokata, sumujac odpowiednie odcinki stycznych. Sformutuj hipoteze
ustalajgcg warunek, ktory charakteryzuje szesciokaty opisane na okregu.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dana jest prosta [ i okrag styczny do prostej [ punkcie P. Punkty A i B sg wierzchotkami

trojkata ABC opisanego na danym okregu. Wyznacz konstrukcyjnie punkt C.
Cwiczenie 2 @)

Tréjkat prostokatny ABC, o kacie prostym przy wierzchotku C, jest opisany na okregu.
Odcinki, ktérych koncami sg wierzchotki tréjkata i odpowiednie punkty stycznosci maja
dtugosci: 3, 4, y, gdzie y > 4. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

Cwiczenie 3 ¢
Boki tréjkata ABC opisanego na okregu maja dtugosci: |AB| = 12, |BC| = 8 oraz |AC| = 6
. Najkrotszy z odcinkow, ktérych koncami sa odpowiednio wierzchotki trojkata i punkty
stycznos$ci ma dtugosc

O 3
O 45
O 1

O 7




Cwiczenie 4
Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dtugosci a, b, a przeciwprostokatna jest rowna

c. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny r. Dopasuj dtugosci bokéw tréjkata
i promienia okregu do dtugosci przeciwprostokatnej.

a=T7b=24,r=3 c=17

a=8b=15r=3 c=141

a=90b=40,r=4 c=25
Cwiczenie 5

Obwdd tréjkata ABC opisanego na okregu jest rowny 24, a dtugosci odcinkéw, ktérych
koncami sg wierzchotki tego tréjkata i odpowiednie punkty stycznosci, s3 odpowiednio rowne
d—1,d,d+ 4. Wyznacz dtugosci bokdw tego tréjkata.

Cwiczenie 6

Dany jest okrag, na ktérym opisano szesciokat, o bokach dtugosci: |A; As| = 5, |43 A3| = 3,
|AsA,| =5, |A4As| = 5, | A5 Ag| = 4, 4. Oblicz dtugo$¢ boku A; Ag tego szesciokata.




Cwiczenie 7

Z punktu P poprowadzono styczne w punktach A i B do danego okregu. Cieciwa AB ma
dtugosé 12, a kat srodkowy rozpiety na tej cieciwie ma miare 120°, jak na rysunku.

Oblicz dtugo$¢ odcina AP.



Cwiczenie 8 @

Dtugosci bokow trdjkata ABC sg rowne odpowiednio: |AC| =d — 1, |BC| = d,

|AB| = d + 1. Uzasadnij, ze dtugo$¢ jednego z odcinkéw z, y, z, ktérych koncami sg
wierzchotki tego tréjkata i odpowiednie punkty stycznosci, jest srednig arytmetyczng dtugosci
pozostatych (patrz rysunek).

Utéz w kolejnosci etapy dowodu.

Stadz= £ — 1. s
Odejmujac stronami od otrzymanej sumy pierwsze z rownan dostajemy: .
(z+y+2)—(x+2)=3¢—(d-1). v
_d a
_ d a
Analogicznie, odejmujac stronami od otrzymanej sumy drugie z réwnan dostajemy: R
__ 3d =

(@tyt+2)—(y+2) =5 -

r+z=d—-1

Przy przyjetych oznaczeniach mozemy zapisa¢ uktad réwnan: ¢ y+ z =d =

r+y=d+1



_ 3d
Zatemzx +y+z= 5.

Wreszcie, odejmujac stronami od otrzymanej sumy trzecie z rownan dostajemy:
(z4+y+z)—(z+y) =3 —(d+1).

d d
. ., 411)+(4-1 . ,
Pozostaje zauwazy¢, ze x = % = (3 )2(2 ) = y;z , co nalezato wykazac.

Dodajac stronami réwnania uktadu otrzymujemy, ze 2x + 2y + 2z = 3d.

Cwiczenie 9

Udowodnij, ze pole P, kazdego wielokata opisanego na okregu o promieniu 7 jest rowne
P, = p - r, gdzie p jest potowa obwodu tego wielokata.
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Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o odcinkach stycznych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony.
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych
12) przeprowadza dowody geometryczne
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

» znai stosuje zasadnicze twierdzenie planimetrii

o przeprowadza dowod twierdzenia o odcinkach stycznych

» wykorzystuje zasadnicze twierdzenie planimetrii do badania zwigzkow miarowych
w trojkacie

» zna pojecie wielokgta opisanego na okregu i korzysta z zaleznosci miedzy bokami
wielokatow opisanych na okregu

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytanie dotyczgce stosowania okreslenia ,zasadnicze twierdzenie”
Prosi o podanie przyktadow, ewentualnie sam podaje przyktady.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia okregu wpisanego w trojkat i /lub
kat.

2. Nauczyciel ilustruje potozenie kilku okregow wpisanych w ten sam kat i prosi uczniow
o ich scharakteryzowanie - w szczeg6lnosci tak prowadzi rozmowe, by pojawito sie
odniesienie do dwusiecznejkata.

3. Nauczyciel poleca uruchomic¢ Aplet i prosi o podanie hipotezy dotyczgcej odcinkow
stycznych. Nastepnie formutuje i prosi o przeprowadzenie dowodu twierdzenia -
wybrany uczen przeprowadza dowod na tablicy. W razie braku mozliwosci
uruchomienia Apletu, nauczyciel szkicuje odpowiedni rysunek i pyta uczniow
o opisanie zwigzku miedzy dtugosciami odcinkow stycznych.

4. Nauczyciel formutuje problemy opisane w przyktadach i prosi uczniow o ich
rozwigzanie.

5. Nauczyciel prosi o ponowne uruchomienie Apletu i prosi o podanie hipotezy
dotyczacej zaleznosci miedzy bokami szeSciokgta opisanego na okregu (mozna
uogolni¢ na przypadek wielokata o parzystejliczbie bokow).

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z roznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Ewentualnie moze prosi¢ o dokonczenie dowodu
twierdzenia.

Materialy pomocnicze:
Okrag wpisany w trojkat
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna wykorzystac
przy realizacji tematu o okregu opisanym na okregu.


https://epodreczniki.pl/a/okrag-wpisany-w-trojkat/D1H1PzHOL

