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» Zadania na dowodzenie zwigzane z wyznaczaniem

granic ciaggow zbieznych

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W ciggu dotychczasowej nauki dowiedziates sie, co to jest cigg zbiezny, czyli ciag
posiadajacy granice liczbowq. Na tejlekcji przyjrzymy sie jak udowodnic, korzystajgc
z definicji granicy ciggu, ze granicg ciggu jest wskazana liczba. W tym materiale nie
bedziemy obliczac¢ granic ciggow.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie definicje granicy ciggu zbieznego.
e Poznasz przyktady dowodow w oparciu o definicje granicy liczbowej ciggu.



Przeczytaj

Na poczatku przypomnijmy definicje granicy ciggu.
Definicja: Granica ciggu

Niech dany bedzie cigg nieskonczony (a,,). Powiemy, Ze liczba g € R jest granica tego
ciggu, jesli dla dowolnejliczby dodatnieje > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla
dowolnejliczby naturalnejn > N zachodzi nierownos¢

la, — g| < e.

Do tej pory obliczaliSmy granice ciggow wykorzystujac twierdzenie o dzialaniach na
granicach ciggéw. Teraz przedstawimy kilka przyktadow dowodow, ze granicg ciggu jest
okreslona liczba. Wykorzystamy przypomniang powyzej definicje granicy ciggu.

Przyktad 1

Wskazemy wszystkie wyrazy ciggu a,, = gﬂg , ktore nalezg do otoczenia o promieniu %
liczby %?

Rozwigzanie

Bedziemy chcieli wskazac takie dodatnie liczby naturalne n, dla ktorych zachodzi

.y con | 2n42 2 1
Nnierownosc: ‘ 3n+5 3 < 20 *

Odejmujemy utamki po lewej stronie nieréwnosci:

_4 1
Onr15 ‘ < 30

Poniewaz 9n_+415 < 0 dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej n, zatem nieré6wnosc

mozemy zapisa¢ w postaci:

4 1
On+15 < 20

80 < 9n + 15

65 < 9In

65
T<’I’L

Zatem nierownos¢ %Zig — % < % jest prawdziwa dla liczb naturalnych n > 8.

Zatem do otoczenia o promieniu 21—0 liczby % nalezg prawie wszystkie wyrazy ciagu

2
n = 3n75
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Przyktad 2

Wezmy dowolng liczbe rzeczywistg € > 0. Jak dobrac liczbe naturalng [V, aby dla kazde;j
liczby naturalnejn > N zachodzita nierownosc¢:

2n+1 _ 2
e 2| < g7

Rozwigzanie

Zapiszmy wyrazenie z nierOwnosci:

2n41 2 — 2n+1-2n—6 __ =5
n+3 - n+3 T n+3

Poniewaz n*—f’g < 0 dla dowolnej dodatniejliczby naturalnej n, zatem nier6wnosc

z zadania mozemy zapisa¢ w postaci:
5
n+3 <€

Stad otrzymujemy:

™ |e

<n+3
% —3<n
Zauwazmy, ze gdy % — 3 <0, to mozemy przyjac, ze N = 0.

Gdy £ — 3 > 0, wowczas mozemy przyjac, ze N = [% — 3], gdzie [z] jest czescig
catkowitg z liczby z, czyli najwiekszg liczbg catkowitg nie wiekszg od z.

Zatem dla dowolnejwartosci € > 0 dobralisSmy takie IV € N, ze dla dowolnejliczby

naturalnejn > N, zachodzi nieré6wnosc: % — 2| < e.

Przyktad 3

2n 13

Udowodnimy, ze granicg ciagu a,, = = jest liczba 1.

Rozwigzanie

Aby udowodni¢, ze granica ciggu a,, = 2" 13 = jestliczba 1 pokazemy, ze dla dowolne;
wartosci € > 0 dobierzemy takg liczbe N € N ze dla dowolnejliczby naturalnejn > N
bedzie zachodzi¢ nier6wnos¢: ‘ 21— 13 -1

Zapiszmy | 5= — 1| = 577

Zauwazmy, ze wyrazenie | T ‘ jest rowne 5" dla liczb naturalnych n > 3.



Zatem dla dowolnejwartosci € > 0 dobierzemy takg liczbe NV € Ni N > 3, ze dla
dowolnejliczby naturalnejn > N bedzie zachodzi¢ nieréwnos¢: 2n6—_7 < e

Przeksztal¢my zatem te¢ ostatnia nierownosc:
6

7 <~ €

g <2n-—-7

S y7<2

- T 7 <2Z2n

3 1

= + 5 <n

Zatem dla dowolnejwartosci € > 0 dobralisSmy takie IV = maa:{ [% + %} , 3}, ze dla

dowolnejliczby naturalnejn > N zachodzi nierownosc: | 2221173 — 1‘ < e

2n 13

To oznacza, ze granicg ciggu a,, = = jest liczba 1.

Przyktad 4

Udowodnimy, ze granica ciggu a, = ?2% jest liczba 2.

Rozwigzanie

Aby udowodni¢, ze granica ciggu a,, = M

= jest liczba 2 wykazemy, ze dla dowolnej
wartosci € > 0 dobierzemy takg liczbe N € N, ze dla dowolnejliczby naturalnejn > N

. .7 . ’ ’ 7 3
bedzie zachodzi¢ nierownosc: ‘% — 2‘ <e.

Przeksztal¢my lewq stron¢ nieréwnosci

2n3+3n 2‘ _ | 2n%43n 2(n377n75) — | 17n+10
n3—Tn—>5 n3—Tn—>5 n3—Tn—5 n3—Tn—>5 |’
Zauwazmy, ze dlan > 7 wyrazenie — M = przyjmuje wartosci dodatnie.
’ . s i faad e | _2n243n _ _17n+10
Wowczas mozemy wyrazenie zapisac nast@pu]qco. ‘m — ‘ = B_7n_5"

Dlan > 7 prawdziwa jest nieréwno$¢ 17n 4 10 < 20n orazn® — Tn — 5 > %n?’.

Stad dlan > 7 prawdziwa jest nierownosc

17n+10 20n
n3—7n—5 < T n3 !
2

17n+10  _ 40

czyli o — -

Zauwazmy, ze dla dowolnejdodatniejliczby € nierownos¢ = < ¢ jest prawdziwa dla

40
€

n >



Zatem dla dowolnejwartosci € > 0 dobralisSmy takie IV = maa:{ {\/ % , 7}, ze dla

dowolnejliczby naturalnejn > IV, zachodzi nieréownosc: % <e.

\/?},7},Zedla

Ostatecznie: dla dowolnej wartosci € > 0 dobralisSmy takie NV = maaz{

. . . 3 . ’ ’ 7 3
dowolnejliczby naturalnejn > N, zachodzi nieréwnos¢: | 2230 — 2‘ < g, €O 0znacza,
: o 3 .
ze granica ciggu a, = % jest liczba 2.

Stownik

prawie wszystkie wyrazy ciggu nieskonczonego

wszystkie wyrazy ciggu poza co najwyzejich skonczong iloscig
otoczenie punktu

otoczeniem punktu xy o promieniu € > 0 nazywamy zbior

U(zg,e) ={x € R: |z — x| < €}




Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z infografika, a nastepnie wykonaj kolejne polecenie.

Polecenie 2

Uzasadnij, ze dla0 < b < 1 zachodzi lim Vb= 1.
n—oo



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Czy wyraz ajg ciggu a, = % nalezy do otoczenia o promieniu % liczby 0?

O NIE

() TAK
Cwiczenie 2 ¢
Ktére wymienione ponizej wyrazy ciagu a,, = SZJ_F% naleza do otoczenia o promieniu 1—10
liczby 1?

() ax

() an
() as

() ag

) a4

Dal

Cwiczenie 3

Wstaw najmniejszg liczbe naturalng IV, aby dla kazdej liczby naturalnej n > N spetniony byt
warunek: |ﬁ — %‘ < %

N=| |




Cwiczenie 4

Wstaw najmniejszg liczbe naturalng IV, aby dla kazdej liczby naturalnej n > IN spetniony byt

2
R D ) S 1
warunek: ‘ e 1‘ < 3.

v r

Cwiczenie 5

Sposrod wskazanych liczb wskaz najmniejszg liczbe naturalng IV, aby dla kazdej liczby
naturalnej n > N spetniony byt warunek: 3n”—_1 — % < €, gdzie ¢ jest ustalong liczba
dodatnia.

o O O
=
H
e
+

1 1
O N=g+3
Cwiczenie 6

Granicg ciagu a,, = ;Zig jesti » poniewaz dla ' wartosci € > 0 mozemy
dobrac takg liczbe naturalng N, ze dla dowolnej liczby naturalnej » zachodzi
nieréwnos¢: | gﬁ; — 1‘ < €.

‘2”1HdowolnejHn>NHn<NHpewnej’




Cwiczenie 7 @

Granica ciagu a,, = gzg nie jest : L poniewaz dla: rwartoscie > 0idla
kazdej liczby naturalnej N istnieje liczba naturalna' ' taka, ze zachodzi nieréwnos¢:

) [ B 202 [t (1] > ) [2] [ 21 <] [pmwns

Cwiczenie 8 @

Udowodnij, ze granica ciggu a, = :ng jest liczba 3.




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania na dowodzenie zwigzane z wyznaczaniem granic ciaggéw zbieznych
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice ciggow, korzystajac z granic ciggow typu % {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggdéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje granice ciggu zbieznego;
» dowodzi istnienia granicy ciggu w oparciu o definicje granicy liczbowej ciggu.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e praca z ekspertem.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Zadania na dowodzenie zwigzane z wyznaczaniem
granic ciggoéw zbieznych” oraz celow lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie wykonuja wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Zadania na

dowodzenie zwigzane z wyznaczaniem granic ciggow zbieznych”.
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:

» Przyklady ciggoéw zbieznych


file:///a/DeZR089i7

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,, Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Zadania na dowodzenie zwigzane z wyznaczaniem granic
ciggow zbieznych”



