Odkryj, zrozum, zastosu...

Czy funkcja moze dziata¢ jak maszyna? Czy trojkaty moga by¢ podobne? I czy potega
naprawde jest potezna? Na te i inne pytania znajdziesz odpowiedZ w naszym e-podreczniku.
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Pojecie funkgji
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» Wprowadzenie
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» Miejsca zerowe funkcji
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» Zadania generatorowe
Odczytywanie wtasnosci funkcji na podstawie jej wykresu. Czesc¢ |

o]

= Argumenty i wartosci funkcji
= Przyktady
» Zadania. Czesc |
» Zadania. Czes¢ I
Odczytywanie wtasnosci funkcji na podstawie jej wykresu. Czes¢ I

[o]

» Przyktady zastosowania funkcji
= Monotonicznos¢ funkcji

= Monotonicznosé. Przyktady
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Zadania. Czes¢ i
Zadania generatorowe

o Przeksztatcanie figur na ptaszczyznie kartezjanskiej

Symetria punktu
Symetria wykresu funkgcji
Przyktady symetrii funkcji
Zadania. Czes¢ |

Zadania. Czes¢ I

Zadania generatorowe

o Przesuniecie wzdtuz osi uktadu wspotrzednych

Funkcja liniowa

Przesuniecie punktu w uktadzie wspotrzednych
Przyktady

Przesuniecie wykresow funkcji

Przyktady

Zadania

Zadania generatorowe

o Funkcja liniowa. Wykres funkcji liniowej
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Proporcjonalnos$¢ prosta
Przyktady

Definicja funkcji liniowej
Zadania

Zadania generatorowe

Witasnosci funkgji liniowej

= WSspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej

» Funkcja liniowa rosnaca, funkcja liniowa malejaca

= Zadania

» Zadania generatorowe
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Miejsce zerowe funkcji liniowej. Rdwnanie liniowe, nieréwnos¢ liniowa

= Réwnanie liniowe

= Nierownos¢ liniowa

» Zadania
= Zadania generatorowe

[e]

Uktad rownan liniowych. Geometryczna interpretacja uktadu rownan

» Uktad dwéch réwnan liniowych

« Uktad réwnan liniowych

» Zadania

= Zadania generatorowe
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Zastosowanie funkgji liniowej

» Przyktady zastosowania funkcji liniowej. Czesc |

» Przyktady zastosowania funkcji liniowej. Czes¢

» Zadania. Czesc |



» Zadania. Czes¢ Il
« Trygonometria
o Podobienstwo tréjkatéw prostokatnych
» Wprowadzenie do trygonometrii
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Przyktady

Zadania. Czes¢ |

Zadania. Czes¢ I

o Tozsamosci trygonometryczne
» Tozsamosci trygonometryczne
» Przyktady
» Zadania
= Zadania generatorowe

o Zastosowanie trygonometrii w geometrii
» Przyktady. Czesc |
» Przyktady. Czesé Il
» Zadania

o Wykresy i wtasnosci funkcji trygonometrycznych
= Wykresy i wtasnosci funkcji trygonometrycznych

o Liczby

o Liczby naturalne, catkowite, wymierne
» Liczby naturalne, catkowite i wymierne
» Zadania

o Procenty
= Procenty i punkty procentowe
» Zadania
= Zadania generatorowe

o Potegi, pierwiastki, notacja wyktadnicza

Dziatania na potegach
» Zadania
= Dziatania na pierwiastkach
» Zadania. Czesc |
» Zadania. Czes¢ I
o Wyrazenia algebraiczne
» Dziatania na wyrazeniach algebraicznych
» Zadania
» Przyktady
» Zadania, zadania generatorowe
o Potega o wyktadniku wymiernym
» Potega o wyktadniku wymiernym
» Zadania
o Nieréwnosci, przedziaty, odlegtos¢



= Réwnania i nieréwnosci liczbowe. Przedziaty liczbowe
» Przedziaty liczbowe. Przedziaty jako zbiory
» Wartos¢ bezwzgledna - definicja
» Zadania
o Zaokraglenia i przyblizenia
= Przyblizenia i zaokraglenia liczb
« Btad bezwzgledny, btad wzgledny
» Zadania
« Geometria
o Planimetria. Podstawowe zwigzki na ptaszczyznie
» Przystawanie tréjkatow
= Twierdzenie Pitagorasa
= Dwusieczne kata
= Symetralna odcinka. Symetralne bokéw tréjkata
» Zadania
Wielokaty na ptaszczyznie. Zwigzki miarowe
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» Katy przylegte, wierzchotkowe, naprzemianlegte i odpowiadajace
« Katy w figurach, przekatne
» Zadania
Przystawanie tréjkatéw
= Przyktady
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» Zadania
Podobienstwo trojkatow
= Cechy podobienstwa tréjkatéow

[o]

= Przyktady
= Wtasnosci podobienstwa
Katy w trojkacie. Styczna do okregu

[o]

» Katy w okregu
» Kat srodkowy, kat wpisany
= Wzajemne potozenie prostej i okregu
= Woycinek i odcinek kota
« Okrag wpisany w trojkat prostokatny
» Zadania
Stereometria
» Siatki i modele bryt

[o]

« Stowniczek



Wprowadzenie

W praktyce czesto korzystamy z zaleznosci miedzy roznymi wielkoSciami.
Przyktad 1

Przeprowadz symulacje kosztow tankowania. Obserwuj, jak zmienia si¢ kwota naleznosci
w zaleznosci od iloSci zatankowanego paliwa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D76vba47U

Symulacja kosztow tankowania paliwa jest przykladem modelowania matematycznego.
Tworzenie modelu rozpoczyna si¢ od opisu zjawiska, a nastepnie okreslamy zaleznosci
miedzy danymi wielkoSciami.

Przyktad 2

Droga s, jaka pokonuje samochod jadgcy ze stalg predkoscia v zalezy od czasu t.
ZaleznoS¢ te mozemy opisac za pomocg rOwnosci

s=vt

Obserwuj, jak zmienia si¢ dlugos¢ drogi pokonywanej przez samochod jadacy ze statg
predkoscig v = 80 km/h.

o W ciagu 1 godziny samochod pokonuje droge dlugosci 80 km.

o W ciggu 2 godzin samochod pokonuje droge dtugosci 160 km.

o W ciggu pot godziny samochod pokonuje droge dlugosci 40 km.

e W ciggu 15 minut samochdd pokonuje droge dltugosci 20 km.

e W ciagu 3 godzin 45 minut samochod pokonuje droge dlugosci 300 km.



https://zpe.gov.pl/a/D76vba47U

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D76vba47U

Przyktad 3

» Energia kinetyczna Ej, ciala poruszajacego si¢ z predkoscia v zalezy od tej predkosci
i masy danego cialam

Energia kinetyczna jest rowna pracy, jakg nalezy wykonac¢, by ciato o masie m rozpedzic
od predkosci 0 (wzgledem przyjetego uktadu odniesienia) do danej predkosci v.

Dla ciat poruszajacych si¢ z predkosciami bliskimi predkosci Swiatla energia kinetyczna
obliczana jest wedlug innego wzoru. Energia kinetyczna jest roznica pomiedzy energia

catkowita i energig spoczynkow3.

» Energia potencjalna grawitacji ziemskiej ciala o masie m, znajdujgcego si¢ na
wysoko$ci h ponad poziomem Ziemi, jest rowna iloczynowi m, h i przyspieszenia
ziemskiego g

E, = mgh


https://zpe.gov.pl/a/D76vba47U

Cwiczenie 1

Kazdg osobe, zameldowang w Polsce na pobyt staty dtuzszy niz 3 miesiagce, rejestruje sie

w Powszechnym Elektronicznym Systemie Ewidencji Ludnosci, nadajac jej unikatowy symbol,
nazywany numerem PESEL - jest to 11-cyfrowy, staty symbol numeryczny.

Jednoznaczne przyporzadkowanie numeru PESEL do osoby jest przydatne przy tworzeniu
osobowych baz danych. Co roku do kazdej ze szkét przesytane sg zestawienia, w ktérych
wyniki egzamindw zewnetrznych przypisane sa do numeréw PESEL uczniow, ktérzy w danej
szkole zdawali te egzaminy. W ten sposéb jednoznacznie identyfikuje sie wynik egzaminu

z konkretnym uczniem.

Whpisz swoj numer PESEL i sprawdz, jakie informacje o tobie sg tam zakodowane.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D76vbad7U

ZaleznoSci miedzy wielkosciami mozemy takze opisywac za pomoca grafow.
Przyktad 4

Graf opisuje przyporzadkowanie, ktore kazdejz osob: Mariuszowi, Joli, Ewie i Ani
przyporzadkowuje ocene z matematyki, jakg otrzymata na koniec roku szkolnego.



https://zpe.gov.pl/a/D76vba47U
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Animacja.



https://zpe.gov.pl/a/D76vba47U

Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcji

Definicja: Funkcja

Funkcja f ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, ktore kazdemu
elementowi zbioru X przyporzadkowuje dokladnie jeden element zbioru Y.
Symbolicznie piszemy f : X — Y. Czytamy ,funkcja f odwzorowuje zbiér X w zbior Y.

e Zbior X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy - argumentami funkcji f.
e Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Kazdy element y zbioru Y, ktory zostat
przyporzadkowany co najmniejjednemu argumentowi £ nazywamy wartoscia funkcji
f dla argumentu z, co zapisujemy symbolicznie y = f(x). Zbior Z tych elementow y
nazywamy zbiorem wartosci funkciji.
Przyktad 1

Dane sg zbiory X = {1, 2, 3, 4} orazY = {-3, -2, 0, 1}.
Rozwazmy rézne sposoby opisu funkcii.

« Funkcja f opisana jest za pomocg tabeli.

Funkcja f
T 1 2 3 4
f(z) 1 -2 -2 —2

» Funkcja k przedstawiona jest za pomocg grafu.

» Funkcja g opisana jest stownie. Funkcja g kazdejliczbie nieparzystej ze zbioru X

przyporzadkowuje warto$¢ 1. Kazdemu z pozostatych argumentow



przyporzadkowuje liczbe o 4 mniejsza.
Zatem: g(1) = g(3) =1,9(2) =2—-4=—-2ig(4)=4—-4=0.

» Funkcja w opisana jest za pomocg wykresu.

kv

» Funkcja z opisana jest za pomoca wzoru.

-3 dla z=1
-2 dla z=2
@ =30 da z=3
1 dla =4

-3 dla x=1
-2 dlax=2
f(x)= 0 dla x=3
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1 dla x=4
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https://zpe.gov.pl/a/DJFP4MOjs

Animacja

Przedstawili$émy rézne przyktady funkcji okreélonych na zbiorze X = {1, 2, 3, 4}
o warto$ciach ze zbioruY = {-3, -2, 0, 1}.

Cwiczenie 1

Podaj przyktad funkcji okreslonej na zbiorze X = {1, 4, 5, 7} o wartosciach ze zbioru
Y={-4-10, 1}

Cwiczenie 2

lle jest wszystkich funkcji okreslonych na zbiorze X = {1, 2, 3, 4} o wartosciach ze zbioru
Y={-3,-2,01}?

Przyktad 2

Czy kazdy graf jest funkcja - ‘ Czy kazdy wykres jest funkcja

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przyktad 3

Pole kwadratu o boku dtugoéci = okreslamy wzorem P = 2 . Wobec tego dla dowolnego
x > 0 funkcja P(z) = z? opisuje pole kwadratu o boku z.



https://zpe.gov.pl/a/DJFP4MOjs

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJFP4MO js
Przyktad 4

Dlugosc¢ d przekatnej kwadratu jest funkcja dtugosci z jego boku.
W szczegblnosci d(3) = 3v/2, a ogélnie d(z) = zv/2, dlaz > 0.
Przyktad 5

Wysokos¢ h trojkata rownobocznego i pole P tego trojkata sg funkcjami dlugosci a boku
trojkata.

W szczegélnosci h(6) = 3v/3, P(4) = 4v/3, a ogolnie h(a) = %> oraz P(a) = “24—*@, dla
a > 0.

Cwiczenie 3

W zaleznosci od dtugosci promienia r, podaj wzér funkcji opisujacej
a. pole kota
b. obwdd kota

Przyktad 6

Rzucamy cztery razy szeScienng kostka. Rozpatrzmy funkcje f, ktéra numerowi rzutu
przyporzadkowuje liczbe wyrzuconych oczek uzyskanych na kostce w tym rzucie.
Woweczas dziedzing funkciji f jest zbior {1, 2, 3, 4}, a jej przeciwdziedzing zbior {1, 2, 3,
4,5, 6}, przy czym zbior wartosci funkciji jest co najwyzej czteroelementowy.


https://zpe.gov.pl/a/DJFP4MOjs

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJFP4MO js
Przyktad 7

Dla danej funkcji okresl dziedzing i zbior wartosci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJFP4MO js


https://zpe.gov.pl/a/DJFP4MOjs
https://zpe.gov.pl/a/DJFP4MOjs

Cwiczenie 4

Funkcja g, ze zbioru X w zbiér Y, okreslona jest za pomoca tabeli.

Funkcja g
T 1 2 3

9(z) 2 -3

|

Uzupetnij graf tej funkcji.

2,7



Cwiczenie 5

Danesgzbiory X = {-2,-1,0, 1, 2, 3},Y = {-1, 0, 1, 2, 5} oraz funkcja
f: X =Y taka, ze

5 dla z <0
fl(z)=<z—3 dla z > 1
(z+1 dla z=0lubz =1

Uzupetnij tabelke.
Funkcja f
T -2 -1 0 1 2 3
f(@)

Cwiczenie 6

Uczniom klasy Ia przyporzadkowane sg w dzienniku kolejne numery od 1 do 33. Ktére
z ponizszych przyporzadkowan jest funkcjg?

a. Kazdemu numerowi ucznia przyporzadkowujemy dzien tygodnia, w ktérym sie uczen
urodzit.

b. Kazdemu z 7 dni tygodnia przyporzadkowujemy numer z dziennika tego ucznia, ktéry sie
w tym dniu urodzit.

Cwiczenie 7

Funkcja s kazdej liczbie dwucyfrowej przypisuje sume cyfry dziesigtek i podwojonej cyfry
jednosci.

a. Oblicz s(37).

b. Zapisz w tabelce wartosci funkcji s dla argumentéw wiekszych od 94.



Cwiczenie 8

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkgji f, okreslonej na zbiorze {-2, -1, 0, 1, 2, 3}.

Ocen, ktoére rownosci sg prawdziwe.

() £0)+ £(1) = £(2)

() F(=2)+ f(0) + f(2) + 1= f(=1) + f(1) + f(3)

) f(=1)+f(0)=6

() f(=2)+f(2)=0



Cwiczenie 9

Czy dla funkcji okreslonej wzorem f(z) = 222 — x + 3 podane réwnosci sa prawdziwe?

0 1)+ F(2) =10
O £3) = £(-3)
0 f(-1)=0

L) f(0)=3

Cwiczenie 10

W klasie jest 31 ucznidéw. Kazdemu z nich na zakonczenie roku szkolnego zostata wystawiona
pozytywna ocena z matematyki. Uzasadnij, ze wsrod ucznidw jest co najmniej siedmiu takich,
ktérzy na zakonczenie roku szkolnego uzyskali takg sama ocene z matematyki.



Cwiczenie 11

Graniastostup prawidtowy ma w podstawie wielokat o n wierzchotkach (n > 3 ).
Oznaczmy

e przez w(n) liczbe wszystkich wierzchotkéw tego graniastostupa

e przez k:(n) liczbe wszystkich krawedzi tego graniastostupa

 przez s(n) liczbe wszystkich $cian tego graniastostupa

a. Wyznacz: w(3), k(4), s(5).

b. Wyznacz: w(31), k(28), s(17).

c. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 3 podaj wzory funkcji: w(n), k(n), s(n).

d. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 3 prawdziwa jest réwnos¢
w(n) + s(n) — k(n) = 2.



Zadania

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

kv

Dla argumentu 0 funkcja przyjmuje wartos¢

(] 4

] -2

()] o0

M 2




Cwiczenie 2

Wybierz graf przedstawiajacy funkcje, ktorej dziedzing jest zbiér A i przeciwdziedzing zbiér B.




Cwiczenie 3

Funkcja f okreslona na zbiorze {—2, — 1,0, 1,2} kazdemu argumentowi przyporzadkowuje
liczbe do niego przeciwna. Na ktérym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f?
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Cwiczenie 4

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {20, 31, 44, 52, 67} przypisuje sume jej cyfr. Wskaz
tabelke, ktoéra ilustruje to przyporzadkowanie.

o O O

O

Cwiczenie 5

Funkcja f okreslona wzorem f(a) = 4adlaa > 0 opisuje

obwadd kwadratu o boku dtugosci a

dtugosc¢ przekatnej kwadratu o boku dtugosci a

pole kwadratu o boku dtugosci a

o O O O

dtugos¢ boku kwadratu o przekatnej dtugosci a



Cwiczenie 6

Funkcja f okreslona na zbiorze liczb catkowitych dodatnich kazdemu argumentowi x
przyporzadkowuje najwiekszg wielokrotnos$¢ liczby 3, ktdra jest nie wieksza od x. Liczba
f(101) jest réwna

O 99
O 102
O 3

O 33

Cwiczenie 7

6—2z dla =z <2

x+5 dla z>2 Wynika z tego, ze liczba g(2)

Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) = {

jest rowna

O 5
O 7
O 4

O 2



Cwiczenie 8

Ponumerujmy kolejne liczby naturalne podzielne przez 3, zaczynajac od 30, a koriczac na 999.
Wtedy liczba 900 jest zapisana na miejscu o numerze

O 291

O 299

O 300

O 290

Cwiczenie 9

Ponizszy graf opisuje funkcje f ze zbioru A w zbiér B. Odczytaj f(3).




Cwiczenie 10

Funkcja g jest okreslona za pomoca tabeli. Odczytaj najmniejsza wartos¢ funkcji g.

Funkcja g

9(x) 0 1 2 -1 1 0

Cwiczenie 11

Dziedzing funkcji f okreslonej wzorem f(x) = —"5 jest zbior {—\/5, 0, %, 1, 2, \/E} Dla

kazdego z argumentow funkcji f oblicz wartos¢ tej funkcji.
Cwiczenie 12

Funkcja f kazdej dodatniej liczbie catkowitej mniejszej od 6 przyporzadkowuje 20% tej liczby.
Przedstaw te funkcje w postaci grafu.

Cwiczenie 13

Funkcja f jest okreslona dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wzorem f(n) = —2n + 5.
Wypisz wartosci, ktére funkcja f przyjmuje dla czterech najmniejszych argumentow.

Cwiczenie 14

Rozpatrzmy wszystkie liczby dwucyfrowe, ktérych suma cyfr jest rowna 8. Funkcja f kazdej
z tych liczb przyporzadkowuje iloczyn jej cyfr. Przedstaw funkcje f za pomoca tabeli.



Cwiczenie 15

Funkcja f kazdej liczbie dwucyfrowej mniejszej od 26 przyporzadkowuie liczbe jej dzielnikow
naturalnych. Przedstaw te funkcje za pomocg tabeli. Podaj

a. wszystkie argumenty z, dla ktérych f(z) = 2

b. wszystkie argumenty z, dla ktérych f(xz) = 3

c. najwieksza wartos¢ funkcji f



Zadania generatorowe

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2
Cwiczenie 3
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5
Cwiczenie 6
Cwiczenie 7
Cwiczenie 8
Cwiczenie 9
Cwiczenie 10

Cwiczenie 11




Wprowadzenie

Analizujac zaleznoS$ci funkcyjne miedzy réoznymi wielkoSciami, spotykamy sie

z przypadkami, w ktorych nalezy dokiadnie ustali¢, dla jakich argumentow okreslamy
funkcje. Takg czynnos¢ nazywamy wyznaczaniem dziedziny funkciji.

Przyktad 1

Rozwazmy pole P kwadratu jako funkcje dtugosci jego boku z. Funkcje te zapisujemy
wzorem P(z) = 22,

Do wzoru funkcji P mozna podstawia¢ dowolng liczbe rzeczywistg x, jednak dziedzina
tej funkcji nie jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, tylko zbior liczb dodatnich, bo
tylko takie liczby moga by¢ dtugo$ciami bokow.

Z warunkow zadania wynika, ze dziedzing Dp funkcji P jest zbior wszystkich liczb
dodatnich.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DTEryxZ80
Przyktad 2

W trojkacie ABC dane sg dlugosci bokow |[AC| = 71 |BC| = 8. Oznaczmy |AB| = c.
Funkcja L przyporzadkowuje dtugosci boku c obwod tréjkata ABC. Wowczas

L(c) =7+ 8+ ¢ = 15 + ¢, przy czym funkcja L jest okreslona dla tych ¢, dla ktérych
istnieje trojkat ABC.

Z nieréwnosci trojkata wiemy, ze odcinki o dtugosciach 7, 8, ¢ sa bokami trojkata wtedy
i tylko wtedy, gdy speinione sg warunki:

c>0,c+7>8,7+8>corazc+8 >T.

Stad ¢ > 1ic < 15. A zatem dziedzing Dy, funkcji L jest przedziat (1, 15).



https://zpe.gov.pl/a/DTEryxZ8O

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DTEryxZ80
Przyktad 3

Rozwazmy wszystkie prostokaty, ktorych obwod jest rowny 24. Jezeli przez a oznaczymy
dtugos¢ jednego z bokow takiego prostokata, to sagsiedni bok ma dlugos¢ 12 — a, zatem
pole P prostokata wyraza si¢ wzorem P (a) = a(12 — a) = —a? + 12a. Taki prostokat
istnieje, gdy a > 01 12 — a > 0. Wobec tego dziedzing D funkcji P jest przedziat (0, 12).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DTEryxZ80O
Przyktad 4


https://zpe.gov.pl/a/DTEryxZ8O
https://zpe.gov.pl/a/DTEryxZ8O

Rozwazmy wszystkie pary dodatnich liczb rzeczywistych x i y, ktoérych suma jest dwa
razy mniejsza od ich iloczynu. Zapiszemy liczbe y w zaleznosci od .

Warunki zadania zapisujemy w postaci

z>0iy>0ixy =2(z+y).

Z rébwnoéci xy = 2(x + y) wyznaczamy y

Xy — 2y = 2%
y(z —2) =2z

Zauwazmy, ze dla x = 2 otrzymujemy rowno$¢ sprzeczng 0 = 4. A zatem dla z # 2 mamy

Y= x2f2 . Wynika z tego, ze liczba dodatnia y jest ilorazem liczby dodatniej 2z i liczby
x— 2,wiecx— 2> 0,czyliz > 2.
Zatem funkcje y zapisujemy wzorem

y(a:) - x2_w2
a dziedzing D tejfunkciji jest przedziat
(2, +-00)

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DTEryxZ80

Cwiczenie 1

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych z i y, ktérych suma jest dwa razy mniejsza
od ich iloczynu.

Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/DTEryxZ8O

Rozwazmy wszystkie trojkaty prostokatne o przeciwprostokatnej dtugosci 5. Na
przyprostokatnych takiego trojkata zbudujemy kwadraty o polach z i y. Wyznaczymy
dtugosc¢ boku kwadratu o polu y w zaleznosci od .

Wiemy, ze > 0iy > 0. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze z + y = 52, czyli
y=25—z.

Zatem dlugosc¢ d boku kwadratu o polu y jest funkcja zmiennej x, postaci

d(xz) = +/25 — x, a dziedzina D tej funkciji jest przedziat (0, 25).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DTEryxZ80
Przyktad 6

Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne, ktorych suma dtugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 16. Wyznaczymy objetos¢ V' takiego graniastostupa

w zaleznosci od dlugosci a krawedzi jego podstawy.

Oznaczmy dlugos¢ krawedzi bocznej tego graniastostupa przez b. Z warunkéw zadania
mamya > 0ib > 0oraz8a + 4b = 16,skad b = 4 — 2a, zatema < 2.

Wobec tego objetos¢ V' graniastostupa jest funkcja zmienneja postaci

V(a) = a*(4 — 2a) = —2a3 + 4a?

a dziedzing funkcji V jest przedziat (0, 2).


https://zpe.gov.pl/a/DTEryxZ8O

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DTEryxZ80
Przyktad 7

Rozwazmy wszystkie liczby dwucyfrowe, ktorych suma cyfr jest rowna 15, a cyfrg

dziesigtek jest x. Zapiszemy takg liczbe dwucyfrowg wzorem zaleznym od z.

Z warunkow zadania wynika, ze cyfra jednosci takiejliczby jest 15 — x, a tg liczba

dwucyfrowa jest 10z + (15 — ).

Zauwazmy, ze powyzszy wzor okresla liczbe dwucyfrowg wtedy i tylko wtedy, gdy
speinione sg nastepujace dwa warunki:

» cyfra dziesiatek: z jestjedna z liczb: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
e cyfrajednos$ci: 15—z jestjedna z liczb: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Wobec tego x nalezy do zbioru {6, 7, 8, 9}.
Zapisujac te liczbe dwucyfrowa jako funkcje f zmiennej x, otrzymujemy

f(z) =10z + (15 — z) = 9z + 15

Dziedzing funkciji f jest zbior czteroelementowy {6, 7, 8, 9}.


https://zpe.gov.pl/a/DTEryxZ8O
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Przyktad 8

Na rysunku przedstawiony jest wykres zmian ceny akcji pewnej spotki w ciagu kilku
miesiecy 2013 i 2014 r. Na podstawie wykresu mozna odczyta¢ cene akcji w kazdym
miesigcu, w ktorym zostata ona zapisana. Jednak przebieg tej funkciji opisujacej te zmiany
zmienia si¢ w czasie rzeczywistym. Nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wartosci akcji

w kolejnych miesigcach.

A

Czas

20.00
18.00

16.00

14.00

VIII IX X XI XII I II III IV V VI VII
miesigc

Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z najprostszg metodg przewidywania cen akcji na gietdzie.



Cwiczenie 3

Zapoznaj sie ze strong internetowga zawierajaca informacje o notowaniu spoétek gietdowych.
Woybierz jedng z nich i $ledZ zmiany jej ceny przez kilka dni. Staraj sie codziennie przewidzie¢
cene spotki i ocen trafnosé swoich przewidywan.



Dziedzina

Definicja: Dziedzina

Zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych wzor funkcji ma sens liczbowy
nazywamy dziedzing funkciji.

Przyjmujemy domyslnie, ze jezeli w zadaniu pojawi si¢ tylko wzor funkciji, to funkcja
okreslona jest w catej swojej dziedzinie.

Przyktad 1

Wyznacz dziedzine funkcji P(z) = z°.

Y

Plz) = 2

Dziedzing funkcji P jest zbior liczb rzeczywistych, co zapisujemy: Dp = R.
Przyktad 2

Wyznacz dziedzine funkcji L(c) = 15 + ¢.




Przyktad 3

Wyznacz dziedzing funkcji P(a)

-10+

Dziedzing funkcji L jest zbior liczb rzeczywistych, co zapisujemy: Dy, = R.

a?® + 12a.

357

301

251

201

Przyktad 4

Wyznacz dziedzine funkcji y(z) =

Dziedzing funkciji P jest zbior liczb rzeczywistych, co zapisujemy: Dp = R.




12 -10 -8

Dzielenie przez zero jest niewykonalne, zatem & — 2 # 0. Dziedzing funkcji y jest zbior

liczb rzeczywistych réznych od 2, co zapisuje
Przyktad 5

Wyznacz dziedzine funkcji d(z) = /10 —

101

my: D, = R\ {2}.

12 -10 -8

Pierwiastek kwadratowy okreslony jest dla liczb nieujemnych, zatem 10 — z > 0.

Dziedzing funkciji d jest zbior (—oo;10), co zapisujemy: Dy = (—o0; 1 0).



Przyktad 6

Wyznacz dziedzine funkcji V(a) = —2a® + 4a®.

Przyktad 7

Ay
5.
Va) = —2a° + 4a*
4.
3.
2.
1 E
. , -
6 5 -4 -3 -2 o 1 3 4 5 6
-14
-21
Dziedzing funkciji V jest zbior liczb rzeczywistych, co zapisujemy: Dy = R.
Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = 9z + 15.
A
20+
flx) =9z + 15
25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25




Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych, co zapisujemy: Dy = R.

Cwiczenie 1

Sprawdz, czy podana liczba nalezy do dziedziny funkcji f(z) = —= + 1

o
] -3

(] 2

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy podana liczba nalezy do dziedziny funkcji g(z) = xff’ﬁ
) o

) -3

) —v3

Cwiczenie 3

Sprawdz, czy podana liczba nalezy do dziedziny funkcji f(z) = vz + 2 — 3.

(] -2
] 3

(] -4
Cwiczenie 4

Wyznacz dziedzine funkcji k(z) = .



Cwiczenie 5

Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = vz — 5.
Cwiczenie 6

Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = m.

Cwiczenie 7

Znajdz dziedzine funkcji f(z) = —5—

x2—4x °

Cwiczenie 8

Wyznacz dziedzing funkcji t(z) =

—1-=z

Cwiczenie 9

Ustal dziedzine funkcji f(z) = v2 — z + %=

Cwiczenie 10

Bok kwadratu ABCD ma dtugo$¢ 2. Punkt E lezy na boku BC, przy czym dtugo$¢ odcinka
CE jest réowna z. Punkt F' lezy na boku CD i |CF| = |CE|. Zapisz pole P tréjkata AEF jako
funkcje x. Ustal dziedzine tej funkcji.



Zadania

Cwiczenie 1

Wskaz funkcje, ktérej dziedzing jest zbiodr liczb rzeczywistych.

O f=) =23
Cwiczenie 2

Liczba 1 nalezy do dziedziny funkcji




Cwiczenie 3

Dziedzing funkcji f(x) = v x + 2 jest przedziat

O (2,400)
O <_27 +OO)
O (_OO’ _2>

O (_007 2>

Cwiczenie 4
Potacz w pary funkcje i ich dziedziny.

flz) =2+
flz) = \/3:1+4
f(z) = 735

flz) = 23—‘7—3

f(@)= vz T3

T#—3
x#0

T > —4



Cwiczenie 5

Wskaz funkcje, do dziedziny ktorej nalezy kazda liczba ze zbioru {—1, 0, 1, 2}.

O fz) =5

O flz) =43

O flz)=£2

O flz) =%

Cwiczenie 6

Do dziedziny funkcji f(z) = \/42__% nalezy liczba
O 5
O 4
O 3

O 6



Cwiczenie 7
Wskaz funkcje, ktérej dziedzing nie jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych.
_ 24
O flz) =%
O f=) ==
|
O f(w) — iz.,.l

O flo)= 52

Cwiczenie 8

Do dziedziny funkcji f(z) = (:cfl)(a:i2)(:c73) nalezy liczba
O 3
O -1
O 1



Cwiczenie 9

Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidtowe tréjkatne, ktérych suma dtugosci wszystkich
krawedzi jest rowna 18. Dtugos¢ krawedzi podstawy takiego graniastostupa moze by¢
dowolng liczba rzeczywistg z przedziatu

O (0, 2)

O (2, 6)

O (0,3)

O (1,4

Cwiczenie 10

Wyznacz dziedzine funkcji.
a. f(x) =2x+5
b. g(a:) =z -5

c.hz)=x3 -2z +7



Cwiczenie 11

Wypisz wszystkie liczby, ktére nie naleza do dziedziny funkcji.

c. h(z) = 25

3z—11
d. k(:c) = 0o
Cwiczenie 12

Ustal dziedzine funkcji.




Cwiczenie 13

Wypisz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktére nalezg do dziedziny funkcji

Cwiczenie 14

Wyznacz dziedzine funkciji.
_ 2
2 fz) = 7
V42
b. 9(z) = 15:770

V16—2 V7z+21
d. t(il)) - z+1 - + $$_5

Cwiczenie 15

Rozpatrzmy wszystkie tréjkaty, ktorych obwédd jest rowny 8. Oznaczmy wierzchotki takiego
trojkata przez A, B, C. Przyjmijmy, ze AB jest najkrétszym bokiem |[AB| = 2i |AC| = =.
Zapisz dtugosc¢ a boku BC w zaleznosci od x. Wyznacz dziedzine otrzymanej funkcji a.



Cwiczenie 16

Bok trojkata rownobocznego ABC ma dtugosé 6. Punkty D i E leza na bokach odpowiednio
BC i AC w tej samej odlegtosci x od wierzchotka C. Zapisz pole P trapezu ABDE jako
funkcje x. Ustal dziedzine tej funkciji.

Cwiczenie 17

Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne o objetosci 100. Zaktadajac, ze
krawedz podstawy takiego graniastostupa jest rowna a, zapisz jego pole powierzchni
catkowitej P w zaleznosci od a. Wyznacz dziedzine funkcji P.

Cwiczenie 18

Rozpatrzmy wszystkie tréjkaty prostokatne, ktérych pole jest rowne 18. Przyjmijmy, ze
dtugos¢ jednej z przyprostokatnych takiego trojkata jest rowna b. Zapisz dtugosé c
przeciwprostokatnej trojkata w zaleznosci od b. Wyznacz dziedzine funkcji c.



Zadania generatorowe

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2
Cwiczenie 3
Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Potacz w pary funkcje i ich dziedziny.

flz) = 29;213

f(w) - \/961—+4
fl@)=ve+3

Cwiczenie 6
Cwiczenie 7
Cwiczenie 8
Cwiczenie 9
Cwiczenie 10
Cwiczenie 11
Cwiczenie 12
Cwiczenie 13
Cwiczenie 14

Cwiczenie 15

x> —4
x#0
R

T #—3

> -3

T # —2



P

Cwiczenie 16

Cwiczenie 17



Miejsca zerowe funkgji

Przyktad 1

Przyjrzyjmy si¢ wykresowi zmian temperatury powietrza w pewnej miejscowosci
W marcu.

temp. [°C] 4
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Z wykresu mozemy odczytac, ze temperatura powietrza w dniu 5 marca byta rowna 3°C,
natomiast 11 marca wynosila 4°C. Mozemy tez zadac¢ pytanie: kiedy temperatura
wynosita 5°C? Z wykresu odczytujemy, ze temperature 5°C odnotowano czterokrotnie:
2,12, 14, 26 marca.
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Szczego6lng wartoscia temperatury powietrza jest 0°C. W tej temperaturze woda
przechodzi ze stanu statego w ciekty lub na odwroét. Zadajmy sobie pytanie: kiedy

w marcu, w tej miejscowosci odnotowano temperature 0°C? Z wykresu odczytujemy: 6,
10, 16 marca. Przyjmijmy, ze rysunek przedstawia wykres pewnej funkcji. Wtedy dla

x = 6, x = 10, x = 16 wartosci tej funkcji wynoszg 0.

Definicja: Miejsce zerowe funkgciji

Kazdy argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartos¢ 0 nazywamy miejscem zerowym
tej funkcii.

Przyktad 2

Wykres przedstawia zmiany stanu konta klienta banku w pierwszych jedenastu dniach
miesigca.



T
@
-
o

Klient zakupit lodowke za kwote 2 tys. euro (czyli stan jego konta zmniejszy! si¢ o 2 tys.
euro w momencie dokonania ptatnosci). Innych zakupow tego dnia juz nie zrobit.

Z wykresu odczytujemy, ze zakup ten nastgpit 5. dnia miesigca, gdyz 4. dnia stan konta
wynosit 4 tys. euro, a 5 dnia 2 tys. euro, a w zadnym innym dniu stan konta nie byl o 2 tys.
euro nizszy, niz w dniu poprzednim.

tys. euro

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1+ ® dni

Konto klienta zostato zasilone kwota 3 tys. euro. Ktorego dnia miesigca zostato zasilone
konto takg kwotg? Z wykresu mozemy odczytac, ze nastapito tow 7. dniu miesigca.



tys. euro |

Kiedy stan konta klienta byl rowny zero? Z wykresu odczytujemy, ze klient miat zerowy
stan konta 9.1 11. dnia miesigca. W przypadku niektorych kont banki dopuszczaja
sytuacje, w ktorej klient wyplaca z konta wiecej pieniedzy niz posiada na koncie.
Powstaje wowczas tzw. debet. Mozemy, analizujgc ciagle ten sam wykres, zapyta¢, czy na
koncie klienta byt w tym okresie debet, a jesli byl, to w jakiej wysokos$ci. Debet ilustrujg te
punkty wykresu, ktore znajdujg si¢ ponizej osi poziomejuktadu wspotrzednych, a wiec
punkty odpowiadajgce ujemnym wartosciom funkcji. Z wykresu odczytujemy, ze tylko w
1. dniu miesigca miata miejsce taka sytuacja. Wielkos¢ debetu wyniosta 1 tys. zt.

Powyzsze przyklady pokazuja, ze w praktyce niekiedy istotne jest okreslenie, w jakim
przypadku funkcja przyjmuje wartoSc 0. Sa tez sytuacje, gdy wygodniej jest porownywac
wartosci funkcji z inng szczegodlng wartoscia tej funkcji. Na przykiad, gdy analizujemy
wykres temperatury ciala cztowieka w pewnym przedziale czasowym, to temperature
poréwnujemy z warto$cig 36,6 ° C. Jest to tzw. normalna temperatura ciala czlowieka.
Temperatura ciala wyzsza od tej wartosci, ale nie wieksza niz 37°C, wskazuje na stan
podgoraczkowy. Temperatura ciata wyzsza niz 37°C oznacza goraczke. Temperatura ciata
cztowieka nizsza niz 36,6° C oznacza oslabienie organizmu.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiony jest wykres temperatury ciala pacjenta, mierzonej co godzine,
przez kolejnych 12 godzin.
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Okreslmy kilka przyktadowych wartosci temperatury ciata tego pacjenta.

W poczatkowym momencie mierzenia, czyli w chwili ¢ = 0 pacjent miat stan
podgoraczkowy, temperatura jego ciata byta réwna 37°C. W chwili ¢ = 4 temperatura
jego ciata wynosita 39° C, a wiec mial wowczas goraczke. Po siedmiu godzinach pomiaru
temperatura ciata pacjenta przyjeta warto$¢ normalng i taka temperatura utrzymywata
sie przez godzing, do chwili ¢ = 8. Przez nastepne dwie godziny pacjent byt ostabiony,
ale od chwili ¢t = 10, az do konca pomiaru, czyli do chwili ¢ = 12 znowu powrocita

u niego temperatura normalna. Mozemy wiec powiedzie¢, ze normalna temperatura
odnotowana byta w dwoch przedziatach czasowych (7, 8) oraz (10, 12).

W praktyce czesto wystepuja charakterystyczne wartosci réznych wielkosci, czesto inne
niz zero, w stosunku do ktorych odnosimy mierzone wartosci. Np. temperatura 100°C,

a wiec temperatura wrzenia wody w warunkach normalnego ci$nienia, 50 km /h -
dopuszczalna predko$¢ poruszania si¢ pojazdow po drogach na obszarach zabudowanych,
8000 metroéw n.p.m. - tzw. ,granica $Smierci” w gorach.

Przyktad 4

Gdy dziedzing lub zbiorem wartosci funkcii jest zbior nieograniczony, to jesteSmy

w stanie narysowac jedynie pewien fragment wykresu tej funkcji (ze wzgledu na
ograniczone rozmiary kartki papieru lub ekranu monitora). Jesli narysowany jest jedynie
fragment wykresu funkciji i nie wiemy nic wiecej o tej funkcji, to nie mozemy na
podstawie tego fragmentu wykresu wycigga¢ wnioskow, ktore dotyczg tych czesci
wykresu, ktorych rysunek nie przedstawia. Na przyktad na podstawie przedstawionego
fragmentu wykresu funkcji h mozemy podac jej miejsce zerowe x = 2 i stwierdzic, ze

w widocznym na rysunku przedziale (—6,6) innych miejsc zerowych ta funkcja nie ma.




[\

Jesli wiedzieliby$my, ze funkcja przedstawiona na wykresie jest dla kazdego x
rzeczywistego okreslona wzorem

h(z) = 32 —1,

to wyznaczenie jej wszystkich miejsc zerowych sprowadzitoby sie do rozwigzania
rownania h(z) = 0, co rownowaznie zapisujemy 3z — 1 = 0,skad +z = 1, czyliz = 2.



Wartosc¢ funkcji dla danego argumentu

Jezeli funkcja okreslona jest wzorem, to obliczanie wartosci funkcji dla danego argumentu
polega na wstawieniu do wzoru tego argumentu i obliczeniu wartosci otrzymanego
wyrazenia arytmetycznego.

Przyktad 1

Rozpatrzmy funkcje f okre$long wzorem f(z) = 3z + 5. Obliczymy wartosci tej funkciji
dla argumentow ze zbioru {—2, — 1%, 0,75, \/7}

Rozpatrzmy funkcje okreslong wzorem

| x s

-

W ze zhjor,

dia x= ST
la x=v/7. f(V7)=3. ¥ 1:%’0’75’\5}
i 3 \/;7+5=5+3w/5' .

=0,7
X 5 f(o,75)=3-o,75+5-2 2545
a x=- g J

x=-12 f(—1-§-)=3-(-1-3‘3}+5=.-3.‘_5_ a

dia X=-2 i

f(-2J=3{“2)+5=-6+5=._1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przyktad 2

Aby odczyta¢ z wykresu funkcii, jakg warto$¢ przyjmuje ona dla danego argumentu a,
wystarczy dorysowac prostg rownolegla do osi Oy, na ktorejleza wszystkie punkty,
ktorych pierwsza wspolrzedna jest rowna a (o takiej prostej mowimy, ze ma rownanie
z = a). Otrzymamy wtedy doktadnie jeden punkt przeci¢cia tej prostej z wykresem
funkciji. Druga wspotrzedna tego punktu jest szukang wartoscia.



https://zpe.gov.pl/a/DqUPeROFA

Odczytywanie z wykresu wartosci funkcji dla zadanego argumentu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przyktad 3

W praktyce czesto analizujemy wykresy, szukajgc na nich argumentow, dla ktorych
funkcja osigga pewne szczegodlne wartosci (co byto szerzej skomentowane w przyktadach
wstepnych). Istotng umiejetnoscia jest odczytanie z wykresu funkcji jej wartosci
najmniejszej i wartosci najwiekszej, o ile da sie takie wartoSci wyznaczyc.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DqUPeROFA
Przyktad 4

Sprawdzimy, ktory z punktow: A = (0, —1),B= (-1, 3),C = (2, 1),D = (4, 8)
nalezy do wykresu funkcji f(z) = z? — 2z.


https://zpe.gov.pl/a/DqUPeROFA
https://zpe.gov.pl/a/DqUPeROFA

Poniewaz:

e f(0) =0?—2-0=0,todowykresu funkcji f nalezy punkt (0, 0), a wiec nie nalezy
do niego punkt A = (0, — 1);

e f(=1)=(-1)>=2-(=1) =1+ 2 = 3,to punkt B = (—1, 3) nalezy do wykresu
funkciji f;

o f(2) =2%—2-2=0,todowykresu funkcji f nalezy punkt (2, 0), a zatem punkt
C = (2, 1) nie nalezy do tego wykresu;

o f(4) =4%—2-4 =8, topunkt D = (4, 8) nalezy do wykresu funkcji f.



Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dang
wartosc

Przyktad 1

Aby odczytac z wykresu, czy i dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartos¢ w,
wystarczy dorysowac prostg rownolegia do osi OX, na ktorejlezg wszystkie punkty,
ktorych druga wspotrzedna jest rowna w (o takiej prostej mowimy, ze ma rOwnanie y = w
). Jezeli taka dorysowana prosta przecina wykres danej funkciji, to odczytujac pierwszg
wspolrzedna kazdego z punktoéw przeciecia, wyznaczymy argumenty, dla ktorych
funkcja przyjmuje dang wartosc.

Odczytywanie z wykresu argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje zadana warto$é
¢ ¥ . - J

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja.

Przyktad 2

Odczytaj z wykresu funkcji f liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m.



https://zpe.gov.pl/a/D124pzltd

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D124pzltd
Przyktad 3

Wyznaczymy wszystkie miejsca zerowe funkcji
e p(x) =8—"Tzx

Dziedzing tej funkciji jest zbior liczb rzeczywistych.

. . , . . o . 8
Rozwigzujemy réwnanie p(z) = 0,azatem 8 — 7z = 0,skad 7z = 8, czyliz = .

8

Funkcja p ma jedno miejsce zerowe z = .

e k(z) =3z —2)(x+1)

Dziedzing tej funkciji jest zbior liczb rzeczywistych.

Rozwigzujemy réwnanie k(x) = 0, a zatem (3z — 2)(x + 1) = 0. Poniewaz iloczyn jest
rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjeden z jego czynnikow jest rowny 0, wiec
3z —2=0lubz+1=0.Stade = = lubz = —1.

Funkcja k ma dwa miejsca zerowe: £; = % oraz xs = —1.

. fl@)=a? -4

Dziedzing tej funkciji jest zbior liczb rzeczywistych.

Rozwiazujemy rownanie f(z) = 0, a zatem 2% — 4 = 0. Korzystajgc ze wzoru na roéznice
kwadratow, zapisujemy rownanie w postaci (x — 2)(z + 2) = 0,awiec z — 2 = 0 lub

x 4+ 2 = 0. Wynika z tego, ze x = 2lubz = —2.

Funkcja f ma dwa miejsca zerowe: 1 = 2 oraz £y = —2.

Fragment wykresu funkcji f(z) = x? — 4 przedstawiony jest na rysunku.


https://zpe.gov.pl/a/D124pzltd

« 9(z) = (z - 1)(z + 1)(z - 2)

Dziedzing tej funkciji jest zbior liczb rzeczywistych.

Rozwigzujemy rownanie g(x) = 0,azatem (z — 1)(z + 1)(z —2) = 0,skadz —1 =0
lubz +1=01lubx — 2 = 0. Wynika z tego, ze funkcja g ma 3 miejsca zerowe: ; = 1,
x9 = —1 oraz x3 = 2.

Fragment wykresu funkcji g(z) = (z — 1)(z + 1)(z — 2) przedstawiony jest na rysunku.

Dziedzing funkcii ¢ jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, z wyjatkiem liczby — 1.
Zauwazmy, ze dla z # —1 funkcje t mozna zapisa¢ w postaci



t(z) = e DEtl) — 41, Jedynym miejscem zerowym funkcji ¢ jest zatem z = 1.

z+1
Fragment wykresu funkciji t(z) = £ przedstawiony jest na rysunku.
by

4+

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4
|
|
|

20 —2 dla 1<x<2

Dziedzing tej funkciji jest przedziat (—2, 2).
Zauwazmy, ze:

a.Jezeliz € (-2, —1),tom(xz) = —2z — 2. Rozwigzujemy rownanie m(z) = 0,
azatem —2z — 2 = 0, skad x = —1. Ale —1 nie nalezy do przedziatu (-2, — 1),
zatem w tym przypadku funkcja m nie ma miejsc zerowych;

b. Poniewaz dla z € (—1, 1) funkcja m dana jest wzorem m(x) = 0, to kazda liczba
z przedziatu (—1, 1) jest miejscem zerowym tej funkcji;

c.Jezeliz € (1, 2),tom(z) = 2z — 2. Rozwigzujemy réwnanie m(z) = 0, a wiec
2 — 2 =0, skad z = 1. Ale 1 nie nalezy do przedziatu (1, 2), zatem w tym
przypadku funkcja m nie ma miejsc zerowych.

A zatem kazda liczba rzeczywista z przedziatu (—1, 1) jest miejscem zerowym funkcji m.
Funkcja m ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych.
Caly wykres funkcji m przedstawiony jest na rysunku.



4
3.
m
2.
1-
0 X
5 -4 3 2 - o 1 2 3 4 5
-1
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Przyktad 4

Funkcja f kazdejliczbie rzeczywistej dodatniej przyporzadkowuje liczbe 0 30 % od niej
mniejszg. Obliczymy, dla jakiego argumentu funkcja f przyjmuje wartos¢ 14.

Oznaczmy takg liczbe rzeczywista przez x. Przyporzadkowanie opisane w tresci zadania
zapisujemy wzorem f(z) =  — 30% x =  — 0,3z = 0,7z. Dziedzing tej funkcji jest
zbior liczb rzeczywistych dodatnich.

Szukamy argumentu, dla ktorego f(z) = 14, awiec 0,7x = 14, skad = = 3%17 = 20.
Jedynym argumentem, dla ktorego funkcja f przyjmuje warto$¢ 14 jest x = 20.

Przyktad 5

Wyznaczymy wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja g(z) = 52 przyjmuje wartosé
-2,

Dziedzing tej funkciji jest zbior liczb rzeczywistych.

Rozwigzujemy réwnanie g(z) = —2.

2’4z

rdr 9

2 —dx = —4

o’ —4dz+4=0

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy. Wtedy (z — 2)2 =0,
czyliz — 2 = 0,azatemz = 2.

Wobec tego funkcja g(x) = % przyjmuje warto$¢ —2 tylko wtedy, gdy = 2.
Przyktad 6

Wyznaczymy wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja k(z) = $_2H przyjmuje wartos¢ .

Najpierw ustalimy dziedzing¢ funkciji k. Jest to zbior wszystkich liczb rzeczywistych

roznych od —1.
1

Rozwigzujemy réwnanie k(z) = 3.



2 1

T+ T 3

Z wilasnosci proporcjiz +1 =2- 3,

czyliz = 5.

A zatem funkcja k(z) = %ﬂ przyjmuje wartosc¢ % tylko wtedy, gdy ¢ = 5.
Przyktad 7

Funkcja P kazdejdodatniejliczbie rzeczywistej a przyporzadkowuje pole tréjkata
rownobocznego o boku a. Obliczymy a, dla ktorego funkcja P osigga wartosé v/3.
Korzystajac ze wzoru na pole trojkata rownobocznego, ustalamy wzor funkcji P:
P(a) = %az, dlaa > 0.

Rozwigzujemy rownanie P(a) = v/3

Poniewaz a jest liczbg dodatnig, to korzystamy z definicji pierwiastka kwadratowego,

skad a = Vi =2
A zatem P osigga wartos¢ v/3 dlaa = 2.
Przyktad 8

Funkcje: a(n) = n(2n — 3)(n — 4) i b(n) = —3n? + 1 okreslone sg na zbiorze dodatnich
liczb catkowitych.

e Obliczymy miejsce zerowe funkciji a.

Rozwigzujemy réwnanie a(n) = 0, awiec n(2n — 3)(n —4) = 0,skad n = 0 lub

2n —3=0lubn -4 =0,czylin =0lubn = % lub n = 4. Sposrod tych trzech liczb
jedynie 4 jest liczbg catkowita dodatnig, a zatem funkcja a ma tylko jedno miejsce zerowe,
n =4.

» Wyznaczymy wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja b przyjmuje wartos¢ —26.
Rozwigzujemy réwnanie b(n) = —26.
—3n®+1=-26
—3n® = -26—1
—3n? = —27|: (-3)
n?=9

Poniewaz n jest liczbg dodatnig, to korzystamy z definicji pierwiastka kwadratowego,
skad



n:\/§=3

Wynika z tego, ze funkcja b przyjmuje warto$¢ — 26 tylko wtedy, gdy n = 3.
Przyktad 9

4 dla r<—1
Dana jest funkcja f(z) = { 2 — 7z dla —1<z <3,
22 dla  z>3
Wyznaczymy wartoéci funkciji f dla argumentéow: & = —v/5, 2 = —1,z = 2 z=4

4 dla x<-1
Dana jest funkcja: f(x) = 2-7x dla -1<x<3
x2 dla x>3

Wyznaczymy wartosc funkgcji f dla argumentow:

x=-\/§; x=-1, x='1i;_sr x=4,

r f(x) = 4 f(x) = 2-7x f(x) = x2
<1 -1<x<3 >3 X
1 :x +—o+ V 1 :x e V P — i
5 -1 0 2 3 4
f(-v5) = 4 f(-1) = 4 f(33) = -13 f(4) =16

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak obliczy¢ wartosci funkcji f(x) dla podanych argumentow.



https://zpe.gov.pl/a/D124pzltd

Cwiczenie 1

Funkcje f przedstawiono za pomoca grafu.

Wskaz, ktora rownosé jest poprawna.



Cwiczenie 2

Funkcje g przedstawiono za pomocg tabelki.

Funkcja g

9(x) 2 4 -1 0 —2 2

Woynika z tego, ze funkcja g

dla x = 0 przyjmuje wartos¢ 1

dla kazdego argumentu ujemnego przyjmuje warto$¢ dodatnig

o O O

przyjmuje wartosc 3

() madwa miejsca zerowe

Cwiczenie 3

Funkcja 2 kazdej dodatniej liczbie dwucyfrowej przyporzadkowuje iloraz tej liczby przez sume
jej cyfr. Wynika z tego, ze

i(35) jest liczba catkowita

i(20) < i(21)

i(24) = 4

O o 0o O

i(10) = 10



Cwiczenie 4

Rozpatrzmy funkcje g(z) = 3*5& Funkcja g

(] ma jedno miejsce zerowe
(] dlaz = —1 przyjmuje wartos¢ 1
(] nie przyjmuje wartosci 2

(] dlaz = 7 przyjmuje warto$¢ catkowita

Cwiczenie 5

Funkcja z kazdej dodatniej liczbie catkowitej n przyporzadkowuje liczbe o 1 mniejsza od
dwukrotnosci liczby n. Wtedy

(] funkcja z nie ma miejsc zerowych
(] do zbioru wartosci funkcji z nalezy liczba 333
(] =2(5)=4

) =(2) = =(3)



Cwiczenie 6

Oznaczmy przez P(a) pole powierzchni szescianu o krawedzi dtugosci a.
a. Oblicz P(%).
b. Wykaz, e P(v2) > 10.

c. Wyznacz a, dla ktérego P(a) przyjmuje wartosé 6.
d. Wyznacz a, dla ktoérego P(a) przyjmuje wartos¢ 30.

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8

Dziedzing funkcji a(n) = Tn — 2 jest zbior liczb naturalnych. Sprawdz, czy do zbioru wartosci
funkcji a nalezy liczba

(] 1000
5
) 15

) 110



Cwiczenie 9

Miejscem zerowym funkcji f(z) = (m + 2)z? — mx + 8 jest liczba — 1. Wynika stad, ze

o O O
3
[
|

() m=0

Cwiczenie 10

Funkcja f jest okreslona wzorem

f(z) = z+1 dla z <2
v = 7T—2x dla 2<z<5b

Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartos$é —5?
Cwiczenie 11

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n przez s(n) oznaczamy sume n poczatkowych liczb
catkowitych dodatnich, to znaczy s(n) =1+2+ ...+ n.

a. Oblicz s(10).

b. Znajdz n, dla ktérego s(n) = 66.

c. Wykaz, ze nie istnieje n, dla ktérego s(n) = 60.
Cwiczenie 12

Dtugo$¢ boku kwadratu ABCD jest rowna 4. Punkt E lezy na przekatnej AC kwadratu, przy
czym |AE| = z. Dla jakiej wartosci x pole P trdjkata ABE jest réwne 3v/2?



Zadania

Cwiczenie 1

Wskaz funkcje, ktorej miejscem zerowym jest liczba 3.

O f(:c):%:c+3

O fle)=2z+3
O f(z)=15—-5z
O fz) =32
Cwiczenie 2
Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = £;2. Wynika z tego, ze f(z) = —2 dla

o o O O
[




Cwiczenie 3

Funkcja g okreslona jest za pomoca tabeli.

Funkcja g
T 1 2 3
g() 0 T V5

Najwieksza wartoscia funkcji g jest

O 2
O 6
O %
O 5

Cwiczenie 4
Uzupetnij miejsca zerowe funkcji f.

2sle) = ! I
b)f(m):m2—|—a: ‘ H ’
o) f(z) =2z +4 ‘ ’

d) f(z) = —5z — 20 : | |

o f(w) = 2 | |
f)f(:c)zx/m—Jr?):‘ ’

8 f(a) = 4=t | |




Cwiczenie 5

Funkcja k okreslona jest za pomoca grafu.

Dla ilu argumentow funkcja k przyjmuje wartosci ujemne?

S

O 2
O 4
O 1
O 3
Cwiczenie 6
Oblicz wartos¢ funkcji f w punkcie x = —1.
a) f(z) = Vz + 5 |
b) f(iE) - —22m+2 ’
A fla) = 357 ¢ |
d) f(z) = V-7 ‘ ’

&

N_—



Cwiczenie 7

3r—1 dla =z < -1

Dana jest funkcja f(:r:):{ Lo odl T
T a T > —

Wynika z tego, ze f(—1) jest réwne

O 1

Cwiczenie 8

Funkcja f kazdej liczbie trzycyfrowej mniejszej od 125 przypisuje iloczyn jej cyfr. Rdznica
miedzy najwieksza i najmniejsza wartoscia tej funkcji jest rowna

O 8
O 9
O 19

O 10



Cwiczenie 9

Miejscem zerowym funkcji ¢(z) = (3 — m)x — 3m — 4 jest —2. Wynika z tego, ze t(0) jest
rowne

O 3
O 26
O —4

O 17

Cwiczenie 10

Do zbioru wartosci funkgji f(z) = 2* + 2 nalezy liczba

O V2
O Vb
O 1

O V3



Cwiczenie 11
Funkcja g okreslona jest za pomoca tabeli.

Funkcja g

Wyznacz zbidr wartosci funkcji g.

Cwiczenie 12

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = {

Oblicz.
a. f(0)

b. f(—x/i)

z2  dla <0
x+1 dla z>0



Cwiczenie 13

Wyznacz miejsce zerowe funkcji.

a. f(z) =4z — 6

b.g(z) =5— 2z

Cwiczenie 14

Na wykresie funkcji f(z) = —2x + 5 lezy kazdy z punktow: A = (—1,a), B = (0,b),
C = (1,¢), D = (2,d). Oblicza, b, cid.

Cwiczenie 15

Wyznacz miejsca zerowe funkgcji.
a. f(z) = z(z — 5)
b. g(x) = (2 + 4)(x — 3)
c.h(z) =(x—1)(b —x)

d. k(z) = z(z + 2)(8 — 4z)



Cwiczenie 16

Dany jest okrag o promieniu r. Przez P(r) oznaczamy funkcje okreslajaca zalezno$¢ miedzy
polem sze$ciokagta foremnego wpisanego w ten okrag a promieniem r.

a. Podaj wzor funkcji P.

b. Oblicz P(2).

c. Znajdz r, dla ktérego funkcja P przyjmuje wartosc 54\/§.
Cwiczenie 17

Dziedzing funkcji f(x) = z? jest przedziat (—5, 2). Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych
funkcja f przyjmuje warto$c

a.0

b. 1

c.3

d.16

Cwiczenie 18

Funkcja g okreslona jest, dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n, wzorem g(n) = 1
Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja g osigga wartos¢ 20.



Cwiczenie 19
Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
a. f(x) =2* — 25
b.g(z) =7 — z*
c. h(z) = 92% + 6z + 1
d. k(z) = 2*> — 122 + 36
Cwiczenie 20

—x—1 dla r < —3
Funkcja u jest okreslona wzorem u(z) = 2 dla -3<z<2
2¢ — 2 dla T > 2

Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x funkcja u przyjmuje tylko wartosci dodatnie.



Zadania generatorowe

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2
Cwiczenie 3
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5
Cwiczenie 6
Cwiczenie 7
Cwiczenie 8
Cwiczenie 9
Cwiczenie 10

Cwiczenie 11

Cwiczenie 12



Argumenty i wartosci funkcji

Juz wiesz

Przypomnijmy, ze wykres funkcji, ktorej argumentami i wartoS$ciami sg liczby
rzeczywiste, to zbior tych punktow plaszczyzny, ktorych pierwsza wspoirzedna jest
argumentem funkcji, a druga wspotrzedna - wartoscig funkcji dla tego argumentu.

Przyktad 1

Z przedstawionego wykresu funkcji f odczytajjej warto$ci kolejno dla argumentow:
-4, -3, —1, 1, 2, 3, 4. Wskaz miejsca zerowe funkciji.

Ay

- : -
7 % 5 12 4 5 6 71
44
Dla argumentu
e x = —4 warto$¢ funkciji f jest rowna—3, co zapiszemy f(—4) = —3
e x = —3wartos¢ tej funkcji jest rowna —2, czyli f(-3) = -2

Nastepnie f(-1) = 3, f(1) = 2, f(2) = 1, {(3) = Oorazf(4) = -2.
Funkcja ma dwa miejsca zerowe.

Wazne!

Przypominamy, Ze nie nalezy myli¢ miejsca zerowego z punktem wspolnym wykresu
funkciji i osi Ox. W tym rozpatrywanym przyktadzie s3 dwa takie punkty (—2, 0) oraz




(3, 0). Miejsca zerowe to pierwsze wspotrzedne tych punktow, czyli z; = —2 oraz
Ty = 3. S3 to argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartos¢ 0.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu pewnej funkciji s, ktorej dziedzing jest
zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

Na podstawie tego fragmentu wykresu funkcji s mozemy wskaza¢ pie¢ miejsc zerowych:
x =-mx=0,x=m x=2n,x = 3.

W rzeczywisto$ci funkcja ta jest okreslona dla kazdejliczby rzeczywistej. Miejscem
zerowym tej funkciji jest kazda catkowita wielokrotnos¢ liczby 7, a wiec kazda liczba
postaci x = km, gdzie k jest liczbg catkowita. Funkcja tg jest sinus. Jest to jedna z funkciji
trygonometrycznych.



Wykres funkcji sinus

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje wykres funkcji sinus.

Wazne!

Nie narysujemy w catoSci wykresu funkciji, ktorej dziedzing jest zbior nieograniczony.
Z wykresu takiej funkcji nie odczytamy poprawnie wszystkich jej wiasnosci.

Przyktad 3

Y

Punkt NALEZY do wykresu

\

Juz wiesz

Aby odczytac z wykresu funkcii, jakg warto$¢ przyjmuje ona dla danego argumentu a,
wystarczy dorysowac prosta réwnolegly do osi Oy, na ktérejleza wszystkie punkty,


https://zpe.gov.pl/a/DpDcgBpQt

ktorych pierwsza wspolrzedna jest rowna a (takg prostg opisujemy rownaniem x = a).
Otrzymamy wtedy dokladnie jeden punkt przeciecia tej prostejz wykresem funkcii.
Druga wspolrzedna tego punktu jest szukang wartoscig.

Odczytaj z wykresu jaka wartosc¢ przyjmuje funkcja dla argumentu a

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, jak z wykresu funkcji odczyta¢ jaka wartos¢ przyjmuje funkcja dla
argumentu a.

Juz wiesz

o Aby odczyta¢ z wykresu, czy i dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartos$¢ w,
wystarczy dorysowac prostg rownolegly do osi Ox, na ktorejleza wszystkie punkty,
ktorych druga wspolrzedna jest rowna w (takg prostg opisujemy rownaniem y = w).

» Jezeli taka dorysowana prosta ma punkt wspolny z wykresem danej funkciji, to
odczytujgc pierwszg wspotrzedng kazdego z takich punktow wspolnych,
wyznaczymy argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje zadang wartosc.


https://zpe.gov.pl/a/DpDcgBpQt

Odczytaj z wykresu dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartos¢ w

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Animacja pokazuje, jak z wykresu funkcji odczyta¢ dla jakich argumentow funkcja

przyjmuje wartoS¢ w.



https://zpe.gov.pl/a/DpDcgBpQt

Przyktady

Przyktad 1

Odczytaj miejsca zerowe funkcji przedstawionejna wykresie.
Jezeli argument funkciji nie jest jej miejscem zerowym, to wartos¢ funkcji dla tego
argumentu jest dodatnia lub ujemna.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DICDBZART

O$ Ox dzieli wykres funkcji tak, ze kazdy punkt wykresu, ktory lezy powyzej osi Ox ma
drugg wspolrzedna dodatnig. Mowimy wtedy, ze funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.
Podobnie kazdy punkt wykresu, ktory lezy ponizej osi Ox ma drugg wspoirzedna ujemna.
Mowimy wtedy, ze funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

Przyktad 2

Wskaz, dla jakich argumentoéw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich
ujemne.



https://zpe.gov.pl/a/DlCDBZART

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DICDBZART
Przyktad 3

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji f.
Y

4

Odczytujemy z wykresu tej funkcji dziedzine, warto$¢ najmniejsza, wartos¢ najwieksza,
zbior wartosci, liczbe miejsc zerowych.

a. Dziedzina to przedziat <-9, 7).

b. Warto$¢ najmniejsza to liczba — 3.

c. Wartos¢ najwieksza to liczba 2.

d. Zbior wartosci to przedziat <—3, 2 >.
e. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe.

Na rysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji f

Odczytujemy z wykresu funkcji

dziedzine: przedziat €9,7),

wartos¢ najmniejsza: liczba -3,

wartos¢ najwieksza: liczba 2,

zbiér wartosci: przedziat <3,2),

liczbe miejsc zerowych: jedno.


https://zpe.gov.pl/a/DlCDBZART

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak poruszajgc si¢ po wykresie funkciji f odczyta¢ dziedzine
funkciji, najmniejsza i najwieksza wartosci funkciji, zbior wartosci funkcji oraz liczbe
miejsc zerowych.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcii g.
b

101

¥

7 6 -5 -4

Odczytujemy z wykresu tej funkcji dziedzine, warto$¢ najmniejsza, wartos¢ najwiekszg,
zbior wartosci, liczbe miejsc zerowych, zbior argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie oraz ujemne.

Odczytujemy z wykresu funkcji:

a. dziedzine: przedziat (-3, 6),

b. zbiér wartosci: przedziat < 0, 9),

c. warto$¢ najmniejsza: 0
zauwazmy, ze funkcja g nie przyjmuje warto$ci najwiekszej,

d. liczb¢ miejsc zerowych: jedno, jesttox = 0,

e. dla jakich argumentow funkcja g przyjmuje wartosci dodatnie: dla kazdego x
z przedziatu (-3, 0) oraz dla kazdego x z przedziatu (0, 6).
Zauwazmy tez, ze funkcja g nie przyjmuje warto$ci ujemnych.

Przyktad 5

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji ¢.


https://zpe.gov.pl/a/DlCDBZART

Y
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Odczytujemy z wykresu tej funkcji dziedzine, warto$¢ najmniejsza, wartos¢ najwieksza,
zbior wartosci, liczbe miejsc zerowych, zbior argumentéw, dla ktorych funkcja przyjmuje
warto$ci dodatnie oraz ujemne.

Odczytujemy z wykresu funkciji:

a. dziedzing: zbior czternastoelementowy
{-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},

b. zbiér wartosci: zbior szeécioelementowy {2, 0, 1, 2, 3, 4},

c. wartoS$¢ najmniejsza: — 2,

d. warto$¢ najwigksza: 4,

e. liczbe miejsc zerowych: trzy, sa to: liczby —4, 2, 5,

f. dla jakich argumentow funkcja ¢ przyjmuje wartosci dodatnie: dla kazdego z ze
zbioru {-7, -6, -5, -3, -2, —1, 3, 4, 6},

g. dla jakich argumentow funkcja ¢ przyjmuje wartosci ujemne: dlax = Oorazx = 1.



Zadania. Czesc |

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat

O (_174)

O (_77 4)

O <_174>

O <_77 4>




Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

kv

_2-
Najwieksza wartos¢ funkcji f
() jest réwna 4 i funkcja przyjmuje te wartos¢ dla argumentux = —3
() jest réwna 3 i funkcja przyjmuje te wartos¢ dla argumentux = —2

() nieistnieje



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

kv

Najmniejsza wartos¢ funkcji f

() jest réwna 1 i funkcja przyjmuje te wartos$¢ dla argumentux = —7

() jest réwna —1 i funkcja przyjmuje te wartos¢ dla argumentux = 2

() nieistnieje



Cwiczenie 4
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

kv

Zbiorem wartosci funkcji g jest

O (=2,5)

O (_27 5>

O <_77 1)

O <_27 5)



Cwiczenie 5
Wykres funkcji g przedstawiony jest na rysunku.

kv

Najwieksza wartosc¢ funkcji g

() jestréwna—2

() nieistnieje

() jestréwnab



Cwiczenie 6
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

kv

Najmniejsza wartos¢ funkcji g

() jestréwna4

() nieistnieje

() jestréwna—2



Cwiczenie 7

Wykres funkcji f przedstawiony jest na rysunku.

i

Zbiorem wartosci funkgji jest

O <_37 6>

O (1,6)

O (_37 6)

O (_27 3)



Cwiczenie 8

Wykres funkcji f przedstawiony jest na rysunku.

i

Najwieksza wartos¢ funkcji f

() jestréwna 6

() nieistnieje

() jestréwnal



Cwiczenie 9

Wykres funkcji f przedstawiony jest na rysunku.

ks

Najmniejsza wartos¢ funkgji

() jestréwnal

() nieistnieje

() jestréwna-3



Cwiczenie 10

Woykres funkcji h przedstawiony jest na rysunku.

i

Zbiorem wartosci funkgji jest

O <_37 6)

O (1,6)

O (_27 3)

O <_37 6>



Cwiczenie 11

Woykres funkcji h przedstawiony jest na rysunku.

i

Najwieksza wartos¢ funkcji h

() jestréwna 6

() nieistnieje

() jestréwnal



Cwiczenie 12

Woykres funkcji h przedstawiony jest na rysunku.

i

Najmniejsza wartos¢ funkcji h

() jestréwna—2dlaargumentux = 1

() jestréwna—3dlaargumentux = 0

() nieistnieje



Cwiczenie 13

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji t. Odczytaj z wykresu

a. zbidér wartosci funkcji t,

b. najmniejsza wartos$¢ funkcji t,

c. najwieksza wartos¢ funkcji t,

d. miejsca zerowe funkcji t,

e. maksymalny przedziat, w ktérym funkcja t przyjmuje wartosci ujemne.




Cwiczenie 14

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

kv

lle miejsc zerowych ma funkcja f?

O 4

() nieskonczenie wiele

O 3

O 5



Cwiczenie 15

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

kv

Zaznacz wszystkie miejsca zerowe funkcji f.

o o 0o 0o o o
[
|



Cwiczenie 16

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

kv

'><

lle miejsc zerowych ma ta funkcja?

O 1

() nieskonczenie wiele

O 0

O 2




Cwiczenie 17

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

by

'><

Zaznacz wszystkie miejsca zerowe funkcji g.

o o O O O
[
|




Cwiczenie 18

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji k.

Y

Wskaz maksymalny przedziat, w ktérym funkcja k przyjmuje wartosci dodatnie.

O ze(-8 —1)
O ze(=8 —1)
O ze(-8 —1)
O ze(-8, —1)



Cwiczenie 19

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f. Wyznacz:
a f(2 _ \/10),
b. znak iloczynu f(1) - f(—3),

c. réznice miedzy wartoscig najwieksza a wartoscia najmniejsza funkcji f.

by

44




Cwiczenie 20

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g. Odczytaj z niego liczbe rozwigzan réwnania.

ag(z) = 1
b. g(z) = 2
c.g(z) = 3
dg(z)= 3

4£y




Cwiczenie 21

Na rysunkach przedstawione sg wykresy funkcji h i k.
Funkcja f okreslona jest nastepujaco

a. Podaj miejsca zerowe funkgji f.
b. Podaj wartos$¢ najmniejsza oraz wartos¢ najwieksza funkcji f.
c. Podaj wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie.

d. lle rozwiazan ma réwnanie f(z) = —17?

4£y

o







Cwiczenie 22

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Podaj liczbe miejsc zerowych funkc;ji f.

O 1

O 2

O 4

O 3

w=

N

cnvx



Zadania. Czesc¢ Il

Cwiczenie 1

Wskaz wykres funkgcji, ktora w przedziale (—2, 3) ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

44y a4y
3 34
2 2

<
\ i

® 2 o O | e
by oy
3 o
2 2

o N
>
o -~
>




Cwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcjiy = f(x).

Ay

Zbiorem wartosci funkgji jest

O (=2,00U(1,3)

O <_37 3>

O <_27 O) U <173>

NG



Cwiczenie 3

Rysunek przedstawia wykres funkgcji g.

Zaznacz nieréwnos$¢ prawdziwa.

9(=2) < g(4)

9(0) < g(2)

9(—3) < g(—4)

o O O O

9(1) <g(-1)



Cwiczenie 4

Wskaz wykres funkgcji, ktorej zbiorem wartosci jest {—1, 0, 1, 2, 3}.

44y 44y
3 (] 3
2 @ 2
1 [©) 1
0@ X 0 04
2 1 0 1 2 3 4 2 -1 0
@ 1 1
@ 2 O 2
14y 44y
3 @ 3
(] 2 2
1 [} ] 1
0 X 0
O T — 4
2 1 0 1 2 3 4 2 1 0
@ -1 @ 1
2 @ O 2




Cwiczenie 5

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji k.

Ktére rownanie ma doktadnie 4 rézne rozwigzania?

O k(z)=1
O k)= —05
O k(z)=0

O k(z)= 0,5



Cwiczenie 6
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji h.

kv

3.

-4 yiz -1 1 2/ 3 4
_1-

Suma wartosci najmniejszej i wartosci najwiekszej funkcji h jest rowna

O -1

O 2

O 0

O 1



Cwiczenie 7

Wskaz wykres funkgji, ktora dla kazdego argumentu z przedziatu (—2, 2) przyjmuje wartosci
ujemne.

14y 48y a4y
3 34 3
2 24 2

2 2
3 @) O
a4y

3

24




Cwiczenie 8

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

a. Podaj wartos¢ funkcjidlax = 0.

b. Zapisz zbiér wartosci funkcji f.

c. Wypisz miejsca zerowe tej funkcji.

d. Podaj wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci nieujemne.




Cwiczenie 9

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji g. Podaj wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja g
przyjmuje wartosc

a.0

b.1

d.2

Q)
Y




Cwiczenie 10
Z wykresu funkcji h odczytaj
a. najmniejszg wartosc¢ tej funkcji
b. dla jakich x funkcja h przyjmuje wartosci niedodatnie

c. jakie wartosci przyjmuje funkcja h dla kazdego z argumentéw dodatnich

34 o

2-

14 ()

0
L L T . ] L] ‘-»-
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
] ] -1@

@ -2-




Cwiczenie 11

Korzystajac z przedstawionego wykresu funkcji k, odczytaj

a. ile miejsc zerowych ma ta funkcja

b. dla jakiego argumentu funkcja k przyjmuje wartos¢ najwieksza

c. dla jakiego argumentu funkcja k przyjmuje warto$¢ najmniejsza

d. zbior wartosci funkcji k

—_
N
w

NG



Cwiczenie 12

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji t. Odczytaj z wykresu
a. najmniejsza wartos¢ funkcji t w przedziale (—3, — 1)
b. najmniejsza wartos$¢ funkcji t w przedziale (—1, 1)
c. najmniejsza warto$¢ funkcji t w przedziale (0, 2)

d. najmniejsza wartos¢ funkcji t w przedziale (1, 3)

b

Np




Cwiczenie 13

Korzystajac z wykresu funkcji f, ustal znak
a. iloczynu f(2) - f(1)
b. roznicy f(3) — £(0)
c.sumy f(—2) + f(3)

: f(4)
d. ilorazu 3y

N

Avx



Cwiczenie 14

Z przedstawionego na rysunku wykresu funkcji h, odczytaj

a. zbidér wartosci tej funkcji

b. wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja h przyjmuje wartosci ujemne

c. dla ilu argumentéw funkcja h przyjmuje wartos¢ 2

d. wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja h przyjmuje wartosci wieksze od 1

)
Y




Cwiczenie 15

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji t. Odczytaj z wykresu

a. wartosc t(\/i)
b. znak t(—0,3)
c. wartosc¢ iloczynu t(%—‘;’) . t(——)

d. znak roznicy t(m) — t(3 — )

N =

w™



Cwiczenie 16

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f. Odczytaj z niego réznice miedzy wartoscia
najwieksza a wartoscia najmniejsza funkcji f.

Ay

N -
w=
SN

Cwiczenie 17

Wykres funkcji g przedstawiony jest na rysunku. Ustal liczbe rozwigzan rownania g(a:) =m
w zaleznosci od m.

3-
@ 21
g
1'\
/ X
L] L] 0 L] L] »
-2 -1 0 1 2 3 4




Cwiczenie 18

Sporzadz przyktadowy wykres funkcji, ktérej dziedzing jest zbior {—2,3}, a zbiorem wartosci
jest przedziat {—3,1}.

Cwiczenie 19

Sporzadz przyktadowy wykres funkcji, ktora posiada dwa miejsca zerowe, a jej dziedzing jest
zbior {—4;0}.

Cwiczenie 20

Sporzadz przyktadowy wykres funkcji, ktora spetnia wszystkie podane warunki:

a. najwieksza wartos¢ funkcji wynosi 3,

b. najmniejsza wartos$¢ funkcji wynosi — 1.

Cwiczenie 21

Sporzadz przyktadowy wykres funkcji, ktéra spetnia wszystkie podane warunki:

a. w przedziale (—4,0) funkcja jest dodatnia,

b. dziedzina funkcji to (—4,0) U (0,5 >,

c. zbiér wartosci funkcji to {—2,0, 1}.



Cwiczenie 22

Sporzadz przyktadowy wykres funkcji, ktéra spetnia wszystkie podane warunki:
a. dziedzing funkcji jest (—1,1) U (1,5 >,
b. zbiér wartosci to {—2,0,1},
c. funkcja posiada dwa miejsca zerowe,

d. funkcja osigga minimum tylko dla z = 2.



Przyktady zastosowania funkgji

W analizach zjawisk gospodarczych bardzo czesto uzywa si¢ sformutowan: ,tendencja
spadkowa”, ,wzrost sprzedazy”, ,nagly spadek notowan” itp. Pojecia te sg Scisle zwigzane ze
zmniejszaniem si¢, zwickszaniem lub stabilizacjg pewnych wielkoSci wraz z uptywem czasu.

Przyktad 1

Wykres przedstawia zmiany kursu euro w odniesieniu do ztotego (1 EUR do 1 PLN),
w okresie od 24.06.2013 r do 22.07.2013 .

Kursy srednie EUR w ostatnich 31 dniach

4,352
4,336 T
4,319
4,303
4,287
4,270
4,254

4,237

4221 L 5 e e e ey

Analizujgc wykres, odczytujemy, jak zmieniat si¢ Sredni kurs euro w tym czasie.
Zauwazmy, ze w niektorych okresach kurs wzrastat, a w innych spadat lub nie zmieniat

sie.

o W okresie od 5 do 11 lipca kurs euro wzrost z 4,282 zt do 4,336 zt.

e W ciagu pi¢ciu dni, od 14 do 18 lipca kurs euro nieustannie spadal - w ciggu tego
okresu kurs spadt z 4,333 zt do 4,245 zi, a wiec w efekcie spad? o blisko 9 groszy.

e Miedzy 18 lipca a 19 lipca jego warto$¢ ustalila si¢ na poziomie 4,245 zt.

Podsumowujac caly analizowany okres, stwierdzamy, ze w ciggu obserwowanych 30 dni
kurs euro miat tendencje spadkowg, co pokazuje widoczna w tle linia trendu.

Przyktad 2




Wazng cechg niektorych zwigzkoéw chemicznych jest ich rozpuszczalnos¢ w wodzie.
Rozpuszczalno$c¢ jest definiowana jako masa substancji rozpuszczona w 100g wody. Nie
wszystkie substancje rozpuszczajg sie rownie tatwo, czesto ich wskaznik
rozpuszczalnosci jest zalezny od temperatury wody. Na wykresie przedstawiano wykres
rozpuszczalnosci chlorku wapnia (calcium chloratum - wzor chemiczny CaC l5)

w zaleznosci od temperatury wody.

Rozpuszczalnos$¢ CaCl,

masa soli [g]
w 100 g wody

800
700
600
500
400
300
200

100

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temp. [°C]

Z wykresu mozemy odczytac, ze rozpuszczalno$¢ chlorku wapnia wzrasta, jesli
podgrzewamy wode od temperatury zblizonejdo 0°C do temperatury okoto 42° C.

W przedziale od 42°C do 83° C' rozpuszczalnos¢ spada do tego stopnia, ze w 100 g wody
o temperaturze 83" C rozpu$cimy mniej chlorku CaC l5 niz w lodowatej wodzie

o temperaturze zblizonejdo 0° C.



Monotonicznos¢ funkcji

Przyktad 1

Obserwuj, jak przy zmianie argumentow zmieniajg sie wartosci funkciji, o ktorej mowimy,
ze jest funkcja rosnaca.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP
Przyktad 2

Obserwuj, jak przy zmianie argumentow zmieniajg sie wartosci funkciji, o ktorej mowimy,
ze jest funkcja malejaca.



https://zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP
Przyktad 3

Obserwuj, jak przy zmianie argumentow zmieniajg sie wartosci funkciji, o ktorej mowimy,
ze jest funkcja nierosnaca.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP
Przyktad 4

Obserwuj, jak przy zmianie argumentow zmieniajg sie wartosci funkciji, o ktorej mowimy,
ze jest funkcja niemalejaca.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP


https://zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP
https://zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP
https://zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP

Kazda z czterech prezentowanych w powyzszych przyktadach funkcji nazywac¢ bedziemy
funkcja monotoniczna.
Definicja: Funkcja rosnaca

Funkcja f jest okreslona w przedziale (a; b).
Jezeli dla dowolnych zq, 25 € (a, b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:

fla1) < f(z2),

to moéwimy, ze funkcja f jest rosngca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja malejaca

Funkcija f jest okreslona w przedziale (a; b).
Jezeli dla dowolnych z1, 25 € (a, b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:

f(z1) > f(a2),
to mowimy, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).

Funkcja malejaca

Funkcja f jest malejaca

jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X3 oraz x; takich, ze

Xg- ——
L
»

X1 < X2, zachodzi warunek f(x:) > f(x2).

—_———— X

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje wykres funkcji malejgce;.

Definicja: Funkcja stata
Jezeli dla dowolnych zq, 25 € (a;b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:
f(@1) = f(z2),

to funkcje f nazywamy statg w przedziale (a, b).



https://zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP

Funkcja stata

Funkcja f jest stata

f f(x:) [f(x2) jezeli dla dwoéch dowolnych argumentow

X1 oraz Xz takich, ze

= o, e
'_h—
3
by

X1 < X2, zachodzi warunek () = f(x2).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje wykres funkcji state;.

Definicja: Funkcja niemalejaca
Jezeli dla dowolnych z1, x5 € (a;b) takich, ze z; < x5 spelniony jest warunek:
f(z1) < f(=2),

to mowimy, ze funkcja f jest niemalejaca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja nierosnaca

Jezeli dla dowolnych z1, 25 € (a;b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:
f(z1) = f(2),

To méwimy, ze funkcja f jest nierosngca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja monotoniczna przedziatami

Jesli funkcja, ktorej dziedzing mozna podzieli¢ na roztaczne przedziaty tak, aby w kazdym
z nich funkcja ta byta monotoniczna, to powiemy, ze jest ona monotoniczna przedziatami.
Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/DRBFgBGnP
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Z wykresu funkcji f odczytamy na przyklad, ze:

a. w przedziale (0, 1) funkcja f jest rosnaca,
b. w przedziale (3, 4) funkcja f jest stata,
c. w przedziale (—3, — 2) funkcja f jest malejgca.

Zauwazmy jednak, ze:

a. przedziat (—1, 2) jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja f jest rosnaca,
b. przedziat (2, 5) jest maksymalnym przedzialem, w ktorym funkcja f jest stala,
c. przedziat (—4, — 1) jest maksymalnym przedziatem, w ktorym funkcja f jest

malejaca,
d. przedziat (—1,5) jest maksymalnym przedziatem, w ktorym funkcja f jest

niemalejgca.

Funkcja f jest monotoniczna przedziatami, ale nie jest monotoniczna w calym przedziale
<_4a 5>°



Monotonicznosé. Przyktady

Przyktad 1

Rysunek przedstawia wykres funkciji g.

'><

w
e
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Z wykresu funkcji g odczytamy, ze:

a. przedziat (1, 4) jest przedzialem, w ktorym funkcja g jest rosnaca,

1,1) jest przedziatem, w ktorym funkcja g jest malejaca,

3, — 1) jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja g jest stata,
4, — 1) jest przedziatem, w ktorym funkcja g jest niemalejaca,

3,1) jest przedziatem, w ktorym funkcja g jest nierosngca.

(
b. przedziat (—
c. przedzial (—
d. przedziat (—
e. przedzial (—

Funkcja g jest monotoniczna przedziatami, ale nie jest monotoniczna w calym przedziale (—4, 5).
Przyktad 2

Z wykresu funkcji h odczytamy, ze:
przedziat (—4, 2) jest przedzialem, w ktorym funkcja h jest rosnaca.
Funkcja h jest monotoniczna przedziatami, ale nie jest monotoniczna w calym przedziale (—4, 5).




b

-4 -3

Przyktad 3
Z wykresu funkciji t odczytamy, zZe:

a. przedziat (—2, 1) jest maksymalnym przedziatem, w ktorym funkcja ¢ jest rosngca,
b. przedziat (—3, — 2) jest przedzialem, w ktorym funkcja ¢ jest malejaca,
c. przedziat (1,4) jest przedziatem, w ktorym funkcja ¢ jest malejgca.

Funkcja t jest monotoniczna przedziatami, ale nie jest monotoniczna w catym przedziale (—4, 5).
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Przyktad 4

Na rysunku, w tym samym uktadzie wspotrzednych, przedstawione sg wykresy funkcji p oraz k.
Dziedzing funkciji p jest przedziat (—4, 3), a dziedzing funkcji k jest przedziat (-3, 4).



Z wykresow funkcji k i p odczytamy, ze:

a. funkcja k jest rosnaca (jako rosnaca w calej swojej dziedzinie),
b. funkcja p jest malejgca (jako malejagca w catej swojej dziedzinie).

Przyktad 5

4 3 22 1 0 1 2

® -21

Dziedzing funkcji f, przedstawionejna rysunku, jest zbior {—4, — 3, — 2, —1,0,1,2}
Z wykresu odczytujemy, ze:

f(-4) = —2,{(-3)= —1, {(-2)= 1, f(-1)
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Poniewaz
f(=4) < f(=3) < f(=2) < f(=1) < £(0) < F(1) < f(2),
wigc funkcja f jest rosnaca.

Przyktad 6



Dziedzing funkciji g jest zbior {—4, — 3, — 2, —1,0,1,2,3,4,5}. Korzystajac z przedstawionego na
rysunku wykresu funkcji g, odczytamy, Ze:

f(_4) = f(_3) =3, f(_2) = f(_l) = 2, f(O) = f(l) = 0, f(2) =-1, f(3) = f(4) =-2, f(5) = -3
Poniewaz
f(=4) = f(=3) > f(=2) = f(-1) > f(0) = f(1) > f(2) > f(3) = f(4) > f(5),

wiec funkcja g jest nierosnaca.
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Przyktad 7

Dziedzing funkcji a, przedstawionej na rysunku, jest zbior {1, 2, 3,4,5,6,7, 8}.
Przy zwigkszaniu argumentu o 1 rowniez o 1 rosng warto$ci funkciji a.
A zatem funkcja a jest rosnaca.
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Z wykresu odczytujemy, ze dla kazdejliczby catkowitej dodatniejn ze zbioru {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8} zachodzi
zalezno$¢



a(n) = n—2.

Funkcja a jest przykladem ciggu - tak nazywa si¢ funkcje, ktorych dziedzing jest podzbiér zbioru liczb
calkowitych dodatnich.
Dla wyrdznienia tych szczegélnych funkciji:

« zamiast tradycyjnego zapisu wartosci a(n) stosuje sie zapis a,,
e a, nazywamy n-tym wyrazem ciagu, za§ n nazywamy indeksem (lub wskaznikiem).

Ciag o kolejnych wyrazach ay, as, as,... 0znaczamy symbolicznie (ay,).



Zadania. Czesc |

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Jest to funkcja

stata

rosngca

niemonotoniczna

o O O O

malejaca




Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

8

Jest to funkcja

stata

niemonotoniczna

malejaca

o O O O

rosngca




Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Ay
5
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X
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-6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1

Jest to funkcja

malejaca

stata

rosngca

niemonotoniczna

niemalejaca

o o o O O O

nierosnaca




Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

by
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() 1
0
-4 -3 —.2 -1 0
-1 =

Jest to funkcja

malejaca

niemalejgca

stata

niemonotoniczna

rosnaca

o o o O O O

nierosnaca
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Cwiczenie 5
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Ay

5

@®

'x

Jest to funkcja

nierosnaca

niemonotoniczna

stata

rosngca

malejaca

o o 0o 0o o o

niemalejgca



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Jest to funkcja

malejaca

nierosnaca

niemonotoniczna

stata

rosnaca

o o o O O O

niemalejgca

N

=

N

'><



Cwiczenie 7
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Y
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Jest to funkcja

niemalejaca

niemonotoniczna

malejaca

nierosnaca

rosnaca

o o 0o 0o o o

stata



Cwiczenie 8

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

oy

'x

Jest to funkcja

niemonotoniczna

niemalejgca

rosngca

stata

nierosnaca

o o 0o 0o o o

malejaca

ne

0@



Cwiczenie 9

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

4+ (o, O
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0
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Jest to funkcja

nierosnaca

niemalejgca

malejaca

stata

niemonotoniczna

o o o o O O

rosnaca




Cwiczenie 10

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.
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Jest to funkcja

o o o O O O

niemalejgca

nierosnaca

rosngca

niemonotoniczna

malejaca

stata




Cwiczenie 11

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

L i

Funkcja g jest rosnaca w przedziale

D <_174>

D (_57 O)

L) (1,6)

D <_57 - 1>



Cwiczenie 12

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji h.

|
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Funkcja h jest malejgca w przedziale

D <_67 2>

D (_47 - 2)

L) (3,6)

D <_27 2>




Cwiczenie 13

Wskaz wykres funkcji rosnacej.
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Cwiczenie 14

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

—_
N =

w
NG

Maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja f jest malejaca, jest przedziat

O (1,2)

O <_37 4>

O 1,2)

O <_17 2>



Cwiczenie 15

Wskaz wykres funkgji, ktéra rosnie w przedziale (—1, 1).
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Zadania. Czesc¢ Il

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji g.

Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja g jest rosnaca, ma dtugosc

O 15

O 2

O 3

O 1




Cwiczenie 2

Wskaz wykres funkgji, ktora jest malejaca w przedziale (0, 3).
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Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji k.

— -
N =
w
NG

Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja k jest malejaca, to

O <_37 - 2>

O (23)

O <_37 3>

O <_37 2>



Cwiczenie 4

Wskaz wykres funkcji niemalejacej, ktorej dziedzing jest zbior {—2, — 1,0, 1,2}.
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Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji t.

N
N =
w
NG

Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja ¢ jest malejaca, ma dtugosé

O 4

() 5

O 7

O 3



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

w
NG

Odczytaj z wykresu i zapisz:

a. maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosnaca,

b. dtugos¢ maksymalnego przedziatu, w ktérym funkcja f jest malejaca.



Cwiczenie 7

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji g.

a. Podaj dtugosc¢ maksymalnego przedziatu, w ktorym funkcja g jest rosnaca.

b. Podaj przedziat o dtugosci 2, w ktérym funkcja g jest malejaca.




Cwiczenie 8

Korzystajac z wykresu funkcji p, ktéry jest przedstawiony na rysunku, podaj:

a. maksymalny przedziat, w ktérym funkcja p jest niemalejaca,

b. maksymalny przedziat, w ktérym funkcja p jest nierosnaca.




Cwiczenie 9

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

Odczytaj z wykresu i zapisz:

a. przedziaty, w ktérych funkcja f jest rosnaca,

b. przedziaty, w ktérych funkcja f jest malejaca.



Cwiczenie 10

Wykres funkcji t przedstawiony jest na rysunku.

Ay

Ustal, czy funkcja t

w przedziale (3, 4) jest niemalejaca

w przedziale (—4, — 1) jest rosnaca

w przedziale (—1, 0) jest malejaca

O o O O

w przedziale (0, 2) jest malejaca



Cwiczenie 11
Z wykresu funkcji f odczytaj i zapisz:
a. maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f jest malejaca

b. maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosnaca

by
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Cwiczenie 12
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.
a. Odczytaj maksymalny przedziat o dtugosci 2, w ktérym funkcja g jest rosnaca.

b. Odczytaj maksymalny przedziat o dtugosci 2, w ktérym funkcja g jest malejaca.

Ay

2




Cwiczenie 13

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji k. Odczytaj z wykresu i zapisz:

a. maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja k jest nierosnaca,

b. maksymalne przedziaty, w ktorych funkcja k jest rosnaca.

'><



Cwiczenie 14

Rysunek przedstawia wykres funkcji t.

3 Q@
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-3 -2 -1 0 1 2 3
() ® -1
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Ustal, czy

() funkcja t jest niemalejaca

() funkcja t jest malejaca

() funkcja t jest rosnaca

O funkcja t jest nierosnaca




Cwiczenie 15

Odczytaj z przedstawionego na rysunku wykresu funkcji f

a. maksymalny przedziat o dtugosci 2, w ktérym funkcja jest rosnaca,

b. maksymalny przedziat o dtugosci 3, w ktérym funkcja jest rosnaca,

c. maksymalny przedziat o dtugosci 2, w ktérym funkcja jest malejaca,

d. maksymalny przedziat o dtugosci 1, w ktérym funkcja jest malejaca.




Cwiczenie 16

Rysunek przedstawia wykres pewnej funkcji.
Okresl maksymalne przedziaty, w ktorych ta funkcja jest malejgca, rosnaca, stata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DPQAzplpy


https://zpe.gov.pl/a/DPQAzplpy

Zadania generatorowe

Zadania generatorowe

| Cwiczenie 1



Symetria punktu

Przyktad 1
Sprobujwyjasnic, jak wyznaczy¢ wspotrzedne obrazu punktu w symetrii wzgledem

e 0si Ox,
e osi Oy,
e poczatku ukladu wspolrzednych.

Symetria punktu wzgledem osi Ox

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przeksztalcenie punktu A =(4 , 3) na punkt A prim =(4, -3)

i punktu B =(-5, -2) na punkt B prim = (-5, 2) w symetrii wzgledem osi OX.
Prowadzimy prostg prostopadlg do osi OX przechodzacga przez dany punkt.
Mierzymy liczbe jednostek miedzy punktem i osig OX. Te liczbe jednostek
odktadamy na prostej po drugiej stronie osi OX. Otrzymany punkt jest symetryczny
do danego punktu wzgledem osi OX.



https://zpe.gov.pl/a/DRAWnR7Lq

Symetria punktu wzgledem osi Oy
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przeksztalcenie punktu A =(4, 3) na punkt A prim =(-4, 3)

i punktu B =(-2, -5) na punkt B prim =(2, -5) w symetrii wzgledem osi OY.
Prowadzimy prostg prostopadlg do osi OY przechodzacg przez dany punkt.
Mierzymy liczbe jednostek miedzy punktem i osig y. Te liczbe jednostek odktadamy
na prostej po drugiej stronie osi OY. Otrzymany punkt jest symetryczny do danego
punktu wzgledem osi OY.

Przyktad 2

Symetria punktu wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych
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https://zpe.gov.pl/a/DRAWnR7Lq

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przeksztalcenie punktu A =(4, 3) na punkt A prim =(-4, -3) i punktu

B =(2, -5) na punkt B prim =(-2, 5) w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.
Prowadzimy prosta przechodzacg przez poczatek ukladu wspotrzednych i dany punkt.
Mierzymy cyrklem odleglo$¢ pomiedzy tymi punktami. Nie zmieniajgc rozpietosci cyrkla
odkladamy te odleglos$¢ po drugiej stronie poczatku uktadu wspotrzednych. Otrzymany
punkt jest symetryczny do danego punktu w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych.

Zapamietaj!

 Przeksztatcajac punkt P = (z,y) w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymujemy punkt
P, = (z, —y).0%0Ox jest symetralng odcinka PP;.

 Przeksztatcajac punkt P = (z,y) w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymujemy punkt
P, = (—z, y). O$ Oy jest symetralng odcinka PP;.

e Punkt P = (—z, —y),symetrycznydo punktu P = (z, y) wzgledem punktu
O = (0, 0), jest obrazem punktu P, = (z, — y) w symetrii wzgledem osi Oy
i jednoczesnie obrazem punktu P, = (—z, y) w symetrii wzgledem osi Ox.

Przyktad 3

Rozpatrzmy trojkat ABC o wierzchotkach
A=(1,2),B=(51),C= (2, 7).

Przeksztalcajgc trojkat ABC w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymujemy tréjkat
o wierzchotkach

A = (17 _2)7 B, = (5a _1)7 C, = (27 _7)

Przeksztalcajgc trojkat ABC w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymujemy tréjkat
o wierzchotkach

Ay = (-1,2), Bp=(-5,1), Cy = (-2, 7).
Natomiast trojkat A3 B3C'3 o wierzchotkach
A3 = (-1, -2), By= (-5, -1), C3= (-2, -7)

jest zaréwno obrazem trojkata A, B;Cyw symetrii wzgledem osi Oy, jak i trojkata Ao BoCly
w symetrii wzgledem osi Ox, a takze trojkgta ABC w symetrii wzgledem punktu
O = (0, 0).


https://zpe.gov.pl/a/DRAWnR7Lq

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRAWNR7Lq
Uwaga!

Rozpatrzmy okrag o srodku S = (0, 0) i promieniu » = 5. Poniewaz kazda prosta
przechodzaca przez punkt S jest osig symetrii tego okregu, to w szczego6lnosci ten okrag
jest symetryczny wzgledem obu osi uktadu wspotrzednych.


https://zpe.gov.pl/a/DRAWnR7Lq

Symetria wykresu funkgcji

Rozpatrzmy wykres funkcji
y= f(@),

okreslonej na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywistych. Punkt P = (a, b), ktory lezy
na wykresie funkcji f ma wspotrzedne, ktore spetniajg warunek b = f(a).

Przeksztalcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymujemy wykres pewne;j
funkcji g, opisanej rownaniem

y= g(x).

W symetrii wzgledem osi Ox obrazem punktu P jest punkt o wspotrzednych (a, — b),
lezacy na wykresie funkcji g. Wynika z tego, ze g(a) = —b, czyli g(a) = — f(a). Punkt P
wybrali$my dowolnie, a zatem dla kazdego x nalezacego do dziedziny funkcji f zachodzi
zalezno$¢ g(x) = — f(x). Wobec tego, przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii
wzgledem osi Ox, otrzymujemy wykres funkcji g opisanej wzorem

g(z) = — f(z).

Symetria wykresu funkcji wzgledem osi Ox

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przeksztalcenie wykresu funkcji w symetrii wzgledem osi OX.
Zaznaczamy na wykresie funkciji kilka punktow i przeksztatcamy je w symetrii wzgledem osi


https://zpe.gov.pl/a/Dr9WG1mnS

OX. Przeksztatcone punkty po polaczeniu tworzg wykres funkcji symetrycznejdo danej
funkcji wzgledem osi OX.

Przeksztalcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymujemy wykres funkciji
h opisanej rownaniem

y = h(z).

W symetrii wzgledem osi Oy obrazem punktu P jest punkt o wspotrzednych (—a, b) lezacy
na wykresie funkcji h. Wynika z tego, ze h(—a) = b, czyli h(—a) = f(a). Punkt P
wybraliémy dowolnie, co oznacza, ze jesli argumenty funkcji b i f sg liczbami przeciwnymi,
to wartosci tych funkcji sg rowne. Wobec tego, przeksztalcajgc wykres funkcji f w symetrii
wzgledem osi Oy, otrzymujemy wykres funkcji h, opisanej wzorem

h(z) = f(~a).

Symetria wykresu funkcji wzgledem osi Oy
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przeksztalcenie wykresu funkcji w symetrii wzgledem osi OY.
Zaznaczamy na wykresie funkciji kilka punktow i przeksztatcamy je w symetrii wzgledem osi
OY. Przeksztalcone punkty po potgczeniu tworzg wykres funkcji symetrycznejdo danej
funkcji wzgledem osi OY.



https://zpe.gov.pl/a/Dr9WG1mnS

Przyktady symetrii funkcji

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji f.

Ay
3-
y = f(x)
2.
1 .
0
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
_1 r
_3.

a. Wykres funkcji g okreslonej wzorem

otrzymamy, przeksztalcajgc symetrycznie wykres funkcji f wzgledem osi Ox.



[\

ND

a. Wykres funkcji h okreslonejwzorem

otrzymamy, przeksztalcajgc symetrycznie wykres funkcji f wzgledem osi Oy.

[\

Przyktad 2

Rysunek przedstawia wykres funkciji k.



Ay

Y= —k(ZE),

ktora jest wykresem funkcji g okreslonej wzorem

a. Przeksztalcajac wykres funkcji k w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymamy krzywa

g(x) = —k(z)

Ay
4-
3-

y = —k(x)
1-

; 0 X

5 -4 -3 2 -1 0o 1 5 6
_1.
_2.

Y= k(_m))

a. Przeksztalcajac wykres funkcji k£ w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymamy krzywg



ktora jest wykresem funkciji h okreslonej wzorem

h(z) = k(—=x).

[\

4-
3-
y = k(—x)
2-
1-
. . X
-6 -5 -4 -3 3 4 5 6

Zauwazmy, ze wykresy funkcji ki h pokrywaja sie. A zatem funkcje ki h s3 rowne,
poniewaz ich dziedzing jest taki sam zbior i dla kazdego argumentu wartosci obu tych
funkciji sa rowne.

Symetria wykresu funkcji wzgledem osi Oy

r Y

o N W & U

6 -5 -4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/DChLiaoNC

Animacja pokazuje przeksztatcenie wykresu funkcji w symetrii wzgledem osi OY.
Zaznaczamy na wykresie funkciji kilka punktow i przeksztatcamy je w symetrii wzgledem
osi OY. Przeksztalcone punkty po potaczeniu tworzg wykres funkcji symetrycznejdo
danej funkcji wzgledem osi OY.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji f.

b

5

'3

a. Przeksztalcajac wykres tej funkcji w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymamy krzywg

Y= —f(il?),

ktora jest wykresem funkcji g okreslonej wzorem

g(z) = —f(=).



b

a. Przeksztalcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymamy krzywg

Y= f(—LU),
ktora jest wykresem funkcji A okreslonej wzorem
h(z) = f(—=)
sdy
4.
y = f(=x)
3-
2.
1.
. 0 —
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 6 7

Zauwazmy, ze wykresy funkcji g i h pokrywajg si¢. Zatem funkcje g i h sa rowne.



Zadania. Czesc |

Cwiczenie 1

Dane sg punkty A = (-3, 0) i B = (2, 5). Przeksztatcajac odcinek AB w symetrii wzgledem
osi Ox, otrzymamy

[ ] odcinek, ktorego jednym z kofcow jest punkt (—2, 5)

(] odcinek, ktérego jeden z koricéw lezy na osi Ox

(] odcinek, ktéry ma jeden punkt wspélny z osig Oy

Cwiczenie 2

Dane sa punkty A = (-2, 3), B= (-1, —1)i C = (3, 0). Przeksztatcajac trojkat ABC
w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymamy trojkat, ktérego jeden z wierzchotkow

() lezy naosi Ox

() ma obie wspétrzedne ujemne

() lezy naosi Oy

Cwiczenie 3

Punkt S = (2,—4) jest $Srodkiem okregu o promieniu 4. Przeksztatcajac ten okrag w symetrii
wzgledem osi Ox, otrzymamy

D okrag, ktéry ma trzy punkty wspdlne z osiami uktadu wspotrzednych

(] okrag o promieniu 4

[ ] okrag, ktérego srodkiem jest punkt (2, 4)




Cwiczenie 4
Przeciagnij wzory funkcji z dolnej sekcji do gorne;j.

funkcje symetryczne wzgledem osi Oy

funkcje symetryczne wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych

Cwiczenie 5

Osie Ox i Oy sa osiami symetrii prostokata ABCD, w ktérym A = (7, —6). Wowczas

(] pole tego prostokata jest rowne 168

(] C=(-7, 6)

(] obwod tego prostokata wynosi 26



Cwiczenie 6

O$ Oy jest osig symetrii trapezu KLMN, w ktérym K = (=5, 11) oraz L = (-8, —9).
Wynika z tego, ze

[ ] pole trapezu jest rowne 260

[J M =(8,9)

[ ] wysokosc tego trapezu ma dtugosc 20



Cwiczenie 7
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

ur:Wykres funkcji w postaci tamanej ztozonej z czterech odcinkéw lezacej w pierwszej i drugiej
¢wiartce uktadu wspotrzednych. Do wykresu funkcji nalezg punkty o wspétrzednych (-4, 1),
(-3,3),(-1,3),(0, 2), (1, 1), (3, Q).

Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku I.

O y=—f(-=)

O y=f(—=)

O y=—-f(z)



Cwiczenie 8
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

ur:Wykres funkcji w postaci tamanej ztozonej z czterech odcinkéw lezacej w pierwszej i drugiej
¢wiartce uktadu wspotrzednych. Do wykresu funkcji nalezg punkty o wspétrzednych (-4, 1),
(-3,3),(-1,3),(0, 2), (1, 1), (3, Q).

Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku Il.

11

O y=—f(=)

O y=—f(-=)

O y=f(—=)



Cwiczenie 9
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

ur:Wykres funkcji w postaci tamanej ztozonej z czterech odcinkéw lezacej w pierwszej i drugiej
¢wiartce uktadu wspotrzednych. Do wykresu funkcji nalezg punkty o wspétrzednych (-4, 1),
(-3,3),(-1,3),(0, 2), (1, 1), (3, Q).

Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku lIl.

117

O y=—f(=)

O y=—f(-=)

O y=f(-=)



Cwiczenie 10

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku |I.




Uy =—f(-=)

O y=f(-=)



Cwiczenie 11

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

'><

Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku Il.

'><

—_
N =
W=




Uy =—f(-x)

O y=f(-=)



Cwiczenie 12

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku lIl.




oy = f(-a)

O y=—f(z)

Cwiczenie 13

Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = z* — 4.

O Przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi Oy, otrzymamy wykres
funkcji h(z) = —z* — 423,

() Wykres funkgji f jest symetryczny wzgledem osi Oy.

O Przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymamy wykres
funkcji g(z) = —z* + 423,

Cwiczenie 14

Wsrdéd podanych nizej funkcji sa takie, ktérych wykres jest symetryczny wzgledem osi Oy.
Wskaz te funkcje.

() f3(z) = —x® + 223
) fa(z) =2z -5
O fole) = =5

() fi(z) =2 +2



Cwiczenie 15

Dana jest funkcja f(z) = ax® + bx?.

0 Istnieja takie wartosci a i b, ze wykres funkcji f nie ma punktéw wspélnych
z wykresem funkcji y = f(—x).

(] Istnieja takie wartosci a i b, ze wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi Oy.

(] Istnieja takie wartosci a i b, ze wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi Ox.

Cwiczenie 16

Danesa punkty A = (1, 2), B= (1, —2),C = (-1, 2),D = (-2, — 1). Wskaz odcinek,
ktérego osig symetrii jest o$ Oy.

DB

CA

o O O

AB

(O BC

Cwiczenie 17

O$ Oy jest osia symetrii trojkata ABC, w ktorym A = (2, —5),B = (-2,-5). Wynika
z tego, ze wierzchotek C' moze mie¢ wspoétrzedne

O (2,0)

O (0,2

O (=2,0)

O (07 _5)



Cwiczenie 18

Wskaz okrag symetryczny wzgledem osi Ox.

Okrag o $rodku w punkcie S = (0, 3) i promieniu réwnym 3.

Okrag o $rodku w punkcie S = (0, 3) i promieniu réwnym 2.

Okrag o $rodku w punkcie S = (2, —2) i promieniu réwnym 2.

o O O O

Okrag o $rodku w punkcie S = (-2, 0) i promieniu réwnym 2.



Zadania. Czesc¢ Il




Cwiczenie 1

Rysunek przedstawia wykres funkcji y = f(x).

5 -4 -3
_1 -
_2-
_3.
Wskaz rysunek, na ktérym przedstawiony jest wykres funkcji y = —f(a:).
ky by
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Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji y = f(z).

ky

3.
y = f(z)
2-
1.
5 -4 -7 2 4 5
_1-
_2-
_3-

i

Y=<

i
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Cwiczenie 3

Dana jest funkcja f(x) = 2z + 1. Przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi
Ox, otrzymujemy wykres funkcji g. Funkcja g okreslona jest wzorem

O glz)=2"-1
O o) =201
O glz)=2z+1

O glz)=—-2" -1

Cwiczenie 4

Funkcja f okre$lona jest wzorem f(x) = z? — 1. Przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii
wzgledem osi Oy, otrzymujemy wykres funkcji g. Wskaz wzor funkcji g.

O glz) =2"+1
O glz) =—2*+1
O glz) =—2*~1
O g@) =" -1



Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji y = f(z). Funkcja g okreslona jest wzorem

g(z) = —f(=).

ur:Wykres funkcji f w postaci krzywej lezacej w pierwszej, drugiej, trzeciej i czwartej ¢wiartce
uktadu wspotrzednych. Do wykresu funkcji nalezg punkty o wspétrzednych (-1, 3), (O, -1), (2,
1).

Ktore réwnanie ma doktadnie trzy rozwigzania?

O g(xz) =0
O g(z) =-1
O g(z) = -2

O g(z) =1

Cwiczenie 6
O$ Ox jest symetralng odcinka AB, przy czym A = (-3, 5). Znajdz wspotrzedne punktu B.
Cwiczenie 7

O$ Oy jest symetralng odcinka KL, przy czym L = (29, —51). Odcinek KL jest $rednica
okregu o $rodku S. Oblicz wspoétrzedne punktu S i promien r tego okregu.



Cwiczenie 8

Danesgpunkty A = (-7, 0)iB = (0, —4). Trojkat ABC; jest symetryczny wzgledem osi
Ox, a tréjkat ABC, jest symetryczny wzgledem osi Oy.

a. Znajdz wspotrzedne wierzchotka Cf.

b. Ustal wspétrzedne wierzchotka C,.

c. Wykaz, ze pola trojkatow ABC; i ABCs s3 réwne.

Cwiczenie 9

Obie osie uktadu wspédtrzednych sg osiami symetrii oSmiokata ABCDEFGH, w ktérym
A=(2,-2)iB=(3, —1).Oblicz.

a. wspotrzedne pozostatych wierzchotkéw tego osmiokata,

b. pole o$miokata ABCDEFGH.



Cwiczenie 10

Dziedzing funkcji f jest przedziat (—4;4), a jej wykres jest symetryczny wzgledem osi Oy.
Czes¢ wykresu funkcji f zaprezentowana jest na rysunku. Uzupetnij wykres funkcji f.

by
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Cwiczenie 11

Wykres funkcji f jest przedstawiony na rysunku.
Przeksztatcajac wykres funkcji f w symetrii wzgledem osi Ox, otrzymujemy wykres funkcji g.
Wykaz, ze

9(=2) +9(=1) + 9(0) + g(1) + 9(2) = f(=2) + f(=1) + f(0) + f(1) + F(2).

by

Cwiczenie 12

Dziedzing funkcji f jest przedziat (—2;2), a jej wykres jest symetryczny wzgledem osi Ox.
Naszkicuj wykres funkcji f.



Cwiczenie 13

Wykres funkcji f jest przedstawiony na rysunku.

Naszkicuj wykresy funkcji

Cwiczenie 14

Podaj wzor funkcji h, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi Ox.
a. f(z) =5z —1
b. f(z) =4 — 3z

c. f(z) = 2% + 3z

d. f(ZU) = m—1¢—3



Cwiczenie 15

Podaj wzor funkcji ¢, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi Oy.
a. f(z) =2x+9
b. f(x) =—z+7

c.fz) =2z




Cwiczenie 16

Wykres funkcji f jest przedstawiony na rysunku.
Funkcje g i h okreslone sa wzorami g(z) = — f(x) oraz h(z) = f(—=x).

a. lle rozwigzan ma réwnanie g(z) = 1?

b. lle rozwiazan ma réwnanie g(z) = —1?

c. lle dodatnich rozwiazan ma réwnanie h(z) = 1?

d. lle ujemnych rozwigzan ma réwnanie h(x) = —1?

Cwiczenie 17

Funkcja f jest okreslona dla kazdego x rzeczywistego. Uzasadnij, ze jezeli wykres funkcji f
przeksztatcimy symetrycznie wzgledem osi Ox, a nastepnie otrzymang w ten sposob krzywa
przeksztatcimy jeszcze raz wzgledem osi Ox, to ponownie otrzymamy wykres funkc;ji f.



Zadania generatorowe

Zadania generatorowe
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Cwiczenie 3




Przesuniecie punktu w uktadzie wspotrzednych

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie zaznaczmy punkt A = (2, —3)

i wyznaczmy wspotrzedne punktow:

B, - otrzymanego w wyniku przesuniecia punktu A o 3 jednostki w lewo rownolegle do osi
Ox,

B, - otrzymanego w wyniku przesuniecia punktu A o 2 jednostki w prawo rownolegle do
osi Ox,

C} - otrzymanego w wyniku przesuniecia punktu A o 5 jednostek w goére rownolegle do osi
Oy,

C, - otrzymanego w wyniku przesuniecia punktu A o 3 jednostke w dét réwnolegle do osi

Oy.

Przyjmujemy, ze ,przesuniecie o ujemna liczbe jednostek”, oznacza¢ bedzie przesuniecie
w przeciwng strone niz wskazuje strzatka na osi liczbowej, np.:

 zamiast pisa¢, ze przesuwamy punkt o 3 jednostki wzdtuz osi Ox w lewo, zapiszemy, ze
przesuwamy o — 3 jednostki wzdtuz osi Ox,

« zamiast pisa¢, ze przesuwamy punkt o 3 jednostki wzdtuz osi Oy w dot, zapiszemy, ze
przesuwamy o — 3 jednostki wzdtuz osi Oy.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DuxUlkVoK

W wyniku przesuniecia punktu A = (z,y) o p jednostek wzdtuz osi Ox otrzymujemy punkt
o wspotrzednych

B = (z+p, y).


https://zpe.gov.pl/a/DuxUIkVoK

Przesuniecie punktu A o cztery jednostki wzdtuz osi Ox

A(-1,2)
©
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przesuni¢cie punktu A =(-1, 2) wzdtuz osi OX o 4 jednostki. Po
przesunieciu w prawo otrzymamy punkt A indeks dolny P =(3, 2). Po przesunieciu w lewo
otrzymamy punkt A indeks dolny L =(-5, 2).

W wyniku przesuniecia punktu A = (z, y) o ¢ jednostek wzdtuz osi Oy otrzymujemy punkt
C=(z, y+aq).
Przesuniecie punktu A o cztery jednostki wzdtuz osi Oy

Ag(-2,5)®

A(-21)e

isiiEeiEg ety 1 (o 1423 4 5 6

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/DuxUIkVoK
https://zpe.gov.pl/a/DuxUIkVoK

Animacja pokazuje przesuniecie punktu A =(-2, 1) wzdluz osi OY o 4 jednostki. Po
przesunieciu w gore otrzymamy punkt A indeks dolny G =(- 2, 5). Po przesunieciu w dot
otrzymamy punkt A indeks dolny D =(- 2, -3).




Przyktady

Przyktad 1

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych na plaszczyznie zaznaczmy punkt A = (1, 1).
W wyniku przesuniecia tego punktu o 3 jednostki wzdtuz osi Ox i o 5 jednostek wzdtuz
osi Oy, otrzymujemy punkt

B=(4, 6).

Stosujac pojecie wektora, powiemy, ze po przesunieciu punktu A o wektor [3, 5],
otrzymamy punkt

B=(4, 6).

Po przesunieciu punktu A = (z,y) o p jednostek wzdtuz osi Ox i o ¢ jednostek wzdtuz
osi Oy, otrzymujemy punkt

B=(z+py+q.
Stosujac pojecie wektora, po przesunieciu punktu A o wektor [p, g|, otrzymamy punkt

B=(z+p,y+q).

Przesuniecie punktu o wektor [p,q]
Ay

A(x,y)
[} -+

| B

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przesuniecie punktu A = (x, y) na punkt A prim =(x +p, y +q) o wektor
[p, q]. Wektor jest przekatng prostokata o bokach diugosci piq.



https://zpe.gov.pl/a/D12BKweq8

Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12BKweq8
Przyktad 3

Rozpatrzmy trojkat ABC o wierzchotkach:
A=(-3,7),B=(2 4), C=(-1, -1).

W wyniku przesuniecia trojkgta ABC o 3 jednostki wzdtuz osi Ox i o (—7) jednostek
wzdtuz osi Oy, otrzymujemy trojkat A1 B1Ch o wierzchotkach:

A = (07 0)7 B = (5) _3)1 Ci = (2a _8)

Obrazem tréojkgta ABC w przesunieciu o wektor [3, — 7] jest trojkat A; B1Cq


https://zpe.gov.pl/a/D12BKweq8

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12BKweq8

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12BKweq8
Przyktad 4

W rownolegloboku ABCD dane sa wierzchotki:
A=(-3,-1), B=(-1, 4), C= (5, b).

Chcemy znalez¢ wspotrzedne punktu D. Z wlasnosci rownolegloboku wiemy, ze odcinki
AD i BC sg rowne i rownolegte. Zatem, jezeli obrazem punktu B bedzie punkt C

w pewnym przesunieciu, to w tym samym przesunieciu obrazem punktu A bedzie punkt
D.

Przesuwajac punkt B o 6 jednostek w prawo wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke w gore
wzdtuz osi Oy, otrzymujemy punkt C. Aby otrzymac¢ punkt D, nalezy w podobny sposéb
przesung¢ punkt A. Stad D = (-3 +6, —1+1) = (3,0).

Uwaga. Wspolrzedne punktu D mozna réwniez obliczy¢, korzystajac z tego, ze punkt
przeciecia przekatnych AC i BD jest srodkiem kazdej z nich.

W wyniku przesuniecia punktu A = (z4,y4) 0 xg — x4 jednostek wzdtuz osi Ox i o

yB — Y4 jednostek wzdtuz osi Oy otrzymujemy punkt B = (zg, yp).


https://zpe.gov.pl/a/D12BKweq8
https://zpe.gov.pl/a/D12BKweq8

Przesuniecie wykresow funkgcji

Funkcja f okreslona jest na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywistych. Punkt

P = (a,b) lezacy na wykresie funkcji f ma wspotrzedne, ktore spetniajg warunek b = f(a).
Przesuwajgc wykres funkciji f o p jednostek wzdtuz osi Ox, otrzymujemy wykres pewnej
funkcji g opisany rownaniem y = g(x). W przesunieciu o p jednostek wzdtuz osi Ox
obrazem punktu P jest punkt o wspotrzednych (a + p, b) lezacy na wykresie funkcii g.
Wynika z tego, ze g(a + p) = b, czyli g(a + p) = f(a).Jedliz = a + p, to a = z—p, stad

g(z) = f(z—p).

Wobec tego, przesuwajgc wykres funkciji f o p jednostek wzdtuz osi Ox, otrzymujemy
wykres funkcji g opisanejwzorem

g(z) = f(z —p).

Przesuniecie wykresu funkcji o trzy jednostki wzdtuz osi Ox

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przesuni¢cie wykresu funkciji o 3 jednostki wzdtuz osi OX. Nalezy na
wykresie wybrac kilka punktow i przesungc je o 3 jednostki w prawo lub w lewo. Punkty po
polaczeniu tworzg wykres funkcji przesunietej o 3 jednostki do danej funkcji wzdtuz osi OX.

Przesuwajgc wykres funkciji f o ¢ jednostek wzdtuz osi Oy, otrzymujemy wykres pewnej
funkcji h. Tak otrzymanag krzywg opiszemy réwnaniem

y = h(x).


https://zpe.gov.pl/a/DsJfXWbDI

W przesunieciu o g jednostek wzdtuz osi Oy obrazem punktu P = (a, b) jest punkt
o wspotrzednych (a, b + q), ktory lezy na wykresie funkcji h. Wynika z tego, ze

h(a) = b+ q, czyli h(a) = f(a) + g. Punkt P wybraliémy dowolnie, co oznacza, ze dla
kazdego x nalezacego do dziedziny funkciji f zachodzi zaleznos¢

h(z) = f(z) +a

Wobec tego, przesuwajgc wykres funkcji f o g jednostek wzdtuz osi Oy, otrzymujemy
wykres funkcji h opisanejwzorem

Przesuniecie wykresu funkcji o trzy jednostki wzdtuz osi Oy

[ ¥ i ¥ ¥
w £ W =] ol

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przesuni¢cie wykresu funkcji o 3 jednostki wzdtuz osi OY. Nalezy na
wykresie wybrac kilka punktow i przesungc je o 3 jednostki w gore lub w dot. Punkty po
polaczeniu tworzg wykres funkcji przesunietej o 3 jednostki do danej funkcji wzdtuz osi OY.

Przesuwajgc wykres funkciji f o p jednostek wzdtuz osi Ox i o g jednostek wzdtuz osi Oy,
otrzymujemy wykres pewnej funkcji k. Tak otrzymang krzywa opiszemy rownaniem

y = k(z).

W przesunigciu o p jednostek wzdtuz osi Ox i o ¢ jednostek wzdluz osi Oy, obrazem
punktu P jest punkt o wspotrzednych (a + p, b + ¢) lezacy na wykresie funkcji k. Wynika
z tego, ze k(a + p) = b+ q, czyli k(a + p) = f(a) + ¢. Punkt P wybraliémy dowolnie, co
oznacza, ze dla kazdego x nalezacego do dziedziny funkcji f zachodzi zalezno$¢

k(z) = f(z —p) +q.


https://zpe.gov.pl/a/DsJfXWbDI

Wobec tego, przesuwajac wykres funkciji f o p jednostek wzdtuz osi Ox i o ¢ jednostek
wzdtuz osi Oy, otrzymujemy wykres funkcji k opisanej wzorem

k(z) = f(z —p) +q.

Przesuniecie wykresu funkcji o wektor [p,q]

‘V

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje przesuniecie wykresu funkcji o wektor [p, q]. Nalezy na wykresie
wybrac kilka punktow i przesungc je o podany wektor. Po potaczeniu punkty tworzg
wykres funkcji przesunietej o podany wektor do danej funkcji wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych. Rozpatrzono rézne wartosci p i q.

Przyktad 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsIfXWbDI


https://zpe.gov.pl/a/DsJfXWbDI
https://zpe.gov.pl/a/DsJfXWbDI




Przyktady

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f .

[y

o Wykres funkcji g okreslonej wzorem
g(z) = f(z - 1)

otrzymamy, przesuwajac krzywg o rownaniu y = f(z) o 1jednostke w prawo wzdtuz osi
Ox.




o Wykres funkcji h okreslonejwzorem
h(z) = f(z) +2

otrzymamy, przesuwajac krzywg o rownaniu y = f(z) o 2 jednostki w gore wzdtuz osi Oy

o Wykres funkciji t okreslonej wzorem

t(z) = fz—1)+2



otrzymamy, przesuwajac krzywg o rownaniu y = f(x) o 1 jednostke w prawo wzdtuz osi
Ox i o0 2 jednostki w gore wzdtuz osi Oy.

y = t(z)
1 -
0 >
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Przyktad 2
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji f.
Ay
4.
y = [f(z)
3.
2.
Z
- : >
-6 -5 0 1 2 4 5 6

» Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji f oraz wykres funkcji g opisane;j
wzorem



'><

» Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji f oraz wykres funkcji h opisanej
wzorem

« Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji f oraz wykres funkcji k opisanej
wzorem



k(z) = f(z +2) — 3.

Ay

y = f(z)




Zadania




Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f .

by
3
2
1 =
X
Y Y Y Y 9 Y Y Y Y -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4




Cwiczenie 2

Wykresy funkcji f i g przedstawione sa na rysunkach.

| i

-2 -1 0

|

Jak nalezy przeksztatci¢ wykres funkcji f, zeby otrzymac wykres funkcji g?

() przesunac o 1 jednostke wzdtuz osi Ox i o 2 jednostki wzdtuz osi Oy

() przesunac o 2 jednostki wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke wzdtuz osi Oy



() przesunac¢ o 1 jednostke wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke wzdtuz osi Oy

() przesunac o 2 jednostki wzdtuz osi Ox i o 2 jednostki wzdtuz osi Oy

Cwiczenie 3

Dana jest funkcja f(z) = 2 dlaz # 0.

Jezeli przesuniemy wykres funkcji f o 5 jednostek wzdtuz osi Oy, to otrzymamy

wykres funkcji y = 9%5 dlaz # —5.

O

Jezeli przesuniemy wykres funkcji f o (—3) jednostki wzdtuz osi Ox i o (—2)
jednostki wzdtuz osi Oy, to otrzymamy wykres funkcji y = mi_?) —2dlaz # 3.

Jezeli przesuniemy wykres funkcji f o 4 jednostki wzdtuz osi Ox, to otrzymamy

wykres funkcjiy = =25 dlaz # 4.

Jezeli przesuniemy wykres funkcji f o 2 jednostki wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke
wzdtuz osi Oy, to otrzymamy wykres funkcji y = % + ldlaz # 2.

O

Cwiczenie 4

Dana jest funkcja f(z) = x2. Jezeli jej wykres przesuniemy o 3 jednostki wzdtuz osi Ox i o
(—2) jednostki wzdtuz osi Oy, to otrzymamy wykres funkcji g. Wskaz wzér funkcji g.

O O O O
Il
i
N



Cwiczenie 5

Dana jest funkcja f(z) = z2.

0 Aby otrzyma¢ wykres funkcji k(x) = (z — 2)2 + 4, nalezy przesuna¢ wykres
funkcji f o 2 jednostki wzdtuz osi Ox i 0 4 jednostki wzdtuz osi Oy.

0 Aby otrzyma¢ wykres funkcji h(z) = z? + 4, nalezy przesuna¢ wykres funkgji fod
jednostki wzdtuz osi Oy.

0 Aby otrzymac wykres funkcji g(z) = (x — 3)2 + 5, nalezy przesuna¢ wykres funkcji
f o 3 jednostki wzdtuz osi Ox i 0 5 jednostek wzdtuz osi Oy.

O Aby otrzymac wykres funkcji t(z) = (z + 1)2 — 3, nalezy przesuna¢ wykres funkcji
f o1 jednostke wzdtuz osi Ox i o (—3) jednostki wzdtuz osi Oy.

Cwiczenie 6

Dane sa funkcje f(z) = 2z oraz g(z) = 2z — 3. Jak nalezy przeksztatci¢ wykres funkgji f,
zeby otrzymac wykres funkcji g?

[ ] przesunac o (—2) jednostki wzdtuz osi Ox
(] przesunac o 2 jednostki wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke wzdtuz osi Oy
[ ] przesuna¢ o 1 jednostke wzdtuz osi Ox i o (—2) jednostki wzdtuz osi Oy

(] przesunac o 2 jednostki wzdtuz osi Ox



Cwiczenie 7

Dane sa funkcje f(z) = z° oraz g(x) = x> — 2x. Jak nalezy przeksztatci¢ wykres funkcji f,
zeby otrzymac wykres funkcji g?

(O przesunac o (—1) jednostke wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke wzdtuz osi Oy
() przesunac o 2 jednostki wzdtuz osi Ox
() przesunac o 1 jednostke wzdtuz osi Ox i o (— 1) jednostke wzdtuz osi Oy

(O przesunac o (—2) jednostki wzdtuz osi Ox

Cwiczenie 8

Po przesunieciu punktu A = (—1, — 1) o (- 7) jednostek wzdtuz osi Ox i 0 12 jednostek
wzdtuz osi Oy otrzymamy punkt o wspotrzednych

O (-8, —13)
O (6’ - 13)
O (6,11)

O (_87 11)



Cwiczenie 9

Punkt P = (5, — 2) jest $rodkiem odcinka AB, w ktérym A = (3, 6). Punkt B ma
wspotrzedne

O (1, 14)

O (7, -10)

O 42

O (-1, -14)

Cwiczenie 10

W réwnolegtoboku ABCD dane sg wierzchotki: A = (0,0), B = (5,2), C = (6,5).
Wierzchotek D ma wspoétrzedne

O (_1a _3)
O (0,3)
O 4 -1)

O (1,3)



Cwiczenie 11

Rysunek przedstawia wykres funkcji f.

Ay

-4 3 ) -1 0

Wskaz rysunek, na ktérym przedstawiony jest wykres funkcji g okreslonej wzorem

g(z) = f(a) + 1

<




Cwiczenie 12

Rysunek przedstawia wykres funkcji y = f(x).

-5 -4 -3 -2

44

Wskaz rysunek, na ktérym przedstawiony jest wykres funkcji g okreslonej wzorem
9(z) = f(z + 2).

©




Cwiczenie 13

Na rysunkach przedstawione sa wykresy funkcjiy = f(z) iy = g(z).

o ¥

Funkcja g jest okres$lona wzorem

O g(z)=flz+1)+1

O ol@)=fle—1) -1

o Y



O g(@)=flz-1)+1

O gz)=flz+1)-1

Cwiczenie 14

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = . Po przesunieciu wykresu funkcji f o 6 jednostek
wzdtuz osi Ox i o (—4) jednostki wzdtuz osi Oy, otrzymujemy wykres funkcji g. Funkcja g
okreslona jest wzorem:

O g(z)==z-2
O gz)=z+10
O g@) =210

O g(@)=z+2

Cwiczenie 15

Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = x2. Po przesunigciu wykresu funkcji f o (—3)
jednostki wzdtuz osi Ox i 0 2 jednostki wzdtuz osi Oy, otrzymujemy wykres funkcji h. Wskaz
wzor funkcji h.

h(z) = (z +3)* +2

2

h(z) = (x —3)" — 2

h(z) = (z —3)% +2

o O O O

h(z) = (z +3)* — 2



Cwiczenie 16

Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = % dla z # 0. Po przesunieciu wykresu funkcji f o 4
jednostki wzdtuz osi Ox i o (— 1) jednostke wzdtuz osi Oy, otrzymujemy wykres funkgji ¢.
Funkcja t okre$lona jest wzorem

O t(w)leq-l—ldlax;é—él

O tlz)=-; —1ldaz #4
O tx)= 7 —ldaz # —4

O t(z)=-Ly+1daz#4



Cwiczenie 17

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f.

Ay

MR \7:1 0\75 5 4 ¢
-1

Ktora funkcja ma doktadnie trzy miejsca zerowe?

O y=flz)—2
O y=flz—-2)
O y=f(z)+2

O y=flz+2)

Cwiczenie 18

Cwiczenie 19

Dany jest punkt A = (—2, — 3). Po przesunieciu punktu A o 6 jednostek wzdtuz osi Ox,
otrzymujemy punkt B, a po przesunieciu punktu B o 4 jednostki wzdtuz osi Oy, otrzymujemy
punkt C. Oblicz wspétrzedne punktéw B i C oraz pole tréjkata ABC.



Cwiczenie 20

Dany jest czworokat ABCD, o wierzchotkach w punktach: A = (0,0), B = (4, 3),
C = (1,5), D = (—3,2). Sprawdz, czy czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem.

Cwiczenie 21

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f.

Ay

Narysuj wykresy funkcji okreslonych wzorami

ay=f(z)+2
b.y= f(z) —2
c.y=f(z—2)

dy=f(z+2)



Cwiczenie 22

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f.

b

51

Narysuj w tym samym uktadzie wspoétrzednych wykresy funkcji okreslonych wzorami
y=fz+6)iy= f(x —6).



Cwiczenie 23

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f.

Ay

Ustal, ile miejsc zerowych ma funkcja okreslona wzorem

ay=f(z)-3
b.y= f(z)+1
c.y= f(z—2)

dy=f(z+4)



Cwiczenie 24

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f.

kv

Narysuj wykresy funkcji okreslonych wzorami

ag(x)=flz—1)+2

b.h(z) = f(z +2) — 1



Cwiczenie 25

Wykres funkcji f jest przedstawiony na rysunku.

y = f(z)

oY

Funkcje g i h okreslone sg wzorami g(z) = f(x — 1) + 2 oraz h(z) = f(x +2) — 1.

a. Jaka jest najwieksza wartos¢ funkcji g?

b. Jaka jest najwieksza wartos¢ funkcji h?

c. Jaka jest najmniejsza wartos¢ funkcji g?

d. Jaka jest najmniejsza wartos$¢ funkcji A?



Cwiczenie 26

Wykres funkcji f jest przedstawiony na rysunku.

Ed

:4:3.'2\:1oaa/aaz;

Funkcje g, h oraz k okreslone sg wzorami: g(z) = f(xr — 1) + 2, h(z) = f(z + 1) + 1,
k(z) = f(z — 2) + 1.
Wskaz na ponizszych rysunkach wykresy tych funkgji.
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Cwiczenie 27

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = —3z + 2. Jezeli jej wykres przesuniemy o p
jednostek wzdtuz osi Ox i o g jednostek wzdtuz osi Oy, to otrzymamy wykres funkcji g. Ustal
wzor funkcji g, gdy

ap=3,q=-5

b.p=2,q=-2

c.p=-1,q="7

dp=-2,4q=10



Cwiczenie 28

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = %, x # 0. Zapisz wzér funkcji, ktérej wykres
powstat w wyniku
przeksztatcenia opisanego ponizej.

a. Wykres funkcji f przesuwamy o 2 jednostki wzdtuz osi Ox i o 3 jednostki wzdtuz osi Oy.

b. Wykres funkcji f przesuwamy o (— 1) jednostke wzdtuz osi Ox i o 1 jednostke wzdtuz osi
Oy.

c. Wykres funkcji f przesuwamy o (—4) jednostki wzdtuz osi Ox i o (—2) jednostki wzdtuz
osi Oy.

d. Wykres funkcji f przesuwamy o 3 jednostki wzdtuz osi Ox i o (—4) jednostki wzdtuz osi
Oy.

Cwiczenie 29

Funkcja f jest okre$lona wzorem f(a;) = z2. Woykres funkcji g otrzymujemy po przesunieciu
wykresu funkcji f o 3 jednostki wzdtuz osi Ox i o 2 jednostki wzdtuz osi Oy. Uzasadnij, ze
funkcja g okreslona jest wzorem g(z) = x? — 6z + 11.



Zadania generatorowe

Zadania generatorowe
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Cwiczenie 3




Proporcjonalnos¢ prosta

W dziale dotyczacym funkcji zostaty podane rézne zaleznosci miedzy dwiema dodatnimi
wielkoSciami.
Niektore z wielkosci s wprost proporcjonalnymi, np.:

o droga s, jaka pokonuje samochod jadacy ze stalg predkoscig v, jest wprost
proporcjonalna do czasu jazdy ¢,

« sila grawitacji F' dzialajgca na Ziemi na ciato jest wprost proporcjonalna do masy m
tego ciala.

| ]
E; Ile metrow przejedzie samochdd w czasie 7 sekund?
9

s
12+ ®
11 L t[s]|s [m]
L W 2 [ 6
8 +
51 319
g T 4 |12
4+ 7 | 21
34
2 -+
1 -
0 1

123456789101112 ¢

0 21

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, ze droga S jakg pokonuje samochod jadacy ze stalg predkoscig v, jest
wprost proporcjonalna do czasu jazdy t. Samochod jadgcy ze stata predkoscig w czasie 2
sekund pokonuje droge 6 metrow, w czasie 3 sekund 9 metrow, a w czasie 4 sekund
pokonuje 12 metrow. Dane zebrane w tabeli i przedstawione na wykresie w postaci
punktow. Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, jakg droge przejedzie samochod w czasie 7
sekund? Odpowiedz: 21 metrow.



https://zpe.gov.pl/a/D152ECUTn

| Jaka sita F dziata na ciato o masie 10 kg?

FA
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F=m:g=10-10 = 100 N

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, ze sila grawitacji F dzialajgca na Ziemi na ciato jest wprost
proporcjonalna do masy m tego ciata. Sita grawitacji F w niutonach dziatajgca na Ziemi na
cialo jest rowna iloczynowi masy m tego ciata w kilogramach i przyspieszenia ziemskiego

g w metrach na sekunde¢ kwadrat, zgodnie z wzorem F=mg. Do obliczen przyjeto, ze g =10
metrow na sekunde kwadrat. Wstawiajgc do wzoru obliczono, Ze dla spadajacego liscia

o masie 0, 1 kilograma silg grawitacji wynosi 1 niuton, dla spadajgcej z potki ksigzki o masie 1
kilograma wynosi 10 niutonow, spadajacego kamienia o masie 3 kilogramow wynosi 30
niutonow. Dane zebrano w tabeli i przedstawiono na wykresie w postaci punktow. Nalezy
odpowiedzie¢, jaka bedzie sila grawitacji dla spadajacego duzego kamienia o masie 10
kilogramow? Odpowiedz: 100 niutonow.

Definicja: Wielkosci wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielkosSci dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli iloraz tych
wielkosci jest statly.

Definicja: Proporcjonalnos¢ prosta

Funkcja f, opisujaca zalezno$¢ migdzy dodatnimi wielko$ciami wprost proporcjonalnymi
x 1 y nazywana jest proporcjonalnoscig prosta, a iloraz % nazywamy wspotczynnikiem tej

proporcjonalnos$ci. Oznaczajac ten wspotczynnik przez a, zapisujemy funkcje f wzorem

f(z) = ax,



https://zpe.gov.pl/a/D152ECUTn

gdzie z > 0.
Uwaga: Wprost z definicji wynika, ze a > 0.



Przyktady

Przyktad 1

Zaleznos$¢ miedzy dtugos$cia d przekatnej kwadratu a dlugoscig x jego boku jest okreslona
wzorem

d(z) = zv2

X
d(x)=xVv2
Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, ze ze wzrostem dtugosci boku kwadratu wzrasta dtugosc jego
przekatnej, zgodnie ze wzorem d(x) = x razy pierwiastek z dwoch.

Jest to proporcjonalno$¢ prosta, a wspotczynnikiem tej proporcjonalnosci jest V2.
Przyktad 2

Zalezno$¢ miedzy wysokos$cia h tréojkgta rownobocznego a dlugoscig a jego boku jest
okreslona wzorem:

h(a) = 3.



https://zpe.gov.pl/a/DP1rbnVyH

Qe
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a
h(a) =aé
Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, ze ze wzrostem dtugosci boku trojkgta rownobocznego wzrasta
wysokos¢ trojkata, zgodnie ze wzorem h(a) = a pierwiastek z trzech dzielone przez dwa.

ZaleznoSc¢ ta to proporcjonalnoS¢ prosta, a wspotczynnikiem tej proporcjonalnosci jest
V3

5
Przyktad 3

Zalezno$¢ miedzy obwodem L kota a promieniem tego kota jest okreslona wzorem:

L(r) = 27r.

L(r)=2mr


https://zpe.gov.pl/a/DP1rbnVyH

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, ze ze wzrostem dlugosci promienia okregu wzrasta jego obwod,
zgodnie ze wzorem L(r) =2 pir.

Zalezno$¢ ta to proporcjonalno$¢ prosta, a wspotczynnikiem tej proporcjonalnosci jest 27

Funkcja liniowa
Przejdzmy teraz do funkcji opisanych tym samym wzorem co proporcjonalnos¢ prosta,
awiec f(z) = ax, ale okreslonych dla dowolnejliczby rzeczywistej z. O liczbie a nie
bedziemy juz zakladac, ze musi by¢ dodatnia. Zastanowmy sie, jak wyglada wykres takie;j
funkciji.

Twierdzenie: Wykres funkgcji f(z) = ax

Wykresem funkcji f(z) = ax, gdzie a to ustalona liczba rzeczywista, jest prosta
oréwnaniu y = ax.

Wykres funkcji f(z) = ax, gdzie ¢ € R to prosta, ktora przechodzi przez kazdy z punktow
postaci (z,a - x).

W praktyce do jej narysowania wystarczy zaznaczy¢ punkt (0, 0) i odpowiednio dobrany
inny punkt (z,a - x).

Przyktad 4

o Wykresem funkciji
f(@) = 22

jest prosta przechodzgca przez punkty (0, 0) i (1, 2). Wykres ten jest zbiorem punktow
(x,y), ktore spetniajg rownanie y = 2z, czyli prosta opisang rownaniem y = 2.

o Wykresem funkcji

f(z) = =3z
jest prosta opisana rownaniem y = —3z, przechodzgca przez punkty (0, 0)i (1, —3).
o Wykresem funkciji
flz) = %=

jest prosta opisana réwnaniem y = 2z, przechodzaca przez punkty (0, 0) i (4, 5).
» Wykresem funkciji

flr)=-14-x



https://zpe.gov.pl/a/DP1rbnVyH

jest prosta opisana réwnaniem y = —1,4 - z, przechodzaca przez punkty (0, 0)i (5, —7).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPlrbnVyH

W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy zajmowac si¢ funkcjami okreslonymi wzorem
f(z)ax + b, gdzie a, b s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Zauwazmy, ze po przesunieciu wykresu funkcji f(z) = ax o b jednostek wzdtuz osi Oy
otrzymamy wykres funkciji okreslonej wzorem

awiec
g(x) = ax +b.
Zatem wykresem funkcji g jest prosta rownolegta do prostej o rownaniu

Yy = ax.
Przyktad 5

o Wykresem funkciji
f(z) =22 -3

jest prosta rownolegta do prostej o rownaniu y = 2z i przechodzgca przez punkt (0, —3)
, czyli prosta o rownaniu

y =2z — 3.



https://zpe.gov.pl/a/DP1rbnVyH

Y

y=—22—3

o Wykresem funkciji

flz) = -3z +4
jest prosta rownolegta do prostej o rownaniu y = —3x i przechodzgca przez punkt (0, 4)
, czyli prosta o rownaniu
y= —3x +4.

y=—3z+4

o Wykresem funkciji



jest prosta rownolegla do prostej o rownaniu y = %a: i przechodzaca przez punkt (0, 2),
czyli prosta o rownaniu

y:%a}—i—z

'»
7
o Wykresem funkcji
flz)=—-14-2—1
jest prosta rownolegla do prostej o rownaniu y = —1,4 - ¢ i przechodzaca przez punkt
(0, —1), czyli prosta o réwnaniu
y=—-14.-2 —1.
Y

-




Definicja funkgcji liniowej

Definicja: Funkcja liniowa
Funkcje f zmiennejz okreslong wzorem
f(z) = ax +b,

gdzie a i b s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy funkcja liniowa.
Wykresem funkciji liniowe;j

f(r) =ax+b

jest prosta o réwnaniu y = ax + b. Prosta ta jest rGwnolegta do prostej o rownaniu y = ax
oraz przecina o$ Oy w punkcie o wspotrzednych (0, ).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Da5ScnrfSV


https://zpe.gov.pl/a/Da5cnrfSV

Zadania

Cwiczenie 1

Za trzy kostki masta trzeba zaptaci¢ 12,60 zt. Wynika z tego, ze

(] za 6 kostek zaptacimy wiecej niz 20 z4

(] za4 kostki zaptacimy 16,80 z#

(] za1 kostke zaptacimy 6,30 z¢

Cwiczenie 2

W ponizszej tabeli prezentowane sg wprost proporcjonalne wielkosci x i y.

Funkcja liniowa. Tabela 01

T Ty =1 Ty =2 T3 xy = 10
Y Y1 Y2 =3 yz3 =9 Ya
Wodwczas

(] z3=3
-1
)y =2
() wu=15




Cwiczenie 3

Ktére sposrod ponizszych par wielkos$ci sa wprost proporcjonalne?

bok tréjkata rownobocznego i promien kota wpisanego w ten tréjkat

obwdd i srednica kota

O o O

pole kwadratu i pole kota na nim opisanego

(] krawedz? szescianu i jego objetos¢

Cwiczenie 4
Samochdd jedzie ze statg predkoscia 70%. Wéwczas

w ciggu 30 minut przejedzie 30 km

w ciggu 5 minut przejedzie wiecej niz 5 km

O O o

w ciggu 2 godzin przejedzie 140 km

(] w ciagu 10 minut przejedzie 7 km

Cwiczenie 5

Wykres funkcji f(z) = v/2z + 2
(] przecina wykres funkgji g(xz) = —3x + 2 w punkcie lezacym na osi Oy
(] jestréwnolegty do prostej o réwnaniu y = 2

(] przechodzi przez punkt (\/5, 4)



Cwiczenie 6

Przyporzadkuj podane wzory funkcji liniowych do odpowiednich wykresow.

ay=3zc+2

b.y= -3z +2

c.y=3x—2

dy=—-3z—2

1 b
5-
4-
3-
2-
14
0

II.



II.

IV.




kv

Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy punkty A, B, C'leza na wykresie tej samej funkcji liniowe;.

0 A = <mfenced separators="|">0, -1, B =<mfenced separators="|">-1, -3,C=
<mfenced separators="[">-2, -5

0 A = <mfenced separators="|">0, 1, B =<mfenced separators="|">1, 2,C=
<mfenced separators="|">2, 4

0 A = <mfenced separators="[">0, 1, B =<mfenced separators="|">1, 11,C=
<mfenced separators="|">2, 21

0 A = <mfenced separators="[">0, 2, B =<mfenced separators="|">20, 2,C=
<mfenced separators="[">- 20, 2



Cwiczenie 8

Wskaz punkt, ktory lezy na wykresie funkcji f okreslonej wzorem f(x) = \/§a:

0 (-3, —1)

(-
0 (v -3)
O (-v31)

D <_\/§7 0)
Cwiczenie 9

Na wykresie funkcji f(z) = ax lezy punkt A = (1, 3). Wtedy liczba f(—2) jest réwna

O -9
O -6
O 0



Cwiczenie 10

Jezeli za 3 takie same zeszyty w kratke trzeba zaptaci¢ w szkolnym sklepiku 7 zt 20 gr,toza 7
takich zeszytow zaptacimy

() 16z 80gr

() 14220 gr

() 11zt20gr

() 247z



Cwiczenie 11

Przedstawiona na rysunku prosta jest wykresem funkcji f.

Ay

S -

¥

N
RO i i |

Funkcja ta okreslona jest wzorem

O flz) =3z
O f(z) =2z
O f(z) =5z

O fla) =20



Cwiczenie 12

Do wykresu funkgji liniowej okreslonej wzorem f(z) = —2x + 3 nalezy punkt

Cwiczenie 13

Wykres funkcji liniowej f przecina o$ Oy w punkcie (0, —2) i przechodzi przez punkt (-1, 3)
. Funkcja ta okres$lona jest wzorem

O fle) =52 -2
O fla) =32 -2
O fla) = —52 -2

O flz)= -3z -2



Cwiczenie 14

Wykres funkgcji liniowej f okreslonej wzorem f(x) = 2z przesunieto o 3 jednostki w prawo,
wzdtuz osi Ox. Otrzymana prosta jest wykresem funkcji g danej wzorem

O glx)=2z+6

O gla) =226

O g(x) =2x-3

O glx)=2z+3

Cwiczenie 15

Wskaz liczbe m, dla ktérej wykres funkcji liniowej f okreslonej wzorem f(z) = (m — 2)x + 3
przecina o$ Ox w punkcie (—1, 0).

o O O O
3
I



Cwiczenie 16

Uzupetnij tabele, wiedzac, ze x jest argumentem funkcji f(x) = ax, natomiast y
odpowiadajgcag mu wartoscia.

Funkcja liniowa. Tabela 02

T -6 -3 -2 -1 0 1 2 3 6

15

33



Cwiczenie 17

Kazda z prostych prezentowanych na rysunkach okreslona jest rownaniem y = ax. Wyznacz a




Y

Cwiczenie 18

Wykres funkcji f(z) = —%a: przesunieto o 3 jednostki, wzdtuz osi Ox. Podaj réwnanie

otrzymanej proste;j.
Cwiczenie 19

Wykres funkcji f(z) = — ; x przesunieto o 3 jednostki, wzdtuz osi Oy. Podaj réwnanie
otrzymanej proste;j.



Cwiczenie 20

Na rysunku prezentowany jest wykres funkcji liniowej f. Uzupetnij tabele.

. —
-8 -7 -6 8
Funkcja liniowa. Tabela 03
T -4 -3 -2 4 5 6
f(@)
Cwiczenie 21
Uzupetnij tabele, wiedzac, ze funkcja f jest liniowa.
Funkcja liniowa. Tabela 04
T -2 -1 0 1 2 3



Cwiczenie 22

Przyporzadkuj podane wzory funkcji liniowych do odpowiednich wykresow.

ay=zx—2

b.y:—%x—2

c.y=2x—1

d.yz%az—l

| b
5-
4-
3-
2-

II.



II.

IV.







Cwiczenie 23

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji liniowej f okreslonej wzorem
f(z) = ax +b.

Ocen, czy ponizsze stwierdzenia sg prawdziwe.

a<0

punkt (—1, 5) nalezy do wykresu funkcji f

a > 2

O o o o



Cwiczenie 24

Dane sa funkcje f(x) = 2z, g(z) = 2z + 3, h(x) = —2x + 3. Ocen, czy ponizsze
stwierdzenia sg prawdziwe.

(O Woykresy funkcji g i h przecinaja sie w punkcie (0, 3).

() Wykresy funkcji f i h sg prostymi réwnolegtymi.

(O Wykresy funkcji f i g przecinaja sie w punkcie (0, 0).



Zadania generatorowe

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2
Cwiczenie 3

Cwiczenie 4




Wspotczynnik kierunkowy funkgji liniowej

Przyktad 1

Rozpatrzmy funkcje liniowa okreslong wzorem

f(z) =2z — 1.
Poniewaz f(0) = —1 oraz f(1) = 1, zatem wykres funkcji przecina 0§ Oy w punkcie
(0, —1) i przechodzi przez punkt (1, 1).
Ay

5-

4-

3-

2-

Pokazemy, ze przy zwiekszaniu argumentu o 1 odpowiadajgca mu warto$¢ funkcii f
zwigksza si¢ o 2.
Wezmy dowolng liczbe rzeczywistg ;. Wtedy

f(z1) = 221 — 1,
a takze
fler+1)=2(z1+1)—1=221+2—1=2z + 1.
Obliczamy roznice tych dwoch wartosci
fler+1)—flzy) =221 +1— (221 —1) =221 +1 -2z, +1 = 2.

Punkt A jest dowolnym punktem nalezagcym do wykresu funkcji f. Aby znalez¢ punkt B,
ktorego pierwsza wspoélrzedna jest o 1 wieksza od pierwszej wspolrzednej punktu A,

przesuwamy sie, o 1 jednostke, wzdtuz osi Ox i o 2 jednostki, wzdtuz osi Oy.



Rozpatrzmy funkcje f(x)=2x-1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje na wykresie funkcji f(x) = 2x -1, ze zwigkszajgc argument o 1 zwigksza sie
odpowiadajaca mu wartos$¢ funkciji f o 2.

Przyktad 2
Rozpatrzmy funkcje liniowa okreslong wzorem
f(z) = —z+ 1.

Poniewaz f(0) = 1 oraz f(1) = 0, to wykres funkcji przecina o Oy w punkcie (0, 1)
i przechodzi przez punkt (1, 0).



https://zpe.gov.pl/a/D1CGbjLzS

Pokazemy, Ze przy zwiekszaniu argumentu o 1 odpowiadajgca mu warto$¢ funkciji f
zmniejsza si¢ o 1.
Wezmy dowolng liczbe rzeczywistg x;. Wtedy

flx1) = —z1+1,
a takze
fler+)=—(r1+1)+1=—2;—1+1=—z;.
Obliczamy roznice tych dwoch wartosci
fler+1)— f(z1) = -1 — (21 +1) = -2y + 2y — 1 = —1.

Wobec tego, wybierajgc dowolny punkt A na wykresie funkcji f, znajdziemy na wykresie
inny punkt, ktéry powstaje z przesuniecia punktu A o 1 jednostke, wzdtuz osi Ox i o
(—1) jednostke, wzdtuz osi Oy.

Rozpatrzmy funkcje f(x)=-x+1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje na wykresie funkcji f(x) = minus x +1, ze zwiekszajac argument o 1
zmniejsza si¢ odpowiadajaca mu wartos¢ funkcji fo 1.

Przyktad 3
Rozpatrzmy funkcje liniowa okreslong wzorem
flz)=—3z+2.

Poniewaz f(0) = 2 oraz f(2) = 1, to wykres funkcji przecina o§ Oy w punkcie (0, 2)
i przechodzi przez punkt (2, 1).



https://zpe.gov.pl/a/D1CGbjLzS

Pokazemy, ze przy zwiekszaniu argumentu o 1 odpowiadajgca mu warto$¢ funkciji £

zmniejsza si¢ o %

Wezmy dowolng liczbe rzeczywistg x1. Wtedy
f(z1) = —gz1+2,

a takze

fEi+1)=—2(@+1)+2=—321— 5 +2=—2z1 + 15.

Obliczamy roznice tych dwoch wartosci
f(:E1 + 1) — f(a:l) = —%331 + 1% — (—%521 + 2) = —%:)31 + 1% + %:131 — 2= —%.

Wobec tego, wybierajac dowolny punkt A na wykresie funkcji f, znajdziemy na wykresie
inny punkt, ktéry powstaje z przesuniecia punktu A o 1 jednostke, wzdtuz osi Ox i o

(— %) jednostki, wzdtuz osi Oy. MozZna tez znaleZ¢ kolejny punkt, ktory powstaje

z przesuniecia punkt A o 2 jednostki, wzdtuz osi Ox i o (—1) jednostke, wzdtuz osi Oy.



Rozpatrzmy funkcje f(x)=-%x+2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje na wykresie funkcji f(x) = minus jedna druga x +2, ze zwiekszajac
argument o 1 zmniejsza sie odpowiadajgca mu warto$¢ funkcji f o jedna druga.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1CGbjLzS

Wybierzmy na wykresie funkcji liniowej f(z) = ax + brozne punkty Ai B,
o wspotrzednych (z 4, y4) i (xp,yg) Wtedy

e ya= f(ra) =axs+b
e ygp= f(zp) =axp+b


https://zpe.gov.pl/a/D1CGbjLzS
https://zpe.gov.pl/a/D1CGbjLzS

Zauwazmy, ze y4 — ax s = b, atakze yp — axp = b, wiec yp — axp = y4 — ax 4, skad
YB — Y4 = aTp — AT 4. Zatem
a(zp — T4) = YB — Y4,
Poniewaz punkty A i B sa rézne i leza na wykresie funkcji, wiec ¢4 # zp, stad
xp — x4 7 0. Wobec tego

YB—YA

a = .
TB—T4

jest ilorazem roznicy dwoch wartosci funkciji liniowej przez roéznice odpowiadajgcych im
argumentow.
Patrzac na dwa rézne punkty A i B lezace na wykresie funkcji

F(@) = ax +b,

interpretujemy wspotczynnik kierunkowy a jako iloraz wartosci przesuniecia yp — y4
wzdtuz osi Oy do odpowiadajgcej mu warto$ci przesuniecia g — 4 wzdluz osi Ox.

Interpretacja wspotczynika kierunkowego funkgcji liniowej f(x)=ax+b

XB -~ Xa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje powyzej opisang interpretacje geometryczng wspotczynnika
kierunkowego a funkciji liniowej f(x) = a razy x +b.

Przyktad 4
Na wykresie funkcji liniowej f leza punkty A = (3, 11)i B = (—2, —4). Poniewaz

zp—Ta=-2-3=-5yp—ys=—4—-11=-15,

wiec wspotczynnik kierunkowy a tej funkciji jest rowny


https://zpe.gov.pl/a/D1CGbjLzS

_ =15 __
a=—= = 3.

Liczba a = 3 oznacza rowniez, ze wzrostowi argumentu funkcji f o jedna jednostke,

odpowiada wzrost wartosci o 3 jednostki.
Przyktad 5

Na wykresie funkciji liniowejf lezg punkty A = (—2,1) i B = (—3,5). Poniewaz
zp—xAa=-3—(—-2)=-1,yp—ya=5—1=4,
zatem wspotczynnik kierunkowy a tej funkciji jest rowny
a= % = —4.

Liczba a = —4 oznacza réwniez, ze wzrostowi argumentu funkcji f o jedng jednostke,
odpowiada zmniejszenie wartosci funkcji o 4 jednostki.
Przyktad 6

Na wykresie funkcji liniowej f leza punkty A = (1,3) i B = (3, 6). Poniewaz
rp—24=3—-1=2,yp—ya =6 —-3 =3,
to wspotczynnik kierunkowy a tej funkciji jest rowny
a=3.
3

2
odpowiada wzrost warto$ci o

Warto$¢ a = 4 oznacza rowniez, ze wzrostowi argumentu funkcji f o jedna jednostke,

3
5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1CGbjLzS


https://zpe.gov.pl/a/D1CGbjLzS

Funkcja liniowa rosnaca, funkcja liniowa malejaca

Wsrod prezentowanych w poprzednim rozdziale wykresow funkciji liniowych da sie
wyroznic takie, ktore sg wykresami funkciji rosnacych oraz takie, ktore sg wykresami funkcji
malejgcych.

Pokazemy, ze funkcja liniowa f(z) = ax + b jest rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy jej
wspotczynnik kierunkowy jest dodatni.

Jak wykazalismy wczeéniej: jezeli na wykresie funkciji liniowej f leza dwa rézne punkty

A = (za,y4)iB = (zp,yp), to wspotczynnik kierunkowy funkcji f jest rowny

YB—Ya

a = Tp—T4 "

Zalozmy, ze xg — x4 > 0, czyli wzdtuz osi Ox przesuwamy sie od punktu A do B w prawo.
Wobec tego znak wspotczynnika a jest taki sam jak znak wyrazenia yp — y4. Zatem

e a > 0 wtedyi tylko wtedy, gdy yg — y4 > 0. Zatem wzdtuz osi Oy przesuwamy sie od
punktu A do B w gore, czyli funkcja f jest rosnaca,

e a < 0wtedyi tylko wtedy, gdy yp — y4 < 0. Zatem wzdluz osi Oy przesuwamy si¢ od
punktu A do B w dol, czyli funkcja f jest malejaca.

e a = 0, wtedyi tylko wtedy, gdy yp = y4, czyli funkcja liniowa f(z) = ax + b jest stala.

Funkcja liniowa rosnaca

xe-xa=2-(-6)=8>0
zawsze, jezeli wzdiuz osi Ox
przesuwamy sie od A do B w prawo
ye-ya =3-(-1)=4>0

wtedy, gdy wzdtuz osi Oy
przesuwamy sie od A do B w gore

Y& - Ya 4 1
= =—=—>5>0
XB - Xa 8 2

funkcja liniowa jest rosngca

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, jak majgc wspolrzedne punktow A i B nalezgcych do proste;j,
obliczy¢ wspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej rosngce;j f(x) =ax +b. Punkt A = (-6,
-1), B =(2, 3). Obliczamy roznice argumentéw i réznice wartosci funkciji dla tych
argumentow. Zauwazamy, ze roznica argumentow jest wieksza od zera, zawsze, jezeli


https://zpe.gov.pl/a/D16AqAVhS

przesuwamy sie od A do B wzdtuz osi x w prawo. Roznica wartosci funkcji jest wieksza
od zera, zawsze, jezeli przesuwamy sie wzdtuz osi y od punktu A do B w goére. Wobec
tego, zgodnie ze wzorem, iloraz roznicy dwoch wartosci funkciji liniowej przez roznice
odpowiadajacych im argumentow jest wiekszy od zera. Funkcja liniowa jest rosnaca.

Funkcja liniowa malejaca

Xg-Xa=4-(-3)=7>0
zawsze, jezeli wzdluz osi Ox
przesuwamy sie od A do B w prawo
ye=-Ya ==-2-5=-7<0

wtedy, gdy wzdiuz osi Oy
przesuwamy sie od A do B w dét

a= ¥ _ 3 _q48
Xg = Xa 7

funkcja liniowa jest malejaca

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, jak majgc wspotrzedne punktow A i B nalezgcych do prostej, obliczy¢
wspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej malejace;j f(x) =ax +b. Punkt A = (-3, 5), B =(4, -2).
Obliczamy réznice argumentow i roznice wartosci funkeji dla tych argumentow.
Zauwazamy, ze roznica argumentow jest wieksza od zera, zawsze, jezeli przesuwamy sie od
A do B wzdluz osi x w prawo. Roznica wartosci funkcji jest mniejsza od zera, zawsze, jezeli
przesuwamy sie wzdluz osi y od punktu A do B w dot. Wobec tego, zgodnie ze wzorem,
iloraz roznicy dwoch wartosci funkcji liniowej przez réznice odpowiadajacych im
argumentow jest mniejszy od zera. Funkcja liniowa jest malejaca.

Przyktad 1

Funkcja f(x) = 2z + 5 jest rosnaca, poniewaz jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny 2,
czylia > 0.
Przyktad 2

Funkcja f(x) = %:1: — 1 jest rosngca, poniewaz jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny
%, czylia > 0.
Przyktad 3

Funkcja f(x) = —z + 2 jest malejaca, poniewaz jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny
—1,czylia < 0.



https://zpe.gov.pl/a/D16AqAVhS

Wiemy juz, ze jezeli na wykresie funkciji liniowej f leza dwa rozne punkty A = (z4,y4) i
B = (zp, yB), to wspotczynnik kierunkowy funkcji f jest rowny

YB—Y4A

@ = =z

a takze
Yya —axy = b.
Wrynika z tego, ze prosta bedgca wykresem funkcji liniowej, ktora
 przechodzi przez punkt A = (x4, y4) ma réwnanie
y=ax+ (ya — axy),
€O zapisujemy w postaci
y=a(z— 1)+ ya,

o przechodzi przez dwa rozne punkty A = (z4,y4) i B = (zp, yp) ma réwnanie

YB—Ya
IB—TA

Y= (x —x4) +ya-

Rownanie prostej f przechodzacej przez dwa punkty

Y f(x)=a*x+b

= Ve ® B ya=a‘xa+tb=—=b=yi-a-xa

_Ys-¥Ya
T Xs-Xa

f(x)=a+x +(ya-a- xa)

f(x) = a(x -xa) + ya

Y& - ¥Ya

f(x) = X5 = Xn

(x - %a) + ya

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacejprzez dwa punkty A i B.

Przyktad 4

Dane sg punkty A = (2, —4), B = (9, 10). Wtedy



https://zpe.gov.pl/a/D16AqAVhS

rgp—x4=9-2=7
oraz
yp —ya =10 — (—4) = 14.

Wynika z tego, ze wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i B
jest rowny a = %,
Poniewaz na tej prostejlezy punkt B = (9, 10), to jej rownanie zapisujemy w postaci

czylia = 2.

y=a(z —9) + 10,

a po uwzglednieniu a = 2 mamy ostatecznie y = 2(z — 9) + 10, skad
p gle y

y =2z — 8.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI6AgAVhS


https://zpe.gov.pl/a/D16AqAVhS

Zadania

Cwiczenie 1
Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x) = ax + b.

Ay

54

a. Oblicz a.

b. Podaj wzér funkcji f.



Cwiczenie 2

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x) = ax + b.

Wodwczas

a<0

O o O O

b<O0



Cwiczenie 3

Wskaz wykres funkcji f okreslonej wzorem f(z) = ax + b, dla ktéreja > 0i b < 0.

Cwiczenie 4

Funkcja liniowa f(z) = 32 — 5

() jestrosnaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0, —5)

() jest malejaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0, —5)

() jest malejaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0, 5)

() jestrosnaca i jej wykres przechodzi przez punkt (O, 5)



Cwiczenie 5

Funkcja liniowa f(z) = (2m + 3)z +m — 2

[ ] jestrosnaca tylko wtedy, gdy m < 2
(] jest malejaca tylko wtedy, gdy m < — %
(] dlam = —1 jest malejaca

(] dlam = 0 jest rosnaca

Cwiczenie 6

Funkcja liniowa f jest okreslona wzorem f(x) = ax + 3, gdzie a > 0. Wowczas

O f(-1)<0
O f@2)+7(=2)>6
O £(0)=0

O f(1)>3

Cwiczenie 7

Dane sa punkty A = (=2, 3)i B= (1, —5), C = (4,4). Wynika z tego, ze ujemny
wspotczynnik kierunkowy ma prosta przechodzaca przez punkty

O 4icC
O BiC

O AiB



Cwiczenie 8

Dane sg punkty A = (0, 3)i B = (-2, 1). Wynika z tego, ze prosta AB

ma wspotczynnik kierunkowy réowny 1

przechodzi przez punkt (—3, 0)

O o O

przecina o$ Oy w punkcie, ktérego druga wspotrzedna jest dodatnia

(] maréwnaniey =z +3

Cwiczenie 9

Cwiczenie 10

Na wykresie funkgcji liniowej f(x) = ax + bleza punkty A = (-2, -3)iB = (2, 5).
Wynika z tego, ze

a=4

funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = 2z + 1

wykres funkcji f przecina o$ Oy w punkcie (0, 2)

O o 0O d

funkcja f jest rosnaca



Cwiczenie 11

Na rysunku jest przedstawiony fragment wykresu pewnej funkcji liniowej y = ax + b.

Wspobtczynnik a jest rowny

O 3
O -3
oF:



Cwiczenie 12

Na rysunku jest przedstawiony fragment wykresu pewnej funkcji liniowej y = ax + b.

Ay

Jakie znaki majg wspétczynnikiaib ?

a>0ib<0

a<0ib>0

a>0ib>0

o O O O

a<0ib<0



Cwiczenie 13

Wskaz m, dla ktérego funkcja liniowa f(x) = (2 — 3m)x — 1 jest rosnaca.

O m=1
O m=2
O m=3
O m=-1

Cwiczenie 14

Funkcja liniowa f(z) = (3m + 1)z + m — 2 jest stata, gdy

O m=-3
O m=3
O m=2
O m=1

Cwiczenie 15

Funkcja liniowa f(z) = (4 — m)z + 1 jest malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy

o O O O



Cwiczenie 16

Przeciagnij pasujace elementy z dolnej sekcji do gorne;.

funkcje rosnace

4—20$ ;p3
+ 2
.’L'V:l?4

funkcje malejace
2122—\/; . 1 mo 2.’1} + 3
V3z+20|| T2+ 1219

1 1
S——T || -x—35

funkcje state

Cwiczenie 17

Na wykresie funkgji liniowej f leza punkty A = (2,3), B = (1, — 1). Funkcja f okreslona jest
wzorem

O flz) =3¢ 4
O fle) =4z -5
O fla) =203

O fl@)=z-1



Cwiczenie 18

Dane sg punkty A = (=3, 0)i B = (1, — 2). Wspdtczynnik kierunkowy prostej AB jest
rowny

|
e

-1

o O O O
|
colro

_1
2
Cwiczenie 19

Dane sa punkty A = (—2,1) i B = (3, 3). Na prostej AB lezy punkt

O (18,12)
O (18,15)
O (18,18)

O (18,9)



Cwiczenie 20

Kazda z prostych prezentowanych na rysunkach jest okreslona réwnaniem y = ax + b.
Odczytajaib.




b

Cwiczenie 21

Podaj wzér funkgji liniowej f, ktérej wykres przechodzi przez punkt A = (10, 112)
i przecina 0$ Oy w punkcie B = (0, 2).



Cwiczenie 22

Sposrdod podanych funkgji liniowych wybierz funkcje rosnace.

O y=4%
(] y=z—100
() y=5-=z

[ y= 1525

Cwiczenie 23

Sposrdod podanych funkgji liniowych wybierz funkcje malejace.
() y=1- %=
() y=z+3

() y=—-z+6

—5
D Y= wg

Cwiczenie 24

Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych funkcja liniowa f(z) = (2m + 5)x — 1 jest
a. malejaca
b. rosnaca

c. stata



Cwiczenie 25

Wykres funkgcji liniowej f(x) = ax + b przechodzi przez punkty A = (-7, 11)i
B = (23, —19). Wynika z tego, ze

[ ] dowykresu funkcji f nalezy punkt C = (1, 5)

na wykresie funkcji f lezy co najmniej 7 punktow, ktorych obie wspotrzedne s

O

catkowitymi liczbami dodatnimi

(] b<0

__1u
OJ a=—=

Cwiczenie 26

Dana jest funkcja liniowa f(z) = (2m + 3k)x + 2.
Podaj przyktad

a. takich wartosci parametrow m i k, zem > 0i k < 0i funkcja f jest malejaca
b. takich wartosci parametrow m ik, zem < 0ik > 0ifunkcja f jest malejaca
c. takich wartosci parametréw m ik, zem > 0i k < 0i funkcja f jest rosnaca

d. takich wartosci parametrow m ik, zem < 0ik > 0ifunkcja f jest rosnaca



Cwiczenie 27

Dana jest funkcja liniowa f(z) = (2m + 3k)x + 2.
Podaj przyktad

a. takich wartosci parametrow m i k, ze 2m + k = 1i funkcja f jest malejaca

b. takich wartosci parametrow m i k, ze m + 3k = —1 i funkcja f jest rosnaca

c. takich wartosci parametrow m i k, ze m + k = 2 i funkcja f jest malejaca

d. takich wartosci parametrow m i k, ze m + k = —1000 i funkcja f jest rosnaca
Cwiczenie 28

Dana jest funkcja liniowa f(z) = (2m + 3k)x + 2.
Rozstrzygnij, czy istnieja takie wartosci parametréw m i k, ze na wykresie funkcji f

0 leza doktadnie dwa punkty, ktérych obie wspotrzedne sg catkowitymi liczbami
ujemnymi

0 lezy doktadnie jeden punkt, ktérego obie wspoétrzedne sa catkowitymi liczbami
dodatnimi

0 lezy doktadnie jeden punkt, ktorego obie wspoétrzedne sa catkowitymi liczbami
przeciwnych znakéw



Cwiczenie 29

Dana jest funkcja liniowa f(z) = (2m + 3k)x + 2.
Wykaz, ze

a.jezeli k = — %m, to funkcja f jest stata,
b.jezeli k > — %m, to funkcja f jest rosnaca,

c.jezelik < — %m, to funkcja f jest malejaca.



Zadania generatorowe

Zadania generatorowe
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2
Cwiczenie 3
Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6



Rownanie liniowe

Obliczanie miejsca zerowego funkciji liniowej
f(z) =ax+b

sprowadza si¢ do rozwigzania rownania z niewiadoma z postaci
ax + b = 0, dla ustalonych warto$ci wspoétczynnikéw a i b. Takie rownanie nazywamy
rownaniem liniowym.

a.Jesli a # 0, to mamy ax = —b, skad = = —%. Wynika z tego, ze kazda funkcja liniowa
f(z) = ax + b, gdzie a # 0, ma dokladnie jedno miejsce zerowe xg = —%. Korzystajac
z poznanych wlasnos$ci funkcji liniowej, zauwazmy tez, ze dla a # 0 funkcja
f(z) = ax + b nie jest stata (jest rosngca dla a > 0, malejaca dla a < 0), zatem prosta
bedgca jej wykresem przecina 0§ Ox w dokladnie jednym punkcie (— % , O).

b. Jesli a = 0, to funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = b. Jest to funkcja stata.

e Gdya =0ib # 0, toréwnanie f(x) = 0 jest sprzeczne, wiec w tym przypadku funkcja
liniowa nie ma miejsc zerowych. Wykresem takiej funkciji liniowej jest prosta
réwnolegta do prostej o rownaniu y = 0 i przecinajgca 0§ Oy w punkcie (0, b).

e Gdya = 0ib = 0, to funkcja f jest tozsamosciowo réwna 0, to znaczy, ze dla kazdej
liczby rzeczywistej  przyjmuje warto$¢ zero. W tym przypadku funkcja f ma
nieskonczenie wiele miejsc zerowych. Kazda liczba rzeczywista jest miejscem zerowym
funkcji fWykres takiej funkcji liniowej pokrywa si¢ z prosta o rownaniu y = 0.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownania.

, zHl _ 205 _ 3

2 6 4

Przeksztalcamy rownanie rownowaznie. Najpierw mnozymy je obustronnie przez 12
6(x+1)—2(2z—5)=09.
Stosujemy prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania otrzymujemy:
6x+6 -4z +10=9
2z = -7
Rownanie ma jedno rozwigzanie & = —%.

. (3:—|—2)2=(93—2)(a:+2)




Przeksztalcamy rownanie rownowaznie, stosujac najpierw wzory skroconego mnozenia
2 4+ dr 4+ 4=z — 4.

Po zredukowaniu z? otrzymujemy réwnanie liniowe:

4o +4 = —4
4r = —8
T = —2.
Rownanie ma zatem jedno rozwigzanie z = —2.

e (z+3)(z—3)+2z=(z+1)
Przeksztalcamy rownanie rownowaznie, stosujac najpierw wzory skroconego mnozenia
22 -9+ 2z =122+ 2z + 1.
Po zredukowaniu z? i 2z otrzymujemy rowno$¢ sprzeczng
0ex =10.
A zatem roOwnanie nie ma rozwigzan.
e 322+ (z—D(z+1)+10 = 2z — 3)* + 12z
Przeksztalcamy rownanie rownowaznie, stosujac najpierw wzory skroconego mnozenia:
3z2 + 22 — 1+ 10 = 42> — 12z + 9 + 12z.
Po zredukowaniu otrzymujemy
Oex =0.

Rozwigzaniem rownania jest kazda liczba rzeczywista x.



Rozwigzywanie rownan liniowych

2x+8=0 2x+8 = 2x+6
x=-4 0=-2
X X
0ttt ——t—t—t
-4 0 0

Réwnanie oznaczone.

Rozwigzaniem rownania jest liczba -4.

Rownanie sprzeczne.

Brak rozwiazania w zbiorze liczb rzeczywistych,

2x+8 =2x+8
0=0

X
o

Réwnanie tozsamosciowe.

Rozwigzaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwigzania trzech rownan. Rownanie 2x +8 =0 jest
oznaczone, jego rozwigzaniem jest punkt lezgcy na osi liczbowej x =-4. Rbwnanie 2x +8
=2x +6 jest sprzeczne, nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych. Rbwnanie 2x +8
=2x +8 jest tozsamosciowe, jego rozwigzaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste.
Rozwigzania opisanych rownan zaznaczono na osi liczbowe;j.



https://zpe.gov.pl/a/Dc0pWsKrX

Nierownosc¢ liniowa

Przyktad 1

Ustalimy, w jakim przedziale funkcja liniowa f(z) = 2z — 4 przyjmuje warto$ci dodatnie.
W tym celu nalezy rozwigzac¢ nieréwnos¢ f(z) > 0, czyli wyznaczy¢ wszystkie wartosci
, dla ktorych 2z — 4 > 0.

Przeksztalcamy nierownos¢ rownowaznie

20 —4 >0
20 >4
T > 2.

Funkcja f(x) = 2z — 4 przyjmuje warto$ci dodatnie dla x nalezacych do przedzialu
(2, + 00).
Przyktad 2

Znajdziemy najwiekszg liczbe catkowita, dla ktorej funkcja f(z) = —3x + 5 przyjmuje
warto$¢ dodatnia.
Rozwigzujemy nieréwnos¢ f(z) > 0

—3z+5>0
-3z > —-5/:(-3).
a:<%
x<1%.

A zatem x = 1 jest najwieksza liczbg catkowit, dla ktorej funkcja f(z) = —3x + 5
przyjmuje wartosS¢ dodatnia.
Przyktad 3

. o . 2 2
Rozwigzemy nieréwnos¢ (z — 5)° > (z — 3)”.
Przeksztalcamy rownowaznie dang nier6wnos¢, stosujac wzory skroconego mnozenia

22 —10z +25 > 22— 62+ 9
4z > 16/ : (—4)

T < 4.




Rozwigzaniem nieréwnosci jest wiec kazda liczba rzeczywista nalezgca do przedziatu

(_007 4)-
Przyktad 4
Znajdziemy najmniejszg liczbe catkowitg x, ktéra speinia nieré6wnosc % — "”55 < %.

Przeksztalcamy rownowaznie dang nierownosc

L Y
10—-3(zx—5) <4z +7
10 —3x+ 15 <4x+7
—Te < =18/ : (=7)
T > =
a:>2%

A zatem x = 3 jest najmniejszg liczba catkowitg spetniajgca te nier6wnosc.

Rozwigzywanie nieréwnosci liniowych

2x+8<0 -2x+6 <0 2x+8 > 2x+6
x<-4 XxX>3 0>-2
-4 0 T T 6 L] L) 3 L) L) L) T 6 L) T L) ) —_—
x € (-c0,-4) x€<3 ,°) Rozwiazaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste.
2x+8 > 2x+10 2x+8 <2x+8 2x+8 <2x+8
0>2 0=<0 0<0
X X X
1t —t—tt e I B e e m e
0 0 0
Nieréwnosé sprzeczna. Rozwigzaniem s3 ystkie liczby rzeczywiste. Nieréwnosé sprzeczna.

Rozwigzaniem jest zbidr pusty. Rozwigzaniem jest zbi6r pusty.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwigzania szeSciu nierownosci. Rozwigzaniem
nierownosci 2x +8 <0 jest przedzial obustronnie otwarty od minus nieskonczonosci do
-4. Rozwigzaniem nieréwnosci -2x +6 mniejsze rowne O jest przedzial lewostronnie
domkniety od 3 do nieskonczonos$ci. Rozwigzaniem nierownosci 2x +8 > 2x +6 sg
wszystkie liczby rzeczywiste. Rozwigzaniem nieréwnosci 2x +8 wieksze réwne 2x +10 jest
zbior pusty, bo nierownosc¢ jest sprzeczna. Rozwigzaniem nieréwnosci 2x +8 mniejsze
rowne 2x +8 sg wszystkie liczby rzeczywiste. Rozwigzaniem nieréwnosci 2x +8 <2x +8 jest


https://zpe.gov.pl/a/D198XT24d

zbior pusty, bo nierownosc¢ jest sprzeczna. Rozwigzania opisanych nieréwnosci
zaznaczono na osi liczbowe;j.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D198XT24d


https://zpe.gov.pl/a/D198XT24d

Zadania

Cwiczenie 1

Liczba — 3 jest miejscem zerowym funkcji

() y=z-3
(] y=7z+21
(] y=2+3
(] y=2z -3



Cwiczenie 2

Odczytaj miejsca zerowe funkcji liniowych, ktérych fragmenty wykreséw prezentowane sg na
rysunkach.




w™

N

o

w

N

o



Cwiczenie 3

Wskaz miejsce zerowe funkcji f(z) = v/3z — 9.

O 3v3

Cwiczenie 4

Liczba (— 1) jest miejscem zerowym funkgcji f(x) = (m + 2)x — 3. Wdwczas

o O O O
3
I



Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkc;ji liniowej f.

Ay

[

2

Na podstawie rysunku mozna stwierdzi¢, ze

(] najmniejsza liczba catkowitg spetniajaca nieréwnos¢ f(z) < 0jest9
(] funkcja f nie ma miejsc zerowych

[ ] najwieksza liczba catkowita spetniajaca nieréwnos¢ f(z) > 0 jest 10



Cwiczenie 6

Rozwiazanie réwnania 5(2 — 3z) = 1 — 2(7x + 3) nalezy do przedziatu

) (~19, —2)
(] (0,15)
) (10, 20)

[:] (_77 _3)

Cwiczenie 7

Rozpatrzmy nieréwnos¢ (z — 4)(z 4 4) + 14z < (z + 7)°. Ktéra z podanych liczb spetnia te
nierébwnosc?

] -2
1
) 3—+17



Cwiczenie 8

Funkcja liniowa okreslona jest wzorem f(x) = —5z + 3. Miejscem zerowym tej funkcji jest
liczba

O -0,6

O -5

O 0,6

O 3
Cwiczenie 9

Liczba (—4) jest miejscem zerowym funkgcji f(x) = (m — 1)z + 8. Wtedy

o O O O
3
I



Cwiczenie 10

Rozwiazaniem réwnania 3(2 — ) = 5 — 4« jest liczba

O z=-3
O z=-1
O z=-4
O z=-2



Cwiczenie 11

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkc;ji liniowej f.

b

Funkcja f przyjmuje wartos$¢ ujemna dla

O z=-2
O z=-1
O z=-3
O z=-4



Cwiczenie 12

Rozwiazanie réwnania z(z + 5) = (z + 2)° nalezy do przedziatu

O (8,10)
O (3,6)
O (_57 - 2)

O (_17 2)

Cwiczenie 13

Najmniejsza liczba catkowita spetniajaca nieréwnosé (z — 6)(z + 6) > z(z — 12) to

O 6
O 4
O 12

O 5



Cwiczenie 14

Funkcja f(z) = —3x — 1 przyjmuje wartosci ujemne dla wszystkich z nalezacych do
przedziatu
1
O (-3, +)
1
O (3, +00)

Cwiczenie 15

Wskaz liczbe m, dla ktorej wykres funkcji liniowej f okreslonej wzorem f(z) = (m — 1)z + 4
przyjmuje wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy © < 2.

o O O O
3
I



Cwiczenie 16
Oblicz miejsce zerowe funkcji f okreslonej wzorem
a. f(z) =3z —4
b. f(z) = -4z +5
c. (@) = 1
d. f(z) = v2z + 6
Cwiczenie 17
Liczba v/5 jest miejscem zerowym funkcji f(z) = ax — 10. Oblicz a.

Cwiczenie 18

21_”” . Wyznacz najmniejszg liczbe catkowitg, ktora spetnia te

Rozwiaz nieréwnos$¢ -+ — 2 > =

nierownosc.
Cwiczenie 19

Rozwiaz nieréwnosé 3z(z + 1) + (z — 1) > (2z — 1)(2z + 1). Zaznacz zbiér jej rozwiazan
na osi liczbowe;.

Cwiczenie 20
Wykaz, ze liczba 212 jest rozwigzaniem réwnania 222 — 162 . ¢ — 410 = 87,
Cwiczenie 21

Wypisz wszystkie liczby catkowite, ktére spetniajg jednoczesénie nieréwnosci
r(z+2) < (z—2)% L4+ > 2




Cwiczenie 22

Potacz w pary nieréwnosci z ich rozwigzaniami.

2z —1 <3 T <2

4r — 5 >4 <1

6z —1<5 b 22
2

2

—z—1>14 33>2

3 4

Cwiczenie 23

Zaznacz na osi liczbowej zbidér wszystkich liczb spetniajacych jednoczes$nie nieréwnosci
(2 —1)* < (22 +5)%,4(3z + 1)* < 9(2z — 1)°.

Cwiczenie 24

Wypisz wszystkie nieujemne liczby catkowite, ktdre spetniaja jednoczes$nie nieréwnosci
(z+3)° < (z—4)% 9z + 7z < (3z +1)°.

Cwiczenie 25

Wykaz, ze nie istnieje liczba rzeczywista x, ktdra spetnia jednoczesénie nieréwnosci

3z(z —7) <22+ (z —5)°, &2 — L 5 9 1




Zadania generatorowe

Zadania generatorowe
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Cwiczenie 3




Uktad dwoch rownan liniowych

Analizujac wykresy dwoch funkciji liniowych, zaznaczone w tym samym uktadzie
wspotrzednych, mozemy stwierdzi¢, czy wykresy te majg punkty wspolne.

Przyktad 1

Rysunek przedstawia wykresy funkcji f(z) = 3z — 11 g(z) = = + 1.
Z rysunku odczytamy, ze wykresy funkcji przecinajg sie w punkcie (1, 2).

Obliczajgc wartos¢ kazdej z funkcji dla argumentu 1, stwierdzamy, ze
f(1)=3-1-1=2,
a takze
g(1)=1+1=2.

Wykresy funkcji fi g nie sg prostymi rownolegtymi. Punkt (1, 2) jestich jedynym
punktem wspolnym.

Nie zawsze jednak mozna z rysunku doktadnie odczyta¢ wspotrzedne punktu przeciecia
wykresow dwoch funkciji liniowych.

Przyktad 2

Rysunek przedstawia wykresy funkcji f(xz) = 4= — 9i g(z) = —3z + 2.




g(z) = flr)=4x -9
14
' 0
7 6 5 -4 -3 -2 -1 |o\1 3 4 5 6
_1-
_2-
_3-
_4-

Przyktad 3
Rozwigzemy uktad rownan
{2;13 —y=-4
x+2y=3
e [ sposob
Wyznaczymy z drugiego rownania niewiadoma x
=3 —2y.

Nastepnie wykorzystujemy otrzymany zwiazek w pierwszym rownaniu, skad
otrzymujemy

20 (3—2y)—y= -4
6 —4y—y=—4
—4y—y=-4-6
-5y = —10
y=2
Wobec tego
r=3—2e2=—-1

Rozwigzaniem danego uktadu jest wiec paraliczb x = —1 oraz y = 2.



o Il sposob

Rozwigzemy dany uktad metoda graficzna.
Wyznaczymy y z kazdego rownania uktadu

Proste orownaniach y = 2z +4i y = —%w + % nie sa rownolegte, wigc przecinaja si¢
w jednym punkcie.
Rysunek przedstawia obie te proste w ukladzie wspotrzednych.

b

Odczytujemy z rysunku, Ze te proste przecinaja sie w punkcie (—1, 2).
Wobec tego uklad rownan

20 —y = —4
x+2y=3

ma jedno rozwigzanie, pare liczb z = —1 oraz y = 2.
Przyktad 4

Rozwigzemy uklad rownan

4r —y= —5
3z = —6



e [ sposob

Z drugiego rownania natychmiast wynika, ze £ = —2. Po wstawieniu otrzymanej
wartosci ¢ do pierwszego réwnania otrzymujemy y = —8 + 5, skad y = —3.
Paraz = —2iy = —3 jest wigc jedynym rozwigzaniem danego uktadu.

o II sposob

Rozwigzemy dany uktad metodg graficzna.
Z pierwszego rownania wyznaczamy y, ale w drugim réwnaniu ta niewiadoma nie

wystepuje.
Zapisujemy wiec drugie rownanie w postaci ¢ = —2.
y=4x +5
T=—2
Zauwazmy, ze rownanie * = —2 opisuje zbior wszystkich takich punktow, ktorych

pierwsza wspoirzedna jest rowna — 2.

Jest to wigc réwnanie prostej rownoleglejdo osi Oy, przecinajacej o$ Ox w punkcie
(0, —2).

Rysunek przedstawia proste o rownaniach y = 4x + 5 i x = —2 w ukladzie
wspotrzednych.

3r = —6

-21
(_2a _3) =37
Odczytujemy z niego, ze te proste przecinaja sie w punkcie —2, — 3).

Oznacza to, ze uklad réwnan

4r —y= —5
3z = —6



ma jedno rozwigzanie, pare liczb x = —2 oraz y = —3.

Przyktad 5

4 — 6y = 10

6z + 9y = 15 poniewaz dla

Parax = 11i y = —1 jest rozwigzaniem uktadu rownan {
r=1iy=—1jest
dr=6y=4e1—6e(—1)=4+6=10
oraz
—6z+9y=—-6e1+9e(—1)=—-6—9=—15.

Nie jest to jedyne rozwigzanie tego ukladu, co stwierdzimy, wyznaczajac y z kazdego
z rownan ukladu

Oba rownania opisujg t¢ sama prosta, a zatem uktad ten ma nieskonczenie wiele

rozwiazan. Jest nim kazda para liczb rzeczywistych z i y, ktora speinia rownanie

_ 2 5

Rysunek przedstawia prostg o rOwnaniu y = %:c — %

kv

54

41

12

Przyktad 6



Pokazemy, ze uktad

6z + 15y = 30
14z + 35y = 140

nie ma rozwiazan.
Wyznaczamy y z kazdego z rownan uktadu

15y = —6z + 30
35y = —14z + 140

y=—§m+2
y:—%w—l—ll'

Proste o rownaniachy = — 2z + 2iy = — 2 + 4 sgrownolegle i rozne, wiec dany
uktad nie ma rozwigzan.
Rysunek przedstawia obie te proste w ukladzie wspotrzednych.

kv

14z + 35y = 140

6z + 15y = 30




Uktady dwoch rownan liniowych
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje interpretacj¢ geometryczng czterech réznych ukltadow rownan
liniowych. Uklad pierwszy ztozony z rownan 2x +2y =2 i 2x minus y =-4, na wykresie

w postaci dwoch prostych y = minus x +11y =2x +4, ktore przecinaja si¢ w jednym punkcie
o wspolrzednych (-1, 2). Uklad jest oznaczony i ma doktadnie jedno rozwigzanie. Uklad
drugi ztozony z rownan -4x +2y =2 i 6x -3y =-3, na wykresie w postaci dwoch
pokrywajacych sie prostych y =2x +1. Uklad jest nieoznaczony, ma nieskonczenie wiele
rozwigzan. Rozwigzaniem ukltadu sg wszystkie punkty lezgce na prostej. Uktad trzeci
ztozony z rownan -6x +3y =9 i 4x -2y =2, na wykresie w postaci dwoch prostych
rownolegtych y =2x +3 i y =2x -1. Uklad jest sprzeczny, brak rozwigzan i brak punktow
wspolnych. Uktad czwarty ztozony z rownan 0x +Oy =0 i Ox +0y =0. Rozwigzaniem uktadu sa
wszystkie punkty lezgce na plaszczyznie uktadu wspotrzednych.



https://zpe.gov.pl/a/D1EPEzARa

Uktad rownan liniowych

Rozpatrzmy uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi z i y

a1z + by = ¢
asx + byy = ¢y’

gdzie aq, by, c1, a2, ay i by s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi, przy czym pary liczb: a; i by
oraz as i b nie s3 réwnocze$nie réwne zero.

Rozwigzaniem uktadu dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi jest kazda para
(z, y) takich liczb z i y, ktéra spetnia kazde z rownan uktadu.

Na podstawie spostrzezen poczynionych w przyktadach oméwionych powyzejzauwazmy,
ze uklad rownan liniowych

a1z + by = ¢
asx + byy = ¢y’

» ma doktadnie jedno rozwigzanie, gdy proste o rownaniach
ax+biy—cy =0
oraz
asx +byy —co =0

nie sg rownolegte. Jest tak wtedy i tyko wtedy , gdy wspotczynniki przy x i y nie sg
proporcjonalne, to znaczy, gdy

ai1by — ash; # 0
» ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy proste o rownaniach
ax+biy—c =0
oraz
asx +byy —co =0
pokrywaja si¢, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy

a1b2 - a2b1 =0

aicy —asec; =0



b102 — b261 =0

e nie marozwigzan, gdy proste o rownaniach a;x + byy —c; =0

asx + by —co =0
sa rownolegte i rozne, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
aibs —asb; =0
oraz zachodzi cho¢ jeden z warunkow
ai1cy — asc; # 0
lub
bica — bycy # 0
Przyktad 1

Rozwigzemy uktad rownan

3z +2y=—1
T+ o5y =4

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie 3e 5 — 1 @ 2 = 13 # 0, wiec uklad ma jedno
rozwigzanie.

W rozwigzaniu zastosujemy metode podstawiania.

W tym celu wyznaczymy z z drugiego rownania.

3z +2y=—1
xr=4—5y

3e(4—-by) +2y=-1
x=4—->5y

{12— 15y + 2y = —1

x=4—->5y
—13y = —13
x=4-—5y




A zatem rozwigzaniem danego ukltadu jest paraliczbx = —11i y = 1. Jest to jedyne
rozwigzanie tego uktadu.

Przyktad 2

Rozwigzemy uklad rownan

Tr+5y=1
3r — 2y = —12

Zauwazmy, ze w powyzszym przyktadzie
Te(—2)—5e3=—-29+#0,

wiec uklad ma jedno rozwigzanie.
W rozwigzaniu zastosujemy metode przeciwnych wspotczynnikow.
Pomnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 2, a drugiego przez 5.

14z + 10y = 2
15z — 10y = —60

Wynika stad, ze
29z = —58,

czyliz = —2.
Wstawiajac te wartos$¢ do pierwszego rownania uktadu, otrzymujemy

7Te(—2)+5y=1,

skad y = 3.
Wobec tego rozwigzaniem danego uktadu jest paraliczb x = —2 iy = 3. Jest to jedyne
rozwigzanie tego ukladu.



Zadania

Cwiczenie 1

W punkcie (1, 3) przecinaja sie wykresy funkcji

O h(z)=2z+1lik(z)=—z+4
O Uz)=3zim(z) =3z +2

O flx)=1lig(z) =z +2

Cwiczenie 2

Proste o rownaniach2z — 3y =0iz+y =5

() saréwnolegteirozne

() maja doktadnie jeden punkt wspdlny

() pokrywaja sie

Cwiczenie 3

Wykresy funkcji f(x) = —3x — 6, g(x) = ax + 4i h(z) = bz + b maja punkt wspdlny
lezacy na osi Ox. Wynika z tego, ze

() a=-2

O b=10

() wykresy funkcji g i h pokrywaja sie




Cwiczenie 4

Dane sa punkty A = (0,2), B= (1, — 1), C = (-3,5), D = (—2, — 2) oraz funkcje
okreslone wzorami f(z) = —3z + 2, g(z) =2z + 2, h(z) = —z + 2, k(z) = -3z + 3.
Woéwczas

na wykresie funkcji k lezg punkty Bi C
na wykresie funkcji h lezg punkty Bi D

A jest punktem wspdlnym wykresow funkcji f, gi h

O o o o

na wykresie funkcji g leza punkty C'i D



Cwiczenie 5

Potacz w pary uktady réwnan z ich rozwigzaniami.

T=09,y=—2
2

r=4, y=——
Y= 73

uktad réwnan nie posiada rozwigzan

uktad réwnan posiada nieskonczenie
wiele rozwigzan

x+y=2
r—y=4
T—y=
r—y=4
20 — 2y = 2
T—yY=
2z — 3y =10
20+ 3y =16
2z — 3y =10
2z + 3y =14

2x = 10
2r + 3y =4



Cwiczenie 6

Rysunki przedstawiajg interpretacje geometryczng uktadéow réwnan. Przyporzadkuj uktady
rownan odpowiednim rysunkom.

! z—2y=1
|2z +4y =4

1 x+2y=3
|3z —y=2
m JEHy=1
20 —y =2







kv

Cwiczenie 7

2z +y=—3
ax +by =6

Dany jest uktad réwnan { z niewiadomymi x i y . Wowczas

dlaa = 2ib = 1 uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan

dlaa = —4ib = —2 ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan

O o O

dlaa = 1ib = 2 uktad nie ma rozwigzan

(] dlaa =1ib= 1 uktad ma jedno rozwiazanie

Cwiczenie 8

ax+y=>5

nie ma rozwigzan.
6 —2y=-c

Wyznacz wszystkie wartosci a i ¢, dla ktérych uktad rownan {

Cwiczenie 9

Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych rozwigzaniem uktadu rownan

{;x__y;/ ng 4 jest para liczb (z,y), takichzexz > 0iy > 0.



Cwiczenie 10

Wykresy funkcji f(x) = —2x + 4ig(x) = = + 7 przecinaja sie w punkcie

O (2,0)

O (_1’6)

O (0,4)

O 1,8



Cwiczenie 11

Wskaz uktad réwnan, ktérego geometryczna interpretacja przedstawiona jest na rysunku.




Cwiczenie 12

=5
Rozwigzaniem uktadu réwnan Ty jest para liczb
3z +2y=3

(O z=-6iy=11
O z=-8iy=13
O z=2iy=3

O z=-Tiy=12

Cwiczenie 13

Wskaz uktad réwnan, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

O {gaj——l—y?;iﬁ
i
O (it tor—ss
O {w+y—0

Yy



Cwiczenie 14

T+y=—2

20 _ 3y — 015t para liczb (, ), takich ze

Rozwigzaniem uktadu réwnan {

x>0iy<0

z<0iy>0

o O O

z>0iy>0

O z<0iy<o0

Cwiczenie 15

x+ by =-2

jest paraliczb x = 1iy = 1. Wynika stad, ze
ax —4y =3

Rozwigzaniem uktadu réwnan {

) a=Tib=-1
() a=-1ib=-3
() a=T7ib=-3
O a=-1lib=-1



Cwiczenie 16

Rozwigzaniem uktadu réwnan {ifm+—|—235/y::1—3 jest para liczb (z, y), takich ze
O z4+y=-2
O z4+y=-9
O z+y=0.
O z+y=-5
Cwiczenie 17
Uktad réwnan {14:1; —2ly=063 z niewiadomymi z i y ma nieskonczenie wiele rozwigzan,
ax + 6y = —18

jedli

o o O O
[
|



Cwiczenie 18
Wyznacz wspotrzedne punktu, w ktérym przecinaja sie wykresy funkcji fi g.
a. f(z) = -4z, g(z) =z + 10
b. f(x) =2z —5,9(x) =« — 6
c. f(z) = —x+4,9(x) =3z —8
d. f(z) = %93 — %,g(w) = %a: — %
Cwiczenie 19

Ktory uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie?

z+2y=1
U {:c+ =1
y_

x+y—1
T+yY=—

O

O

211z + 119y = 37

m+y—0
—Yy=

O

{119:c + 211y = —73



Cwiczenie 20

Rozwigz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
4dr = —8
a.
z+2y=4

b 20 —y =3
|17y =51

. zT+y=-3

N2z +y=-1
d 2 +y=3

|2z - 3y=-9

Cwiczenie 21
Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

20 +y =2
3z -2y = —4

20 + 3y = —

b.
dx + Ty = —

20 + 3y = —

{
C{5x+6y——
{

3z +4y =1

d 4z + by = 2



Cwiczenie 22
Rozwigz uktad réownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

95z — b7y = 38
" | —60z + 36y = —24

119z — 34y = 68
"\ —35z + 10y = —25

. (032 —03y=03
"1 =2,52 + 2,5y = 0

Cwiczenie 23

ax —y=2>=5

ieskon .
2% 1+ 3y — _15 Mma nieskonczenie

Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych uktad réwnan {

wiele rozwigzan.

Cwiczenie 24

de — 2y =17

nie ma rozwiazan.
3z + by = 10 2

Rozstrzygnij, czy istnieje liczba b taka, ze uktad réwnan {

Cwiczenie 25

. L. , . . , Lz +2y=c
Wyznacz wszystkie wartosci ¢, dla ktorych rozwigzaniem uktadu réwnan y
3z +Ty=2c—1

jest para liczb (z,y), takichzez < 0iy < 0.

Cwiczenie 26

3y =
Wyznacz wszystkie wartosci m i k, dla ktérych uktad rownan TSy =m ma
kx — 12y = —8

nieskonczenie wiele rozwigzan.



Cwiczenie 27

Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych rozwigzaniem uktadu réwnan
{5:)3 —2y=m—3

z+3y—=2m—3 jest doktadnie jedna para liczb (z, y), spetniajaca warunek y = z + 1.



Zadania generatorowe

Zadania generatorowe
| Cwiczenie 1

| Cwiczenie 2



Przyktady zastosowania funkgji liniowej. Czesc |

W zadaniach tekstowych opisywane sg zaleznosci miedzy wielko$ciami niewiadomymi.
Analiza tych zaleznoSci powinna doprowadzi¢ do zapisania zwigzkoéw miedzy tymi
wielkoSciami w postaci rownania, nieréwnosci, uktadu rownan badz uktadu nieréwnosci.
Zadanie uwaza si¢ za rozwigzane, kiedy wyznaczymy wszystkie wartosci niewiadomych,
spelniajgce warunki zadania.

W ponizszych przyktadach bedziemy rozwigzywac zadania tekstowe za pomocg rownan,
nierownosci oraz ukltadow rownan liniowych.

Przyktad 1

Znajdziemy trzy takie liczby, ktorych suma jest rowna 85. Pierwsza z tych liczb jest o 7
wieksza od drugieji jest jednoczes$nie dwa razy mniejsza od trzecie;j.

Jezeli pierwszg z tych liczb oznaczymy przez z, to z treSci zadania wynika, ze druga jest
rowna x — 7, a trzecia jest rowna 2z. Poniewaz suma tych trzech liczb jest rowna 85,
zatem otrzymujemy rOwnanie

x4+ —7+4 2z = 85.
Rozwigzujemy rownanie, przeksztatcajac je rOownowaznie
x+x+2x=85+7
4 = 92
T = 23.
Pierwsza z tych liczb to 23, druga to 16, a trzecia to 46.

Przyktad 2

Uczniowie rozwigzywali zadanie, za ktore mozna byto otrzymac 0, 1 lub 2 punkty. Po
ukonczeniu pracy okazato sie, ze % uczniow otrzymato 2 punkty, 25 % pozostatych
otrzymato za rozwigzanie zadania 1 punkt, a 9 uczniow otrzymato 0 punktow. Obliczmy,
ilu ucznioéw rozwigzywato zadanie.

Oznaczmy przez x liczbe uczniow rozwigzujgcych zadanie. Wtedy %:c to liczba ucznidw,
ktorzy uzyskali za zadanie 2 punkty, a 25 % (:c — %zr:) to liczba uczniow, ktorzy uzyskali 1
punkt.

Otrzymujemy rownanie

%334—25%-%3:4—9:33.




Obliczmy niewiadoma z
rT— 5T — - %:c =9
122 — 8z —x =9-12
3z = 108
z = 36.

Zatem zadanie rozwigzywato 36 uczniow.

22 036 =24
125%+ 012 =3
36—24—3=9
Przyktad 3

W jakiej odlegtosci od Piotrkowa nastapito
spotkanie samochodow?

PIOTRKOW j =
&
3
g
3
B
3
3
3
g
1
[
XL
A
3

® 30 km o : Suma diugogci :
- veh drég to 54 .,
o), Spotkanie nastapito 4 o X+ = .9 .
247 30 kilometrow 2 2 [ X =5g
od Piotrkowa. e 4x + 5x = 433
" x= 48
e )

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwigzania zadania.

Droga z Piotrkowa do Lodzi ma 54 km dtugosci. O godz. 7% wyjechaly ta droga
naprzeciw siebie dwa samochody: z Piotrkowa - samochdd osobowy, a z Lodzi -
samochdd ciezarowy. Samochody te minety sie o godzinie 72, W jakiej odlegtosci od
Piotrkowa nastapilo spotkanie tych pojazdow, jezeli srednia predkos¢ samochodu
osobowego byta w tym czasie o 25 % wieksza niz $rednia predko$¢ samochodu
ciezarowego?


https://zpe.gov.pl/a/DBiK1xSmv

Oznaczmy przez x Srednig predkos¢ samochodu ciezarowego. Wtedy Srednia predkosc
samochodu osobowego byta rowna 125% . Do momentu spotkania kazdy z pojazdow
jechal przez pot godziny, czyli samochod ciezarowy przejechat %x km, a samochdd
osobowy pokonat droge dlugosci % . % x km. Suma dlugosci tych droég jest rowna 54 km,

a zatem
%w + % . %az = 54,
Stad
4z + bx = 432
9z = 432
x = 48.

Samochod ciezarowy przejechat 24 km, czyli spotkanie nastgpito w odlegtosci 30 km od
Piotrkowa.

Przyktad 4

Wyznaczymy wszystkie pary roznych liczb catkowitych, ktorych suma jest rowna 130,
a wieksza z nich jest mniejsza od 68.

Oznaczmy mniejsza z liczb przez xz. Wtedy wigksza z nich, ktora jest rowna 130 — z,
speinia dwa warunki

130 —x > xi 130 — = < 68.

Wynika z tego, ze

2z < 130iz > 130 — 68,

czyli

x <65ix > 62.

Stad z = 63 lub = 64. Zatem sg dwie pary liczb catkowitych spetniajacych warunki
zadania 631 67 oraz 641 66.



Przyktady zastosowania funkcji liniowej. Czes¢ Il

Przyktad 1

Wskazowki na tarczy zegara pokazuja godzine 12%°, Obliczmy, za ile minut obie
wskazowki zegara utworza kat 90°.

a. poraz pierwszy
b. po raz drugi

Ruch po okregu opisujemy za pomocg predkosci katowej. Dla zegara prawidtowo
odmierzajacego czas predkos¢ wskazowki godzinowej to 30 stopni na godzine (30° /h),

a wskazéwki minutowej to 360 stopni na godzine (360° /h).

Oznaczmy przez x czas (w godzinach), po ktorym wskazowki po raz pierwszy od godziny
12% utworzyty kat 90°. Zauwazmy, ze kat, zakreslony przez wskazéwke minutow3 jest o
90° wiekszy niz kat zakreslony przez wskazéwke godzinowa. Wobec tego

302 4+ 90 = 360x
330z = 90
T = %h = 1—31h = ﬁiomin.

A zatem po raz pierwszy wskazowki utworza kat 90° po uptywie 16% minut.




Oznaczmy przez y czas (w godzinach), po ktorym wskazowki po raz drugi od godziny
12% utworzyty kat 90°. Zauwazmy, ze kat, zakreslony przez wskazéwke minutow3 jest o
270" wigkszy, niz kat zakreslony przez wskazéwke godzinowg. Wobec tego

30z + 270 = 360y

330y = 270

_ 200 p _ 9 p _ 540
Yy = 53gh = i7h = 37 min.

Stad wniosek, ze wskazowki po raz drugi utworza kat 90° po upltywie 49% minuty.

~ ..
- -
“ o

Przyktad 2

Na szkolng akademie z okazji Swieta Niepodlegtosci przyszto 520 ucznioéw. Mozna byto
usigs¢ na krzesle lub w czteroosobowejtawce. Uczniowie zajeli w sumie 164 krzesta

i fawki. Uczniow, ktorzy zajeli miejsca siedzace byto 7 razy wiecej niz pozostatych.
Ustalimy, ile krzeset byto zajetych.

Obliczymy najpierw, ilu ucznioéw zajeto miejsca siedzace. Z tresci zadania wynika, ze byto
to = - 520, czyli 455 0séb.

Oznaczmy przez x liczbe zajetych krzesetl, a przez y - liczbe zajetych tawek.

Wowczas

x+y =164
x + 4y = 455’

skad



z=164—y
(164 — y) + 4y = 455

x=164 —y

—y + 4y = 455 — 164
=164 -y
3y = 291
r=164—y
y=97
x =164 — 97
y =97 '

Wobec tego x = 67, czyli podczas akademii byto zajetych 67 krzeset. .

Przyktad 3

Dwie maszyny ttoczg detale tego samego typu. W poniedziatek pierwsza maszyna
pracowata 10 godzin, a druga 8 godzin i razem maszyny wyprodukowaty 1940 detali. We
wtorek pierwsza maszyna pracowala 3 godziny, a druga 5 godzin i razem wyprodukowaty
894 takie detale. Ustalimy, ile godzin potrzebuje oddzielnie kazda z maszyn, aby
wyprodukowac 5880 detali.

Oznaczmy:

x - liczba detali produkowanych przez pierwszg maszyne w ciggu godziny,

y - liczba detali produkowanych przez drugg maszyne w ciggu godziny.

Otrzymujemy uktad rownan

{1095 + 8y = 1940

3z + by = 894
Zatem
{5093 + 40y = 9700
—24x — 40y = —7152’
skad
26 = 2548.
Czyli
=98,y = 120.

Stad wniosek, ze pierwsza maszyna wykona 5880 detali w ciggu 60 godzin, a druga -
w ciagu 49 godzin.



Przyktad 4

iz > \ 2
72 4 Obliczymy o ile wiecej procent uzyto 20% roztworu niz 15%.

X = 150%y =y + 50%y

Odlane z Odi
';:;erwsz [} dru;::;;: :1!: iy T
CzZynia naczynia S
ilosé roztwory X y
ilos¢ soli —
20%x 15%y 20%x + 15%y = 18%(x + y)
20%x + 15%y = 18°/o(x +vy)
0,2x + 0,15y = 0,18x + 0,18y

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwigzania zadania.

W pierwszym naczyniu znajduje si¢ dwudziestoprocentowy roztwor wodny soli,

w drugim - roztwor wodny soli o stezeniu 15 %. Do trzeciego, poczatkowo pustego
naczynia, przelano pewng ilo$¢ litréw pierwszego roztworu, po czym dolano tyle litrow
roztworu z drugiego naczynia, ze w trzecim naczyniu otrzymano roztwor o stezeniu
18 %. W ten sposob do trzeciego naczynia przelano z pierwszego o k% wiecej roztworu
niz z drugiego naczynia.

Obliczymy k.

Opis wszystkich wielkosci ujetych w zadaniu prezentujemy w ponizszej tabeli.

llos¢
roztworu

[los¢ soli

Odlane

z pierwszego

naczynia

20%x

Rozwigzujemy rownanie

Tabela 02

Odlane
z drugiego
naczynia

15%y

Razem w trzecim naczyniu

Tr+y

20%x + 15%y = 18 %(z + y)


https://zpe.gov.pl/a/D1FWOJHPh

20%x + 15%y = 18 %(x + y)
20z + 15y = 18x + 18y
2z = 3y.
Stadz = 2y, a zatem = = 150 %y = y + 50 %y, co znaczy, ze k = 50.

Przyktad 5

Gdy Ola byta
w wieku Alj Teraz Gdy Ala bedzie
W -
wiek Alj _2_ koo o)
3"I y=12 X = _4_\;
- - 3
wiek Oli ¥ o iv T s
' 3 5?
wiek ojca Olj 52.,,:3_1‘,_5‘,:_1_9 1 15
3 3 3“' ""Y"S-Y'—"E-lf 3x = gy
52 - y — -J;gv
3 y=12
x=2, =4
=3Y B x=16

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwigzania zadania.

Ala spytatla starszg kolezanke Ole: ,Ile masz lat, Olu?”. Ola odpowiedziata: ,,Gdy ty bedziesz
w moim wieku, mdj ojciec bedzie od ciebie 3 razy starszy. Gdy ja bylam w twoim wieku,
mieliSmy razem z moim ojcem 52 lata, a twdj wiek stanowit dwie trzecie mojego.”
Obliczymy, ile lat ma Ola.

Oznaczmy:

o y - aktualny wiek Ali,
o x - aktualny wiek Oli.

W ponizszej tabelce opisujemy fakty podane w tresci zadania.
Tabela 03

gdy Ola byta teraz gdy Ala bedzie
w wieku Ali w wieku Oli


https://zpe.gov.pl/a/D1FWOJHPh

wiek Ali Y Y z
wiek Oli Y T
wiek ojca Oli 92 —y 3z

Zauwazmy, ze Yy — %y =z —y,czyliz = %y.
Ponownie wypetniamy tabelke.

Tabela 04
gdy Ola byta teraz gdy Ala bedzie
w wieku Ali w wieku Oli
wiek Ali %y Y T = %y
wiek Oli Y T = %y %y
wiek ojca Oli 52—y:%y—%y:%y 4y—%y:%y 3x =4y

Mamy w tabelce komorke z rownaniem 52 — y = %y, skad y = 12. To znaczy, ze x = 16,
czyli Ola ma 16 lat.

Przyktad 6

Znajdziemy wszystkie liczby czterocyfrowe, ktore po skresleniu ostatniej cyfry
zmniejszajg si¢ o 1269.
Oznaczmy:

o z cyfrajednosci szukanejliczby czterocyfrowe;j,
o yliczba trzycyfrowa, ktora powstaje po skresleniu ostatniej cyfry szukanejliczby
czterocyfrowe;.

Wtedy liczba czterocyfrowa to 10y + x.
Zapisujemy rownanie

10y + =z =y + 1269,
skad

9y + = = 1269.



Zauwazmy, ze:

e liczba z moze przyjmowac jedng z wartosci: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
o liczba 1269 - z jest podzielna przez 9.

Poniewaz 1269 = 9 e 141, x to mozliwe
z=0x=9

o x =0,y = 141 szukang liczbg czterocyfrow 1410.
e x =9,y = 140, szukang liczbg czterocyfrowa 1409.

Przyktad 7

Ustalimy, ile jest liczb trzycyfrowych, ktore majg nastepujgca wiasnos¢: jezeli pomiedzy
cyfre jednosci a cyfre dziesigtek tejliczby wpiszemy znak mnozenia, to po wykonaniu
mnozenia otrzymamy liczbe o 35 mniejszg od danejliczby trzycyfrowe;j.

Dla szukanejliczby trzycyfrowej wprowadzamy nastepujgce oznaczenia:

e z cyfrajednosci,
e yliczba dwucyfrowa otrzymana po skresleniu cyfry jednosci.

Wtedy dana liczba trzycyfrowa to 10y + z, a iloczyn, o ktorym mowa w tresci zadania to

Y- .
Otrzymujemy rOwnanie

10y + =z = xy + 35,
skad

10y +x —xy =35

y(10 — z) + = = 35.

Jezeli teraz od obu stron rownania odejmiemy 10, to lewg strone bedziemy mogli zapisac
w postaci iloczynu dwoch liczb catkowitych.

y(10 —z)x +z — 10 =35 — 10
y(10 —z) — (10 —z) = 25
(y — 1)(10 — z) = 25.

Poniewaz liczba y jest dwucyfrowa, to liczba y — 1 jest dodatnia, a skoro iloczyn

(y — 1)(10 — z) jest rowny 25, to liczba 10 — x jest rowniez dodatnia. Obie liczby y — 1 i
10 — z sg zatem catkowitymi i dodatnimi dzielnikami liczby 25.

Zauwazmy, ze liczba x moze przyjmowac jedng z wartosci: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Liczba 10 — z jest dzielnikiem liczby 25 w dwoch przypadkach:



a.x =5, wtedyl0 —z =5orazy — 1 = % =5,
b.z =9, wtedy10 —xz = 1orazy — 1 = 25.

W pierwszym przypadku liczba y nie jest dwucyfrowa (y = 6), czyli warunki zadania nie
sg spetnione.

W drugim przypadku y = 26, skad wniosek, ze jedyng liczbg trzycyfrowg o zadanych
wlasnos$ciach jest 269.



Zadania. Czesc |

Cwiczenie 1

W koszyku znajduja sie owoce: jabtka, gruszki i brzoskwinie, razem jest ich 18. Brzoskwin jest
dwa razy mniej niz jabtek, ale o dwie wiecej niz gruszek. Oblicz, ile jest w tym koszyku kazdego
rodzaju owocow.

Cwiczenie 2

Magda brata udziat w szkolnej akcji ,Gora ztota”. Przekazata na ten cel 135 monet, wsréd
ktérych byty tylko monety jednogroszowe, dwugroszowe i pieciogroszowe. Przy czym monet
jednogroszowych byto dwa razy mniej niz dwugroszowych. Cata kwota przekazana w ten
sposob przez dziewczynke to 2 21 65 gr. lle monet pieciogroszowych zebrata Magda?

Cwiczenie 3

Pewna liczba dwucyfrowa ma nastepujace wtasnosci

o cyfra dziesigtek tej liczby jest o 1 wieksza od cyfry jednosci,

o jezeli te liczbe podzielimy przez sume jej cyfr, to w wyniku otrzymamy 6 i reszte 1.

Jaka jest suma cyfr tej liczby?

Cwiczenie 4

Testowana jest nowa, automatyczna linia technologiczna do produkcji pewnego detalu.
Automaty, ktére sg do niej wigczone, moga pracowac na dwéch réznych poziomach
wydajnosci.

Uruchomiono 48 automatéw, ktore, pracujgc na pierwszym poziomie wydajnosci, miaty przez
21 godzin wyprodukowac ustalong partie detali. Po 9 godzinach 3 automaty wytaczono,

a pozostate przetaczono na drugi poziom wydajnosci, zwiekszajac ja w ten sposéb o 28 %.

Po ilu godzinach pracy przy zwiekszonej wydajnosci wyprodukowano ustalong partie detali?



Cwiczenie 5

Suma jedenastu kolejnych liczb naturalnych jest réwna 176. Ktéra z tych liczb jest najwieksza?

Cwiczenie 6

Szkolne koto sportowe zorganizowato konkursowe zawody w rzutach do kosza z odlegtosci
7,5 metra. Kazdy zawodnik oddawat 10 rzutéw. Za celny rzut przyznawano 8 punktéw, a za
kazdy rzut niecelny odbierano 3 punkty. Czy mozna byto w ten sposéb uzyskaé

a. 47 punktoéw,

b. 63 punkty?

Cwiczenie 7

Zmieszano 3 kg cukierkéw czekoladowych i 5 kg cukierkéw toffi. Za kilogram mieszanki
trzeba zaptacic 9,50 zt. Gdyby zmiesza¢ 5 kg takich cukierkéw czekoladowych i 3 kg
cukierkow toffi, to jeden kilogram mieszanki kosztowatby 10,50 z4.

lle kosztuje kilogram mieszanki otrzymanej z 3 kg cukierkdéw czekoladowych i 2 kg cukierkéw
toffi?

Cwiczenie 8

Na tarczy zegara wskazéwki minutowa i godzinowa

() w ciagu doby tworza kat prosty (tak jest np. o godzinie 9.00) 24 razy

() w ciagu doby tworza kat pétpetny (tak jest np. o godzinie 6.00) 12 razy

() w ciagu doby spotykaja sie (tak jest np. o godzinie 12.00) 22 razy

Cwiczenie 9

Zapis dziesietny pierwszej liczby szeSciocyfrowej zaczyna sie z lewej strony cyfrg 4. Jezeli te
cyfre przestawimy na ostatnie miejsce zapisu dziesietnego, to otrzymamy druga liczbe
szesciocyfrowa, ktéra jest cztery razy mniejsza od pierwszej liczby. Znajdz te liczby.



Cwiczenie 10

Mateusz moéwi do Piotra: ,Mam 3 razy wiecej lat niz ty miates, kiedy ja miatem tyle lat, ile ty
masz teraz. Kiedy osiggniesz méj wiek, bedziemy mieli tgcznie 112 lat. lle lat ma obecnie
Mateusz, a ile Piotr?

Cwiczenie 11

Matgosia ma zbidr 434 znaczkdw pocztowych. W tym zbiorze jest 6 razy wiecej znaczkow
polskich niz zagranicznych. lle znaczkéw zagranicznych ma Matgosia?

Cwiczenie 12

Suma trzech liczb jest réwna 90. Znajdz te liczby, jezeli druga jest 2 razy wieksza od pierwsze;j,
ale o 5 mniejsza od trzeciej.



Zadania. Czesc¢ Il

Cwiczenie 1

Cztery liczby catkowite pozostajg w stosunku 5:7:11:26. Suma dwdch skrajnych liczb jest

rowna 713. Jakie to liczby?

Cwiczenie 2

Suma siedemnastu kolejnych liczb naturalnych jest réwna 544. Znajdz dziewiatg z tych liczb.

Cwiczenie 3

Z miejscowosci A i B oddalonych od siebie 0 90 km wyjechali w tym samym momencie
naprzeciw siebie dwaj rowerzysci. Rowerzysta jadacy z A do B jechat ze $rednig predkoscia o
25 % wieksza niz $rednia predkos¢ drugiego rowerzysty. Po dwéch godzinach jazdy rowerzysci

spotkali sie w miejscowosci C. O ile kilometrow oddalone s3 od siebie miejscowosci A i C?

Cwiczenie 4

Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest rowna 11. Po zamianie cyfr miejscami otrzymujemy
liczbe wiekszg od danej. Znajdz wszystkie liczby dwucyfrowe o tej wtasnosci.

Cwiczenie 5

W sobote 0 9°° grupa znajomych wyjechata na wycieczke rowerowa z Piotrkowa do
Inowtodza. Mieli do pokonania 54 km. Jeden z uczestnikow spdznit sie i z miejsca zbiorki
wyjechat 0 9%°. Z jaka $rednia predkoscia musi jechac ten spdznialski, zeby dogoni¢ grupe
zanim dojedzie do Inowtodza, jesli grupa jedzie ze $rednia predkoscia 18 km /h?

Cwiczenie 6

Cyfra dziesigtek pewnej liczby trzycyfrowej jest 5, a suma wszystkich jej cyfr jest rowna 17.
Jezeli cyfry setek i dziesigtek zamienimy miejscami, to otrzymamy liczbe o 90 wiekszg od danej

liczby. Znajdz te liczbe trzycyfrowa.



Cwiczenie 7

Dwaj bracia Janek i Franek zaplanowali, ze w sobote odwiedzg babcie. Babcia chtopcéw
mieszka w odlegtosci 20 km od ich domu. Janek wyszedt z domu o godzinie 6 i szedt do
babci z predkoscia 5 km/h. Franek wyjechat z domu do babci o 748 na rowerze i dogonit Janka
po 36 minutach jazdy. Obaj chtopcy kontynuowali podréz, nie zmieniajgc predkosci.

O ktorej godzinie Franek przyjechat do babci?

Cwiczenie 8

Kwote 970 zt wyptacono banknotami o nominatach 20 zi, 50 zt i 100 zl. lle byto banknotéw
kazdej wartosci, jezeli banknotéw stuztotowych byto 2 razy wiecej niz piecdziesiatek,
a dwudziestek o 2 wiecej niz piecdziesigtek i setek razem?

Cwiczenie 9

Jesli do pewnej liczby trzycyfrowej dopiszemy na koncu cyfre 9, to otrzymamy liczbe o 4257
wiekszg od danej. Jaka to liczba?

Cwiczenie 10

lle wody trzeba odparowac z 3 kg wodnego roztworu soli kuchennej o stezeniu 5 %, zeby
otrzymac roztwér o stezeniu 12 %?

Cwiczenie 11

Bilet na pewne przedstawienie kosztowat odpowiednio 20 zt dla dorostych i 12 zt dla dzieci.
Po potraceniu 18 % kwoty uzyskanej ze sprzedazy biletéw na koszty zwigzane z wynajeciem
sali, organizatorzy uzyskali 2624 z} dochodu. llu dorostych i ile dzieci byto na tym
przedstawieniu, jezeli wiadomo, ze sprzedano 222 bilety?

Cwiczenie 12

Osiemnascie lat temu dziadek Marka byt trzy razy starszy od taty Marka, a obecnie dziadek jest
dwa razy starszy od taty Marka. lle lat ma dziadek Marka, a ile jego tata?



Cwiczenie 13

lle gramoéw ztota proby 0,680 nalezy stopic z 10 g ztota préby 0,960, aby otrzymac ztoto
préby 0,750?

Cwiczenie 14

W pierwszym naczyniu znajduje sie 12 % roztwor wodny soli, w drugim - roztwor wodny soli
o stezeniu 16 %. Do trzeciego, poczatkowo pustego naczynia przelano pewng ilo$¢ roztworu
Z pierwszego naczynia, po czym dolano tyle roztworu z drugiego naczynia, ze w trzecim
naczyniu otrzymano 4 kg roztworu o stezeniu 15 %. lle kg roztworu z drugiego naczynia
dolano do trzeciego naczynia?

Cwiczenie 15

W zaktadzie poligraficznym do produkcji kopert bgbelkowych uzywane sg dwa rézne
automaty, ktore przez 10 minut pracy wytwarzajg razem 2700 kopert. Gdyby pierwszy
automat pracowat przez 12 minut, a drugi przez 15 minut, to wyprodukowatyby te samg liczbe
kopert. lle czasu potrzebuje kazdy z tych automatéw, zeby wyprodukowac 600 kopert?

Cwiczenie 16

Znajdz wszystkie liczby trzycyfrowe, ktére po skresleniu ostatniej cyfry zmniejszajg sie o 650.



Wprowadzenie do trygonometrii

Przypomnijmy, ze trojkaty sa podobne, jesli wszystkie ich odpowiednie katy sa rowne (cecha
kat-kat-kat).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje trzy réznych wymiarow zdjecia tej samejbudowli w ksztalcie trojkatna
ostrokatnego. Na zdjeciu najwiekszym zaznaczono katy alfa, beta i gamma. Poréwnujac,

w dwoch etapach (zdjecie najwieksze i Srednie a potem najwieksze i najmniejsze)
odpowiednie katy tych budowli, zauwazamy ze odpowiednie katy w tych trojkatach sg tej
samej miary, a wiec trojkaty sa podobne.

Korzystajgc z cechy podobienstwa kat-kat-kat, mozemy sprawdzi¢, czy dwa trojkaty
prostokatne sg podobne, gdy w kazdym z nich znamy miare jednego z katoéw ostrych.


https://zpe.gov.pl/a/D1E6YnyU5

D6\ ' @G\ . nva!
B=180°-90°-0=90°c P=180°-90°-a=90°a=f P =180°-90°-a=90°-a=P

///// Tréjkaty sa podobne.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje trzy réznych wymiarow zdjecia zaglowki, na ktorych narysowano
trojkaty prostokatne o katach 90 stopni i alfa. W pierwszym tréjkacie brakujacy kat beta
rowny 90 stopni minus alfa. W drugim tréjkacie kat beta prim réwny 90 stopni minus alfa
rowny beta. W trzecim trojkacie kat beta bis rowny 90 stopni minus alfa rowny beta, wiec
trojkaty sa podobne.

Przyktad 1

W trojkacie prostokgtnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty, a miara kagta ABC
jest rowna 35°. W tréjkacie prostokatnym KLM kat przy wierzchotku K jest prosty,

a miara kata KLM jest réwna 55°.

A zatem

|£ ACB| = |<LKM]| = 90°, |£ ABC| = [{KML| = 35° , |4 BAC| = | KLM| = 55°.

Trojkaty ABC i KLM sg wiec podobne, co stwierdzamy, powotujac sie¢ na ceche
podobienstwa kat-kat-kat.



https://zpe.gov.pl/a/D1E6YnyU5

O
j 35°

K.

W trojkatach podobnych pary odpowiednich bokoéw sg proporcjonalne - boki trojkgtow
ABC i KLM spelniajg wiec zaleznos¢

|AB|  |BC]  JAC|
LM| — |KM| — |KL|*®

Wynika z tego, ze kazdy stosunek dlugosci dwéch bokow w trojkacie ABC jest rowny
stosunkowi dtugosci odpowiednich bokéw w tréojkgcie KLM, np.

[AB]  |LM| |AC|] _ |KL|] JAC|] _ |KL|
[BC|] ~ |KM|’ |BC| = |KM|’ |AB|] = |LM|°

Przyktad 2

Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC, ktérego przyprostokgtne AC i BC sa réwne 1.
Poniewaz tréjkat ten jest rownoramienny, to miary jego katow ostrych ABC i CAB sa
rowne 45°.

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dlugo$c¢ przeciwprostokatnej AB tego trojkata.

|AB|* = |AC|® + |BC[?



|AB|® =12 +12.

Poniewaz |AB| > 0, stad

|AB| = V2.

JAC] _ 4 JAC] _ 1 IAC] \/_ BC _ V2
Wowczas BC =1, AD| \/_,czyh B = , a takze TAB[ 5.

Kazdy rownoramienny trojkat prostokatny jest podobny do trojkata ABC, co stwierdzamy
na mocy cechy podobienstwa kat-kat-kat. Zatem w kazdym trojkacie prostokgtnym,

ktorego jeden z katow ostrych jest rowny 45°, stosunek dowolnie wybrane;j

przyprostokatnej do przeciwprostokatnej jest rowny 5= V2

Przyktad 3

Pokazemy, ze trojkat prostokatny, w ktérym stosunek jednej z przyprostokatnych do
przeciwprostokatnej jest rowny @ , jest trojkgtem, w ktorym oba katy ostre sg rowne 45°.
Oznaczajgc dlugosc¢ przeciwprostokatnej tego trojkata przez z, gdzie > 0, zauwazmy,

ze jedna z jego przyprostokatnych ma dlugos¢ TQ:C, a zatem (na podstawie twierdzenia

Pitagorasa) druga przyprostokatna ma dtugosc \/ x? — (%w) = */

Y2 2. Wobec tego

dany trojkat prostokatny jest rownoramienny, wiec kazdy z jego katow ostrych ma miare
45°.

Przyktad 4

Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC, ktorego przyprostokagtna AC jest réwna 1,
a przeciwprostokgtna AB jest rowna 2. Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy |[BC| = V3.



Na prostej AC wybierzmy teraz punkt D symetryczny do punktu A wzgledem punktu C.
Wtedy

AD| = 2, [DB]| = |AB],

bo odcinki AB i DB sg symetryczne wzgledem prostej BC. Wobec tego trojkat ABD jest
rownoboczny, a BC to jego wysoko$¢ poprowadzona do boku AD.

Wrynika z tego, ze w trojkacie ABC kat ostry lezacy naprzeciwko przyprostokatnej AC
ma miare¢ 30°, a kat ostry lezacy naprzeciwko przyprostokatnej BC ma miare 60°.

Przyktad 5

Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC, ktorego przyprostokatna BC jest rowna 9,
a przeciwprostokatna AB jest rowna 15.
Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy |[AC| = 12.



15
12

A

Wtedy:

o w trojkacie ACD jest |AC| = |CD|, wiec kgt DAC ma miare 45°.
o wtréojkacie ACE jest % = @, a zatem kat EAC ma miare 30°.
Zatem kat ostry BAC w trojkacie ABC ma miare wieksza niz 30° i mniejsza niz 45°.
Za pomoca katomierza, mozna zmierzy¢ na rysunku, ze kat ten ma miare okoto 39°.



Przyktad 6

Kazdy trojkat prostokatny, ktorego katy ostre maja miary 30°, 60° jest podobny do trojkata
ABC, opisanego w poprzednim przykladzie. Wobec tego w kazdym takim tréjkacie
prostokatnym:

« stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata 30° do
przeciwprostokatnej jest rowny %,

« stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacej przy kacie 30° do przeciwprostokatnej
jest rowny @,

« stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata 30° do drugiej
przyprostokatnejjest rowny %, czyli %

Wynika z tego réwniez, ze:

» w kazdym trojkacie prostokagtnym, w ktorym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy
krotsza od przeciwprostokatnej, kat ostry lezacy naprzeciw tej przyprostokatnej jest
rowny 30°,

o w kazdym trojkacie prostokagtnym, w ktorym stosunek dtugosci jedne;j
z przyprostokatnych do dtugosci przeciwprostokatnej jest rowny %, kat ostry
lezacy naprzeciw tej przyprostokatnejjest rowny 60°,

o w kazdym trojkacie prostokatnym, w ktorym stosunek dtugosci jedne;j
z przyprostokatnych do dtugosci drugiej przyprostokatnej jest rowny v/3, kat ostry
lezacy naprzeciw krotszej przyprostokatnejjest rowny 30°.



Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Definicja: Sinus, cosinus i tangens kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Zatozmy, ze w trojkacie prostokgtnym jeden z katow ostrych ma miare a. Wprowadzimy
nazwy stosunkow diugosci bokow tego trojkata.

» Sinusem kata ostrego a (w skrocie sina) nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata o do dtugosci przeciwprostokatne;.

o Cosinusem kata ostrego o (w skrécie cosa) nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezacej przy kacie o do dtugosci przeciwprostokatne;.

o Tangensem kata ostrego o (w skrocie tga) nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata o do dtugosci przyprostokatnejlezacej przy
kacie a.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI



https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI

Korzystajgc z oznaczen na rysunku, zapisujemy

. . . b .
sinx = -, cosax = _, tga =

ol
e

Powyzsze zalezno$ci nazywa si¢ funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a.
Przyktad 1

Jak wyznaczy¢ wysokosc piramidy Cheopsa?

~ 404 .0,3443
h~139m

Wysokosé piramidy Cheopsa w rzeczywistosci wynosi okoto 146 m.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak wyznaczy¢ wysokos¢ Piramidy Cheopsa. Dlugos¢ cienia rzucanego
przez wierzchotek piramidy to przeciwprostokgtna. Wysokos¢ piramidy h i odlegtos¢

1 od spodka wysokosci do konca cienia to przyprostokatne. 1 =404 metry. Kat alfa miedzy
przyprostokatnymi wynosi 19 stopni. Zapisujemy zwigzek miedzy przyprostokgtnymi
trojkata. Korzystajac z funkcji tangens z tablic trygonometrycznych odczytujemy warto$¢
kata 19 stopni i obliczamy, ze wysoko$¢ Piramidy Cheopsa wynosi 139 metrow.



https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI

I'- ? Jak wyznaczyc¢ wysokosc rampy?

szerokosc¢ chodnika - 265 cm

tga

@ o = 30°

P S h=1tga
h=265:-05774 ¥ 153

h_
1=

4 Wysokosc¢ rampy jest rowna okoto 153 cm.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak wyznaczy¢ wysoko$¢ rampy korzystajac z funkcji
trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym.

Uwaga!
Bezposrednio z definicji wynika, ze dla dowolnego kata ostrego o
sina > 0,cosa > 0.

Ponadto, w kazdym trojkgcie prostokatnym najdtuzszym bokiem jest przeciwprostokatna,
zatem dla dowolnego kata ostrego o

sina < 1, cosa < 1.
Twierdzenie: 1

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe sg nierownosci:
0 < sina < 1

0 < cosa < 1.
Uwaga!

Jezeli jeden z katow ostrych trojkgta prostokgtnego ma miare «, to drugi kat ostry w tym
trojkacie ma miare 90° — a. Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych,
zapisujemy

sin(90° — ) = £


https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI

Twierdzenie: 2

Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwe sa rownosci
cos(90° — a) = sina
sin(90° — a) = cosa

tg(90° —a) =

1
tga *

sina A

0°"10°  30°  60°  90°a

sina = -
e

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak obliczy¢ sinus dla kata ostrego w trojkacie prostokatnym
o przyprostokatnych dlugosc¢ a, b i przeciwprostokatnej dtugosc c. Kat alfa lezy naprzeciw


https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI

przyprostokatnej a, kat beta lezy naprzeciw przyprostokatnejb. Mierzymy linijkg dlugosci
przyprostokatnej a i przeciwprostokatnej c trojkgta prostokatnego dla katéw 10 stopni, 20
stopni, 30 stopni, 40 stopni, 50 stopni, 60 stopni, 80 stopni, 90 stopni. Otrzymane liczby
wstawiamy do wzoru funkciji sinus i obliczamy wartos¢ funkciji sinus dla danego kata.
Otrzymane warto$ci tworzg na wykresie fragment funkciji sinus.

cosa

0°'10° 30° 60°  90%

A\

b
..
cosa = —

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak obliczy¢ cosinus dla kata ostrego w trojkacie prostokatnym

o przyprostokatnych dtugosc¢ a, b i przeciwprostokgtnej dtugosc c. Kat alfa lezy naprzeciw
przyprostokatnej a, kat beta lezy naprzeciw przyprostokatnejb. Mierzymy linijkg dlugosci
przyprostokatnejb i przeciwprostokatnej ¢ trojkata prostokatnego dla katow 10 stopni, 20
stopni, 30 stopni, 40 stopni, 50 stopni, 60 stopni, 80 stopni, 90 stopni. Otrzymane liczby
wstawiamy do wzoru funkcji cosinus i obliczamy wartos¢ funkcji cosinus dla danego kata.
Otrzymane wartosci tworzg na wykresie fragment funkcji cosinus.



https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI

tga

0°'10°30° 60° 90° a

e |
gu_b

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje jak obliczy¢ tangens dla kata ostrego w trojkacie prostokgtnym

o przyprostokatnych dlugosc¢ a, b i przeciwprostokatnej dtugosc¢ c. kat alfa lezy naprzeciw
przyprostokatnej a, kat beta lezy naprzeciw przyprostokatnejb. Mierzymy linijkg dtugosci
przyprostokatnych a i b trojkata prostokatnego dla katow 10 stopni, 20 stopni, 30 stopni, 40
stopni, 50 stopni, 60 stopni, 80 stopni, 90 stopni. Wstawiamy otrzymane liczby do wzoru
funkcji tangens i obliczamy wartos¢ funkciji tangens dla danego kata. Otrzymane wartosci
tworza na wykresie fragment funkcji tangens.

ctga A

0° 30°60°90° a

ctghim —-
n= 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI
https://zpe.gov.pl/a/DtTIRqwDI

Animacja pokazuje jak obliczy¢ sinus dla kata ostrego w trojkgcie prostokatnym

o przyprostokatnych dltugosc¢ a, b i przeciwprostokgtnej dtugosc c. Kat alfa lezy naprzeciw
przyprostokatnej a, kat beta lezy naprzeciw przyprostokatnejb. Mierzymy linijkg dlugosci
przyprostokatnych a i b trojkata prostokatnego dla katow 10 stopni, 20 stopni, 30 stopni, 40
stopni, 50 stopni, 60 stopni, 80 stopni, 90 stopni. Wstawiamy otrzymane liczby do wzoru
funkciji cotangens i obliczamy warto$¢ funkcji cotangens dla danego kata. Otrzymane
wartos$ci tworzg na wykresie fragment funkcji cotangens.




Przyktady

Przyktad 1

Na podstawie spostrzezen poczynionych w poprzednich przyktadach, uzupetnimy
tabelke, wpisujgc wartoéci sinusa, cosinusa i tangensa katéw: 307, 45°,60°.

Tabela 0.1
o' 30° 45° 60°
sina + @ @
V3 V2 1
cosa o V2 L
tga @ 1 \/§
Przyktad 2
Trojkat na rysunku jest prostokatny.
a
17

15

™

Dla tego trojkgta zachodzg nastepujace zwiazki trygonometryczne:

ina = > — 15 — 8
sinx = 4=, cosx = 17, tga = ¢




oraz
sin(90° — a) = 12, cos(90° — @) = 3 ,tg(90° — a) = 2.
Przyktad 3

W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miare a, przyprostokatna lezaca
naprzeciw tego kata ma dlugosc 5, a druga przyprostokatna ma dtugosc 4. Wtedy

tga = 2.
Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugos¢ przeciwprostokatnej c tego tréjkata
¢ = 4% + 5%

Poniewaz ¢ > 0, stad

c = v4l.

Zatem
o5 4

sina = —==, cosxt = —=,
czyli

sina = % , COSO = 44—\/14—1.

5

4

Przyktad 4

Obliczymy warto$¢ wyrazenia

2sin42°+3 cos48°
5cos48° —4sin42° *




Zauwazmy, ze

42° +48° =90°.

Wobec tego
cos48° = cos(90° —42°) = sin42°,
a zatem
2s5in42°+3cos48° __ 2sin42°+3sin42° __ 5sin42° -5
5cos48°—4sin42° =~  5sin42°—4sin42° ~  sin42° ~ %
Przyktad 5

Kat a jest ostry i sina = % Znajdziemy wartosci cosa i tga.

Wystarczy w tym celu rozpatrzy¢ dowolny trojkat prostokatny, w ktorym stosunek
dtugosci jednej z przyprostokatnych do dtugosci przeciwprostokatnejjest rowny %
Najprostszym przykladem jest trojkat o przeciwprostokatnej dlugosci 3 i jedne;j

z przyprostokatnych dlugosci 2. Kat a lezy wtedy naprzeciwko tej przyprostokatne;.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ b drugiej przyprostokatne;j

22 +b? = 32
Poniewaz b > 0, stad
b=+/5.
Zatem
_ 5 _ 2
cosa = 5=, tgo = Wk

czyli



Przyktad 6

Wykazemy, ze jezeli kat « jest ostry i cosa = %, toa > 60°.
Rozpatrzmy trojkat prostokgtny ABC, w ktorym |AC| = 21 |AB| = 5. Wtedy
cos(£ BAC) = £, co oznacza, ze miary kgtow |£ BAC|i a sa rowne.

Wybierzmy na przyprostokatnej BC taki punkt D, ze |AD| = 4.




Wowczas cos(£ DAC) = 2, czyli cos(£ DAC) = 4, wiec [ DAC| = 60°. Poniewaz

| DAC| < |[{BAC]|,t060° < a.Koniec dowodu.

Uwaga. Zestaw wzorow, przygotowany dla potrzeb egzaminu maturalnego z matematyki,
zawiera tablice warto$ci funkcji trygonometrycznych. Mozna z niej odczytac, ze

cos68° ~ 0,40401 cos69° ~ 0,3839. Wynika stad, ze kat ostry «, dla ktoérego cosa = 0,4,
jest katem z przedziatu (68°,69°).



Zadania. Czesc |

Cwiczenie 1

Na rysunku zaznaczono dtugosci bokow tréjkata prostokatnego. Jeden z katéw ostrych tego
trojkata ma miare a.

lrijsunek trojkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci 5i 12 oraz
przeciwprostokatnej dtugosci 13. Kat ostry alfa lezy naprzeciw krétszej przyprostokatne;j.

Wodwczas

(] tga>1
(] si110(:1—53

(] 13cosa =12

Cwiczenie 2
Jezelia =30"i8=45",to
V6
() cosa-cosp = ¢

B \/g-tga:th

) sina+sinf=2




Cwiczenie 3

W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci 4 i 7, a mniejszy z katéw ostrych ma
miare a. Wowczas

() tg(90° —a) < 2

[j cosa = ——

B

(] cos(90° —a) = %

Cwiczenie 4

Jezelia = 49°, to

. 1
(] sina> 4
[:] coso > 4

(] tga>1

Cwiczenie 5

Prawdziwa jest rownosé
(] sin12° = cos78°
(] tg65° -tg25° =1

(] cosb51° =sinb9”



Cwiczenie 6

Kat « jest ostry oraz sina = 0,1. Woéwczas

) tga< &
(] tga-cosa < 0,1

(] cosa>0,9

Cwiczenie 7

Kat « jest ostry oraz cosa = sin 38 °. Wynika z tego, ze

(] a>60°

(] tga>1

(] sina = cos38°

Cwiczenie 8

W trdjkacie prostokatnym katy ostre «v i B spetniaja zaleznos¢ o = 45. Wéowczas
(] cosa+sinf<1
(] sina-cosfB+cosa-sinf=1

(] sina>tgp



Cwiczenie 9

W tréjkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dtugosc¢ 30, a kazde z ramion ma
dtugosc¢ 25. Oznaczmy miary katéw ABC i ACB odpowiednio przez o i 28. Wtedy

(] tga-tgf=1
(] cosa=0,6

(] sinp = 0,96

Cwiczenie 10

W trapezie prostokatnym ABCD o podstawach AB i CD katy przy wierzchotkach A i D s3
proste. Bok AD jest dwa razy dtuzszy od boku CD i trzy razy krétszy od boku AB. Wtedy

() miara kata ostrego tego trapezu jest rowna 45°
() kat rozwarty tego trapezu ma miare mniejsza od 150°

O tangens kata ostrego tego trapezu jest rowny %



Cwiczenie 11
Na rysunku podano dtugosci bokéw i zaznaczono kat ostry « tréjkata prostokatnego.

la:'Rysunek tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci 8 i 15 oraz
przeciwprostokatnej dtugosci 17. Kat ostry alfa lezy naprzeciw krétszej przyprostokatnej.

Wtedy
O tga= 12
_ 15
O tga—?
O tga= 1+
O tga=<

Cwiczenie 12
Na rysunku podano dtugosci dwéch bokéw i zaznaczono kat ostry tréjkata prostokatnego.

l.-:iRysunek trojkata prostokatnego o przyprostokatnej dtugosci 6 i przeciwprostokatnej
dtugosci 10. Kat ostry alfa lezy miedzy podanymi bokami.

Wtedy
O sin(90° —a) = 2
O sin(90° —a) =32
O sin(90° —a) = 2
. o 4
O sin(90° —a) = £



Cwiczenie 13

Na rysunku podane sg dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego, ktérego jeden
z katéw ostrych jest réwny a.

l::'Rysunek tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci 5 i dwa pierwiastki z pieciu.
Kat ostry alfa lezy naprzeciw przyprostokatnej dtugosci dwa pierwiastki z pieciu.

Wodwczas

O sina:%
sy — 3
Q s1110(—2\/g
.2
O Slna—g
O sinO(:Q—‘/g

Cwiczenie 14

\/ﬁotg 60° +4/3 cos45°

Liczba 30"

jest rowna

O 3v6

3v2 +24/3
O 225

2v/2 +3V3
O 2=

O 6V3



Cwiczenie 15

Kat o jest ostry i tga = % Wtedy

() a=60°
(O a<d45’

() a<60°

() a=45"

Cwiczenie 16

W tréjkacie prostokatnym dane s3 katy ostre a = 28° i 8 = 62°. Wtedy —<20+88_ 5\vna si
JLC] p atny q Katy Yy €

sinf—3cosa
O -1
O 1

O 2



Zadania. Czesc¢ Il

Cwiczenie 1

Na rysunku podane sg dtugosci bokow tréjkata rownoramiennego, ktérego kat przy podstawie

jest rowny a.

l:fiRysunek trojkata rownoramiennego ABC o ramionach dtugosci 6 i podstawie dtugosci 4. kat
ostry alfa to kat przy podstawie tréjkata AB C.

Wtedy

O sina = QT\/E
: 2

(O sina= 3
1

(O sinax = ¢

O sino = g
Cwiczenie 2

Dtugosc boku rombu jest réwna 7. Pole rombu jest rowne 28. Wéwczas cosinus kata ostrego

tego rombu jest rowny

IS

R
(S21

o o O O
i

V33




Cwiczenie 3

W trapezie ABCD, o podstawach AB i CD, dane s3 dtugo$ci bokéw |AB| = 12
|AD| = |BC| = |CD| = 6. Wynika z tego, ze sinus kata BAC jest réwny

o 3
o 4
O 3
O 3
Cwiczenie 4

Wskaz liczbe rowna 1.

tg40° e sin50° @ cos b0’

tg40° e tg50°

tg40° e sin50°

o O O O

tg40° e cos50°



Cwiczenie 5

O katach ostrych: a, 8, v wiadomo, ze: tga = % cosf} = 1%, siny = % Wynika z tego, ze

O ry>a>p
O B>v>a
O B>a>y

O a>p>y



Cwiczenie 6

Podaj sinus, cosinus i tangens kata ostrego a.

d.
13
5
B h
12
b.
a 41
9
40
C.
\ a
4



24 25

Cwiczenie 7

Dane s3g dtugosci przyprostokatnych a i b trojkata prostokatnego. Oblicz sinus, cosinus
i tangens kata ostrego «, lezagcego naprzeciw przyprostokatnej a, jezeli

aa=1b="7
b.azﬁ,b=3
c.a=3,b=06v2

d.a= /41, b=2



Cwiczenie 8

W tréjkacie prostokatnym dana jest dtugosé przyprostokatnej a i dtugos$¢ przeciwprostokatnej
c. Oblicz sinus, cosinus i tangens kata ostrego (3, lezacego przy przyprostokatnej a, jesli

aa=1c=7
b.a=+T7¢c=5
c.a=3c=2V5
da=7c= \/ﬁ
Cwiczenie 9
Oblicz.
a. (sin30° + sin60°)® — 2sin 60° - cos 30°
b. (sin60° - tg30° + cos 30°)® — sin 60°
c. (tg30° +tg60°) - sin30° - sin 60°
Cwiczenie 10
Wykaz, ze
a.16 e (sin 30° + sin®45° + sin*60°) = 25
b.8 e (cos?30° e cos?45° + cos60°) =7

c.tg30° etgdh” etg60” =1



Cwiczenie 11

Oblicz.

a 5 cosl8” +7sin 72°
* 17sin 72°—11 cos18”

b.tg22° etgd44d” etg46” etg68”

Cwiczenie 12

Wykaz, ze

a.cos72° -cos 28° =sin 62° - sin 18"

b tg18°  tg36°
*tghdt T tgT72”

c.(3sin19” +2cos71°)(sin44” 4+ 7cos46°) = 40 cos 71° sin 44"

Cwiczenie 13

W tréjkacie ABC dane sa dtugosci bokéw [AC| = [BC| = v/29i |AB| = 4. Oblicz sinus
kazdego z katow tego trojkata.

Cwiczenie 14

W trapezie prostokatnym ABCD ramie AD jest prostopadte do podstaw AB i CD. Boki
AD| =12, |CD| = 16. Oblicz.

trapezu maja dtugosci: |AB| = 21,

a. sin(£{ BAC)

b. tg(£BDC)

c. cos(£ ABC)



Cwiczenie 15

Dtugosci przekatnych rombu ABCD s réwne |[AC| = 48 i | BD| = 14. Oblicz.

a. tg(£CAB)

b. cos(£CDB)

c. sin({BAD)

Cwiczenie 16

W trapezie réwnoramiennym ABCD dtugosci podstaw sa réwne |AB| = 111 |CD| =7,
a kazde z ramion ma dtugosc¢ 6. Oblicz.

a. cos({ BAD)

b.tg(£ CAB)

c. sin(£ ACD)

Cwiczenie 17

W réwnolegtoboku ABCD dane sa dtugosci bokéw |AB| = 28 i |[AD| = 17. Pole tego
réwnolegtoboku jest rowne 420, a kat przy wierzchotku A jest ostry. Oblicz.

a. sin(£ BAD)

b. tg(£ DBA)

c. cos(4 CAB)



Cwiczenie 18

Pole tréjkata ostrokatnego jest rowne 780. Boki tego trojkata majg dtugosci |[AB| = 39 i
|AC| = 41. Oblicz.

a. sin(4£ BAC)

b. cos(£ ABC)

c.tg(£ ACB)

Cwiczenie 19

W rombie ABCD kroétsza przekatna ma dtugos¢ |[BD| = 30, a bok 25. Wykaz, ze
sin(£ BAD) = 2 e sin(£ CAD) e cos(£ CAB).



Tozsamosci trygonometryczne

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa zapisujemy zwigzek miedzy dtugosciami bokow

w trojkacie prostokgtnym (przy oznaczeniach takich jak na rysunku)

a® + b = 2.

Oznaczmy przez o miare kata ostrego, lezacego naprzeciwko przyprostokatnejo dtugosci a
. Z definicji sinusa oraz cosinusa kata ostrego a w tréjkgcie prostokatnym mamy

sina = 2, cosa = L.
C C

Wowczas
2 2
a’+b° _ ¢ __
S =1.

(%)2+(£)2:g—§+g_§: 2 T ¢

(sina)® + (co sa)® = -

Bezposrednio z definicji sinusa, cosinusa i tangensa kata ostrego a w trojkacie
prostokatnym wynika, Ze warto$¢ tga mozemy wyrazi¢ za pomocg sin a i cos a.

sino
cosa

—a . c _a _
. b—b—tga.

) |:7-|<\ |2

UdowodniliSmy w ten sposob nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie:

Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwe s3 rownosci

sina+cosla=1




sinad
cosat tga.

Powyzsze zaleznoSci okreslaja zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata ostrego.



Przyktady

Przyktad 1

Obliczymy wartos¢ wyrazenia

sin?27° +cos?27° -3
c0s263° +sin?63°+1 °

Poniewaz dla dowolnego kata ostrego o zachodzi rownos¢

sina + cos?a =1,
to
« 2amo 2670 2p00 s 2pa0
sin“27" 4 cos“27 =1, cos“63 4+ sin“63 = 1.
Wobec tego
sin’27° fcos’27° -3 __ 1-3 _ -2 _ _q
cos263° +sin%63° +1 1+1 2 ’
Przyktad 2

Kat a jest ostry i sina = %. Obliczymy warto$¢ wyrazenia co s?a.

Poniewaz

2

sin®a + cos’a = 1,

to

cos’a = 1 — sina

dla dowolnego kata ostrego a.

Skoro sinax = %, to

2 9 \2 81 4
cos’a=1—(17)" =1— 131 = Tor-
Przyktad 3

sin o
tga ”

Kat a jest ostry i cosa = %. Obliczymy wartos¢ wyrazenia 3 —

Poniewaz

to




sino sino sina-coso
tga Sia sino
cosx

Zatem dla cosa = % otrzymujemy

sina o _9 3 _ o1
3_tg_0(_3 cosa = 3 4—24.

Przyktad 4

Wykazemy, ze sin 38° < tg38°.
Wiemy, ze cos dowolnego kata ostrego jest mniejszy od 1, wiec

cos38° < 1.

. . . ;. . . sin38°
Mnozymy obie strony nierownosci przez liczbe dodatnig 2 =55
Zatem

sin 38° ° sin 38°
cos 38° ® cos38 < cos 38°
Poniewaz
sin38° __ °
cos38° tg38 )
wiec

sin 38" < tg 387,
co nalezato wykazac.
Przyktad 5

Kat a jest ostry i cosa = % Obliczymy warto$¢ wyrazenia 2sin?a — co s?

2

(a'A

Korzystajac z tozsamosci sina + co s2a = 1, otrzymujemy

sin?a =1 — co s2a.

Wobec tego

2sin?a — cosla = 2(1 — cos2a) — cos?a = 2 — 2cos?a — cos?a = 2 — 3cosa.

V5

Dla cosat = -3~ mamy

o

2
2sin’a — cos’a=2—3- (\/T) :2—£:2—%:%.
Przyktad 6

Kat a jest ostry i sina = 0,3. Obliczymy cosa i tga.

2 2

Korzystajac z tozsamosci sina + co s2a = 1, otrzymujemy cos?a = 1 — sin?a. Wobec



tego dla sina = 0,3 mamy

cos2a=1-sinfa=1-(0,3)>=1-0,09 = s
Poniewaz cosa > 0, wiec otrzymujemy

_ V9l
Cost = —357»

stad

3

_sina 5 3 _ 3491

tga = cosa Vo1~ 91 91 °
10

Przyktad 7

Kat a jest ostry i sina = %. Obliczymy wartos¢ wyrazenia 10 — 9tg“a
e [ sposob

Skoro sino =

=S

. to

2
coszazl—sinzazl—(ﬁ) =

q) =1-% -4
Poniewaz cosa > 0, to cosa = - oraz
tga = ? = 4
Stad
10—9tg2a:10—9-(4)2:10—9%:10—7:3
o II sposob

Korzystajgc z tozsamosci stosowanych w poprzednich przyktadach, wyrazimy 10 — 9tg"a
za pomocy sind.

2
10 — 9tg?a = 10— 9 - (“) —10-9-

51n 6] 51n e
st cofa — 10— 9 T -
Wtedy dla sina = 4 otrzymujemy

10 — 9tg?a=10—9 -

51na

iz
e —10-9- (47)

Przyktad 8




Kaaﬁﬁouwi@azliLOmmqmwﬁmﬂcwm
Jedli tga = */51_1 Jto = = */11 , skad sina = */11 Y==cosa. Ponadto sin’a + co s’a = 1, czyli
2
(1ﬁlcosa) +cosa = 1.
Zatem
;écos a+cosla =1
11 co s*a + 25cos’a = 25
36cos’a = 25
20 = 25
cos“a = .
Poniewaz cosa > 0, to
COSt = % %,sina:—\/g_l-%:—‘/ﬁl—l.
Przyktad 9
Kat o jest ostry i tga = 2. Obliczymy —axatcos
taj yrgax = 3. YMY 5 osa—6sina °
e [ sposob
Najpierw obliczamy sina i cosa.
Jesli tga = %, to sina = %cosa Ponadto sin?a + cos’a = 1, skad
2
(%cosa) + cos?a = 1.
Wobec tego
Srcosa + cosla =1
9cos’a + 64cos’a = 64
2 = 84
cos‘a = -3
. . _ 873 . _ 3 8V73 _ 3V
Poniewaz cosa > 0, to cosa = ﬁ 3 isina = 3 T3 73 s
czyli warto$¢ danego wyrazenia to
2sina4-cosa 3\/_+8\/73 _14avTs
2cosa—6sina ,S_m_ﬁ._3\7/g3 v

o Il sposob




3

Zauwazmy, ze jesli tga = %, to sina = -cosa. Uwzgledniajac te zaleznosc¢, otrzymujemy

2sina+cosa 2- & cosot-cosa L cosa

= 4 :—7

noa 3 T
2cosa—6bsina 2cosa—6-5cosa — g cosa

o III sposob

razimy —snateosd o 5 omoca tega
wyrazimy 2cosa—6cosa zap q1g

__ sml
Korzystajgc z tozsamosci tga = ——,

2sina cosa

2sina+cosot  _ Tcosa | cosa __ 2tgo+1
2cosa—6sinax ~ 2cosa  6sina T 2—6tga
Skoro tga = %, to
2sinotcosat  2tgotl 2441 I 7
2cosa—6sina —  2—6tga 2—6-% - b
Przyktad 10
Wykazemy, ze Jezeh kat a jest ostryi tga + —— =9, to tg?a + " 2a = 79.
Skoro tga + tg—a =9, to
2
(tea+ ) =81
Stad
tg?o + 2tga - tga + tga = 81,
czyli
1
. = 8l

Wynika z tego, ze tg?a + = 79, a to wlasnie nalezato wykazac.

tg2
Przyktad 11

Wykazemy, ze dla kazdego kata ostrego o warto$¢ wyrazenia
(sina 4 cosa)? + (cosa — sina)” jest rowna 2.

Przeksztalcamy wyrazenie

(sina + cosa)” + (cosa — sina)® =

2 2

— sina + 2sinacosa + co s2a + cos?a — 2sinacosa + sinla =
= 92sin?a + 2cosa = 2(sin2a + co s2a).

Korzystamy z tozsamosci sin?a + cos?a = 1, skad



(sina + cosa)® + (cosa — sina)? = 2(sin’a +cos’a) =2-1=2,
a to wlasnie nalezato wykazac.

Przyktad 12

4., 337
Q= 635 -

e e . 2 . :
Jesli sina + coso = %, to (sina + cosa)? = (%) , skad sin’a + 2sinacosa + co s

. KT . . . 7 s 4
Wykazemy, Ze jezeli kgt a jest ostry i sina + cosa = +, tosina + cos

2, — 49
a = 35

o = 1, to 2sinacosa = gg 1, czyli sinacosa = 2%.

2

Poniewaz sina 4+ co s2

Przeksztatcajgc tozsamos¢ sin?a + co s?a = 1, otrzymujemy kolejno

(si n2a + co 32a)2 =1

4

sinta + 2sin?acos?a + costa =1

4 2

sinta + costa =1 — 2sinacos’a

sinta + costa = 1 — 2(sinacosa)?
Uwzgledniajgc rownosS¢ sinacosa = 25 , otrzymujemy
sin‘a+costa=1-2- (—g) ,

skad

2-144 337

4. _
a=1- "G = 55

sin‘a +cos
Koniec dowodu.

Przyktad 13

W pewnym trojkacie prostokatnym suma sinusow katow ostrych jest rowna 25 .
Wykazemy, ze iloczyn sinusow tych katow jest rowny %

Oznaczmy przez « i S miary katéw ostrych w danym tréjkacie. Wtedy

sinf = sin(90° — a) = cosa.

Z warunkéw zadania mamy sina + sinfl = 25 , czyli sinx + costt = g’é

Wynika z tego, ze
(sina 4 cosa)® = (%)2 = 3.
Ponadto
(sina + cosa)? = sin2a + 2sinacosa + co s2a = 1 + 2sinacosa.

Zatem 1 + 2sinacosa = %, skad



i — 961 1 _ 336
2sinacosa = = — 1 = 552,
czyli
sinacosa = 1%

625 °

Koniec dowodu.

Przyktad 14

Wykazemy, ze dla kazdego kata ostrego o prawdziwa jest nieréwnos¢ sina + cosa < v/ 2,
Skorzystamy z udowodnionej wczesniej tozsamosci

. 2 N2
(sina 4 cosa)” + (cosa — sina)” = 2,
ktorg przeksztatcimy do postaci
(cosa — sina)® = 2 — (sina + cosa)’.

Poniewaz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, to (cosa — sina)® > 0 dla
dowolnego kata ostrego a.
Wynika z tego, ze

2 — (sina + cosa)® > 0,
czyli
(sina + cosa)” < 2.
Stad
sina + cosa < V2.

Koniec dowodu.



Zadania

Cwiczenie 1

. (=} . o t 42° (=} ’
Dane s3 liczby a = cos?25° + sin?25°, b = siiT - cos42”. Wowczas

(] a=0b
(] a<2

(] b>1

Cwiczenie 2

Kat « jest ostry i sina = %. Wtedy

() Tsin*a =9cos’a
(O sin*a+costa=1
O cos’a=+
Cwiczenie 3
Kat a jest ostry i tga = 5. Wéwczas

o= 2 i — 1
(] sinax = < icosaa= ¢

. _ 526 . _ /26
D SIinx — T | COSX — 6

cosa
E] sina 0’2




Cwiczenie 4

Kat a jest ostry i cosa = % Wynika z tego, ze

: 8
(O sina =
O tga=2v2
L2 9
O sin‘a= 3%
Cwiczenie 5

Kat a jest ostry i tga = 2. Wéwczas

D 6cosa+sina — 4

2coso+sina

D 11sina+3cosa -5

cosa+2sina

D coso+sina 3

sina—cosa

Cwiczenie 6
Dla dowolnego kata ostrego a: prawdziwa jest rownos¢

4 2 2

() sinta — costa =sin®a — cos’a

E] (sina4-cosa)®—1

5 — sinacoso

D 1—(sin*a+co s'a)

5 — (sinacosa)’



Cwiczenie 7

Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwa jest rownosé

;)=

(] (2sina+ cosa)® + (2cosa — sina)® = 3

1
tg?

2
B (tga—i— tg%) — (tg2a +
() cos’a(tg?a+sin’a) +costa=1
Cwiczenie 8

Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwa jest nieréwnosc

(] cosa+ sina > 1
(] tga > sina

(] 3sinoa + 4cosa < 5

Cwiczenie 9

Kat « jest ostry i sinacosa = % Wtedy

(] (sina — cosa)® = -

() sin*a+costa= 1T

w
m&l
ot

[j sina + cosa =



Cwiczenie 10

Dla kazdego kata ostrego o

[ ] wyrazenie v co sta + 4sin2a jest rowne 2 — co s’

[ ] wyrazenie Vsin*a + 4 co s2a + Vco s*a + 4sin2a jest rowne 3

2

(] wyrazenie v'sinta + 4 co s2a jest rowne sina — 2

Cwiczenie 11

Kat « jest ostry i sina = % Wtedy liczba co s2a jest réwna

o[

o O O
cof

©o|ot

O 3

Cwiczenie 12

Dla kazdego kata ostrego o wyrazenie sin?o + (1 —Co SZa) jest rowne

() cos’a
O 2sin’a
O 2

O 1



Cwiczenie 13

Kat a jest ostry i tga = 1,2. Wéwczas

cosa
O sina 2

cosa
O sina 5

O cosa. __ 36
sina ~ 25

SIS

O cosot
sina
Cwiczenie 14

Wartodé .. 29+(sin29°-cos29°-tg29°+cos?29°) . fré
arto$¢ wyrazenia (e o 6T g 61" 0 5%61°) JESt rowna




Cwiczenie 15

Kat « jest ostry i cosae = 0,7. Wynika z tego, ze

o 1O O
%.
I

3
O sina= 5

Cwiczenie 16

Warto$c¢ wyrazenia (sin 15° 4 3 cos 15°) + (3sin 15" — cos 15°)? jest réwna

O 10
O 4
O 1

O 3



Cwiczenie 17

Kat « jest ostry i sina = %. Wtedy liczba tga jest réwna

4
O &
16
O &

36
O &

Cwiczenie 18

sinda—costa

SinlarcosTa jest rowne

Dla kazdego kata ostrego o wyrazenie
O 2
O 2sinfa+1
O 2sinfa—1

O 1



Cwiczenie 19
Kat « jest ostry i sina + cosa = %. Wtedy iloczyn sina - cosa jest rowny

21
100

11
100

O
O %
O

O =
Cwiczenie 20

Dla kazdego kata ostrego o wartos¢ wyrazenia si n*a + co s*a

() jestréwna2
() jest wieksza od 2
() jestréwnal

() jest mniejszaod 1
Cwiczenie 21

2 2

Kat « jest ostry i co s“a — sin“a = %. Oblicz.
a.co s“a
b. cosa

Cc.sin‘“«a

d. sina



Cwiczenie 22
Kat a jest ostry i sina = % Oblicz.

a. warto$¢ wyrazenia 5 — 3 co s’

b. cosa

c. warto$¢ wyrazenia 4/ 13tg?a + %

Cwiczenie 23

Kat « jest ostry i cosa = %. Oblicz.
a. wartoé¢ wyrazenia 5 — 12sin?a

b. sina

3 2

c. wartoé¢ wyrazenia 4 sin2a — sin®a — sinacos?a

Cwiczenie 24
Kat « jest ostry i tga = % Oblicz.
a. sina

b. cosa

4sino+cosa

C. wartosc wyrazenia oS —25m0



Cwiczenie 25

Rozstrzygnij, czy istnieje kat ostry ¢, dla ktérego

. _2. .
sina = + i tga =

2
1

E

ot

— 3 — 3
cosa = ¥ itga = 7

sinocoso = %

o O O

2 _ 5
(O sinax = < icosa= =
Cwiczenie 26
Kat o jest ostry i tga + tg%x = %. Oblicz wartos¢ wyrazenia

a. sinx + cosa

b. tg’a + tgéa

Cwiczenie 27

Kat a jest ostry i sina — cosa = 1—73 Oblicz wartosé wyrazenia.
a. sinxcosa
b. sina + cosa

Cwiczenie 28

Kat a jest ostry i sina + cosa = 1,4. Oblicz wartos¢ wyrazenia.
a. sinxcosa

b.sin*a + co s*a



Cwiczenie 29
Uzasadnij, ze jezeli « jest katem ostrym, to
a.2sin’a + co s’a = (1 + tgza) (1 + si nza) co s’a

2sin’a
1+tg*a

4

b.sinfa+costa=1—

8

c.cosa —sin®

o= (co s*a +si n4a) (co s?a — si n2a)

Cwiczenie 30

Uzasadnij, ze jezeli « jest katem ostrym, to
Vsinta — 2cos2a + 3 + Vo sta — 2sin2a + 3 = 3.




Zadania generatorowe

Zadania generatorowe

| Cwiczenie 1



Przyktady. Czesc |

W ponizszych przyktadach pokazemy zastosowania trygonometrii do opisu zwigzkow
miarowych w figurach ptaskich.

Przyktad 1

W tréjkacie rownoramiennym ABC kazde z ramion AC i BC ma dtugo$¢ rowna 10. Miara
kata ACB jest réwna 45°. Obliczymy pole tego trojkata.

C

/

Zauwazmy, ze wysoko$¢ AD, opuszczona na bok CB, odcina tréjkat prostokatny ADC.
Poniewaz kgt ACD ma miare 45°, to

Hor =sind5”.
Wobec tego
|AD| = |AC| - sin45° = 10- %2 = 5v/2
i pole P trdjkata ABC jest rowne
P=1.BC|-|AD| =+ -10-5v2 = 25v/2.
Przyktad 2

Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym dane sg dtugosci bokow
|AC| = b, |[BC| = aoraz miara+ykata ACB.
Zauwazmy, ze wysoko$¢ AD opuszczona na bok BC, odcina trojkat prostokgtny, w ktorym




TACT — siny,
Przyjmujac h = |AD|, otrzymujemy
7 = siny,
skad
h = bsiny.

Pole tréojkata ABC jest rowne
Pypc =3 -a-h,
zatem

PABC:%°a'bOSinY.

Wobec tego pole trojkata ostrokatnego mozemy wyrazi¢ za pomocg danych dtugosci dwoch
bokow i sinusa kata miedzy nimi.

Przyktad 3

W réwnolegtoboku ABCD dane sg dlugosci bokéw [AB| = 51 |BC| = 2.Kagt DAB ma
miare 30°. Obliczymy pole tego réwnolegtoboku.

Zauwazmy, ze przekatna DB dzieli dany rownolegtobok na dwa trojkaty przystajgce ADB i
CBD.



30°

Poniewaz pole trojkata ABD jest rowne
Psgp = 5 - |AB|-|AD| -sin30° = 5 -5-2- 5 = 2,
to pole rownolegtoboku ABCD jest rowne 5.

Przyktad 4

Rozpatrzmy rownolegtobok ABCD, w ktorym diugosci bokow AB i AD sa rowne
odpowiednio a oraz b. Kat ostry miedzy tymi bokami ma miare c.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, zauwazmy, ze przekgtna DB dzieli dany
rownoleglobok na dwa trojkaty przystajgce ADB i B CD.

Poniewaz pole trojkata ABD jest rowne

Pypp = 5 - |AB|-|AD| - sina = Zab - sina,
to pole rownolegloboku ABCD jest rowne

Papcp = 2+ Papp = 2 - 3absina = absina.
Przyktad 5

W czworokacie ABCD przekatne dtugosci |[AC| = 11 oraz |[BD| = 16 przecinaja si¢
w punkcie P pod katem 60°. Obliczymy pole tego czworokata.



60° B

Poprowadzmy przez wierzchotki czworokgta ABCD cztery proste k, [, m, n rownolegte
odpowiednio do przekatnych tego czworokata. Punkty przeciecia tych prostych oznaczmy
K,L,M,N.

Czworokat KLMN jest rownoleglobokiem. Wobec tego [INK | = 11i |KL| = 16 oraz kat
NKL ma miare 60°. A zatem pole czworokgta KLMN jest rowne

Pgran = [NK| - [KL| - sin60° = 16 - 11 - %2 = 88+/3.

Kazdy z czworokagtow APDM, BPAN, CPBK i DPCL jest rownolegtobokiem, w ktérym
jedna z przekatnych jest bokiem czworokata ABCD.



Kazda przekatna dzieli rownoleglobok na dwa trojkaty przystajgce. Pola tych trojkatow sa
rowne

Pypp = Pyvp, Pepa = Pena, Peps = Poks, Pppe = Pore-

Ponadto pole czworokata ABCD jest suma pol trojkatow APD, BPA, CPB i DPC. To znaczy,
ze pole rownolegtoboku KLMN jest dwa razy wieksze od pola czworokata ABCD. Zatem

Papcp = + - Provn = + - 884/3 = 44/3.
Przyktad 6

Rozpatrzmy czworokat ABCD, w ktorym ditugosci przekatnych AC i BD s3 réwne
odpowiednio d; oraz dy, a kat ostry miedzy nimi ma miare c.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, poprowadzmy przez wierzchotki czworokata
cztery proste k, [, m, n rbwnolegle odpowiednio do przekatnych tego czworokata. Punkty
przeciecia tych prostych oznaczmy K, L, M, N.

Czworokat KLMN jest rownoleglobokiem. Wobec tego [INK | = d; i |[KL| = d, oraz kat
NKL ma miar¢ a. Pole KLMN jest rowne

PKLMN = |NK| . |KL| - sinot = dl . d2 - sina.

Kazdy z czworokatow APDM, BPAN, CPBK i DPCL jest rownolegtobokiem, w ktérym
jedna z przekatnych jest bokiem czworokata ABCD.
Przekatna dzieli rownolegtobok na dwa trojkaty przystajace. Pola tych trojkatow sg rowne

Prpp = Pamvp, Pera = Pera, Pops = Poks, Porc = Porc.



Ponadto pole czworokata ABCD jest suma pol trojkatow APD, BPA, CPB i DPC. To znaczy,
ze pole rownolegloboku KLMN jest dwa razy wigksze od pola czworokata ABCD, skad

PABCD = % . PKLMN = %dldQSiIlO(.
Przyktad 7

W trojkacie ABC boki AC i BC maja dtugosci |[AC| = 61 |BC| = 4, akat miedzy tymi
bokami ma miar¢ 120°. Obliczymy pole tego trojkata.
Zauwazmy, ze wysoko$¢ AD jest opuszczona na przedtuzenie boku BC.

A B

W trojkacie prostokatnym ADC kat przy wierzchotku C ma miare 60°. Wowczas

|AD| . o
TAC| = sin 60 7,



skad
|AD| = |AC| - sin60° = 6- %> = 3v/3.
Pole P tréjkata ABC jest wiec rowne
Papc = + - |BC|-|AD| = 1 -4-3v/3 = 6v/3.

Wybierzmy dodatkowo na potprostej BC taki punkt E, ze |EC| = |BC|. Wowczas trojkaty
BAC oraz EAC maja réwne boki BC i EC oraz wspdélng wysokos¢ AD, opuszczona
z wierzchotka A.

A B

Pola tych tréjkatow sg wiec rowne, co znaczy, ze pole trojkata ABC mozna wyrazi¢ za
pomocg danych dlugosci bokow i sinusa kata przylegtego do kata rozwartego zawartego
miedzy tymi bokami

Przyktad 8

Rozpatrzmy trojkat rozwartokatny ABC, w ktorym dane sg dtugosci bokéw |CB| = a i
|AC| = b. Kat ACB jest rozwarty i ma miare .



A

Niech AD bedzie wysokos$cia trojkagta ABC, przy czym punkt D niech lezy na przedtuzeniu
boku BC. Postepujac podobnie jak w poprzednim przykladzie, wybierzmy na potprostej BC
taki punkt E, Ze

|CE| = a.

A

Wowczas trojkaty ABC i AEC majg rowne pola, czyli

Pypc = Pacg = 5 - |[EC| - [CA| - sin(180° — v) = Sabsin(180° — 7).



Przyktady. Czesé Il

Sinus kata mozna rozwazac takze dla kata prostego oraz rozwartego. Wowczas
sin90” =1
i jezeli a jest katem ostrym, to
sin(180° — «) = sina.

Z powyzszych rownosci i z wczesniejszych przyktadow wynika, ze pole dowolnego trojkata
jest rowne potowie iloczynu dlugosci dwoch jego bokow i sinusa kata zawartego miedzy
nimi.

Twierdzenie: 4

Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu dlugosci dwoch jego bokow i sinusa kata
zawartego miedzy tymi bokami.
Przy oznaczeniach takich jak na rysunku

Prpc = %ab siny.

C a B

Przyktad 1

W trojkgcie ABC dane sg dlugosci bokow: |IBC| = 6, |AC| = 4. Kat ACB ma miare
120°. Na boku AB lezy taki punkt D, ze |[{ACD| = 60°. Obliczymy dtugo$¢ odcinka
CD.

Zauwazmy, ze pole trojkata ABC jest réwne sumie pdl trojkatow ADC i BDC.
Ponadto

Pypc =+ -6-4-5in120° = 6+/3.




Oznaczmy |CD | = x. Wtedy pola trojkatow ADC i BDC mozemy zapisa¢ za pomoca .

Otrzymujemy rOwnanie

skad

Zatem

Przyktad 2

Pypc =1 -4-z2-5in60° = /32

PBD0=%-x-6-sin60°=32£a:.

37\/5.%4—\/533 = 6\/§,

ICD| = 2/4.

W trojkacie prostokgtnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty, a punkt D jest
spodkiem wysoko$ci poprowadzonej na przeciwprostokatng z wierzchotka C.

Wykazemy, ze

|AC|” = |AD| - |[AB].

Oznaczmy przez o miare kata BAC.

C

A

Wowcezas w trojkacie ABC

aw trojkacie ACD

COoStX = W,



Stad

|AC| _ |AD|

[AB] — TAC|®
czyli
|AC|” = |AD| - |[AB].
W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Przyktad 3

W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatne majg dtugosci [BC| = 14,8 i

|AC| = 11,1. Kwadrat DEFG jest wpisany w trojkat ABC tak, ze bok DE lezy na
przeciwprostokatnej AB, a wierzchotki F'i G lezg na przyprostokgtnych odpowiednio
BC i AC. Obliczymy dlugos¢ boku tego kwadratu.

A

Z twierdzenia Pitagorasa w tréojkacie ABC obliczamy dtugos¢ boku AB.
|AB|? = (11,1)® + (14,8)°
|AB|? = 342,25
Poniewaz |AB| > 0, to
|AB| = 18,5.

Oznaczmy przez x dtugo$¢ boku kwadratu DEFG, a przez o miare kata BAC.
Stad



|£ CGF| = , |{ EFB| = a.

Kazdy z tréjkatéw prostokatnych ADG, GCF oraz FEB jest zatem podobny do trojkata
ABC. Wobec tego stosunki dtugosci bokow w tych tréjkatach mozemy wyrazic za
pomoc3 funkciji trygonometrycznych kata a.

W trojkacie ABC
.o 148 4 1,1 3
sina = g5 = 5,€080 = g5 = 3
W trojkacie ADG
3 _ T
sina = 1z,
aw trojkacie CGF
_ IcqG|
cosa = ——.
Wynika z tego, ze
z 4 CG| 3
AG[ — 5>z — B

skad
AG| = £22,|CG| = .

Ale |AG| + |CG| = |AC|, wigc 2z + 22 = L azatem 3Tz = 1L czyli z = 6.

Zatem dlugos¢ boku kwadratu DEFG jest rowna 6.



Zadania

Cwiczenie 1

W tréjkacie rownoramiennym ABC dane s |[AC| = |[BC| =4i |£ ACB| = 30°. Wowczas

(] poletrojkata ABC jest réowne 4
[ ] wysokos¢ AD opuszczona z wierzchotka A na bok BC ma dtugos¢ 2
(] podstawa AB ma dtugosc 2

Cwiczenie 2

W trojkacie ABC dane sa |AB| = 6, |BC| = 2v/2i |£ ABC| = 45°. Wynika z tego, ze

(] kat BAC ma miare 30°

(] poletrojkata ABC jest réwne 6

[ ] wysoko$¢ CD opuszczona z wierzchotka C na bok AB ma dtugosc¢ 2

Cwiczenie 3

W réwnolegtoboku ABCD dane sa dtugosci bokéw |AB| = 10,
jest réwna 60°. Wtedy

AD| = 6. Miara kata BAD

[ ] kat ABD ma miare wigksza niz 30"
(] pole réwnolegtoboku ABCD jest réowne 15v/3

[ ] wysokos¢ DE opuszczona z wierzchotka D na bok BC ma dtugos¢ 5v/3




Cwiczenie 4

W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy maja dtugosci |AB| = 7i |CD| = 5.
Przekatne AC i BD tego trapezu przecinaja sie w punkcie S, przy | BSA| = 60°. Wéwczas

pole trapezu ABCD jest rowne 364/3 =
|IBD| =12 =
trojkat ASD ma pole rowne %\/g =

Cwiczenie 5

W rombie ABCD o boku réwnym 2v/3 przekatna AC ma dtugoé¢ 6. Wynika z tego, ze

O przekatna BD jest rowna V3
() kat ABC ma miare 4 razy wieksza od miary kata ACD

() pole tego rombu jest réowne 10

Cwiczenie 6

W tréjkacie ABC boki AB i BC maja dtugosci réwne odpowiednio 7 oraz 44/2. Kat ABC ma
miare 135°. Wtedy

(] kat BAC ma miare 30°
(] odlegtos¢ punktu C od prostej AB jest réwna 4

(] poletréjkata ABC jest réowne 14



Cwiczenie 7

Podstawy trapezu prostokatnego ABCD maja dtugosci 5 i 9. Cosinus kata ostrego tego
trapezu jest rowny 0,8. Wéwczas

[ ] kat nachylenia krétszej przekatnej tego trapezu do podstawy jest wiekszy niz 30°

(] poletrapezu ABCD jest réwne 21

(] dtuzsze ramie trapezu ABCD jest réwne 5

Cwiczenie 8

W trojkacie ABC dane s dtugosci bokéw: [AB| = 8, |[BC| = 6, | AC| = 5. Punkt
D jest $rodkiem boku AB. Punkty E i F' lezg na bokach odpowiednio BC i AC, przy czym
IBE| = |CF| = 2.Wynika z tego, ze

pola trojkatow DEF i CEF s3 réwne
OJ
(] poletréjkata ADF stanowi 1% pola tréjkata ABC

(] pole trojkata BDE stanowi % pola tréjkata ABC



Cwiczenie 9

W trojkacie prostokatnym ABC kat ostry przy wierzchotku B jest dwa razy wiekszy od kata
ostrego przy wierzchotku A. Stosunek dtugosci przyprostokatnej BC do przeciwprostokatnej
AB jest rowny

po|—

o O O
B |§|

|~

V2
O %
Cwiczenie 10

W tréjkacie prostokatnym ABC o kacie prostym przy wierzchotku C, danesa |BC| = 12i
sin(£ CAB) = 3 Wynika z tego, ze dtugoé¢ boku AC jest réwna

O 20
O 9

O 16



Cwiczenie 11

W tréjkacie rownoramiennym ABC dane s3 dtugosci bokéw |[AC| = |BC| = 6
| AB ‘ = 6\/5. Wéwczas kat miedzy ramionami tego tréjkata ma miare

O 120°
O 150°
O 90°

O 60°

Cwiczenie 12

Pole trojkata ABC, w ktorym |AB ‘ = 8,

AC| = 2V3i |£ CAB| = 60" jest réwne

124/3
12

24

o O O O

122



Cwiczenie 13

W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy maja dtugosci |[AB| = 11i|CD| = 5.
Wysokos¢ tego trapezu jest rowna 3. Wowczas kat ostry przy podstawie tego trapezu ma
miare

() 45°
O 60°
O 30°

O 15°

Cwiczenie 14

Dany jest tréjkat rownoramienny, w ktérym ramie ma dtugos$é 6, a miara kata przy podstawie
jest rowna 75°. Pole tego tréjkata jest rowne

O 9v2
O 18
O 9

O 9V3



Cwiczenie 15

W réwnolegtoboku ABCD danesa |AB| = 7, | AD| = 12i | BCD| = 150°. Pole tego
rownolegtoboku jest rowne

O 42v/2
O 423

O 42

Cwiczenie 16

W czworokacie wypuktym ABCD punkty K, L i M s3a $rodkami bokéw odpowiednio BC,
CDiDA, KL | =6, |[LM ‘ —2v/2,2a kat KLIM ma miare 135°. Wowczas pole czworokata
ABCD jest réwne

O 24

O 6

O 12

O 18



Cwiczenie 17

Na bokach AB i AC tréjkata ABC odpowiednio leza punkty K i L takie, ze |AK | = 2| KB | i
| AL | = 3| LC|. Wynika z tego, ze stosunek pola tréjkata AKL do pola trojkata ABC jest

rowny

o O O
NP

O 1
Cwiczenie 18

W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatne maja dtugosci |[AC| = 5, |[BC| = 20.
Punkt D lezy na przeciwprostokatnej AB i |4 DCA| = 45°. Odcinek CD ma dtugo$¢

O 42

O sE

O 3V3

Cwiczenie 19

W tréjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna AB ma dtugosc 6. Kat ABC ma miare
30°. Oblicz dtugosci przyprostokatnych i pole tego tréjkata.

Cwiczenie 20

W trojkacie rownoramiennym ABC dane sg dtugosci bokéw |AC| = |BC| = 2. Miara
kata ABC jest rowna 75°. Oblicz pole tego tréjkata.



Cwiczenie 21

W réwnolegtoboku ABCD dane sa dtugosci bokow |[AD | = 5, |CD| = 8, amiarakata
ABC jest 3 razy wieksza od miary kata BAD. Oblicz pole rownolegtoboku ABCD.

Cwiczenie 22

W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawami sg boki AB i CD. Kazda z przekatnych AC
i BD ma dtugos$¢ 10. Przekatne AC i BD przecinaja sie w punkcie M, przy czym
| AMB| = 150°. Oblicz pole trapezu ABCD.

Cwiczenie 23

W tréjkacie prostokatnym ABC przedstawionym na rysunku kat ostry BAC ma miare 45°.
Bok kwadratu DEFG, wpisanego w ten tréjkat, jest rowny 24/2. Oblicz pole tréjkata ABC.

Cwiczenie 24

W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy maja dtugosci |[AB| = 18, |CD| = 6.
Proste AD i BC przecinaja sie w punkcie E, przy czym |[{AEB| = 120°. Oblicz pole
trapezu ABCD.



Cwiczenie 25

Bok rombu ABCD ma dtugos¢ 20%. Tangens kata ostrego przy wierzchotku A jest rowny %.
Oblicz dtugo$c¢ przekatnej AC.

Cwiczenie 26

W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty, |[AB| = 17
tg(LABC) = 1,875. Oblicz dtugosci bokéw AC i BC oraz pole kota wpisanego w ten
trojkat.

Cwiczenie 27

W tréjkacie ABC na bokach AB i AC wybrano takie punkty D i E, ze % = % i % = %

Wykaz, ze pole tréjkata ABC jest 3 razy wieksze od pola tréjkata ADE.



Wykresy i wtasnosci funkcji trygonometrycznych

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=sinx wzdtuz osi Ox

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=sin x wzdtuz osi Oy

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja


https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC
https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=sin x o wektor

o oy

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacija

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=cos x wzdtuz osi Ox

|

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC
https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=cos x wzdtuz osi Oy

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=cos x o wektor

F_J

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC
https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC

Przesunigcie wykresu funkcji f(x)=tg x wzdtuz osi Ox

w L

o Tl W prRwo
o7 wlewo

7, .;,/. £

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

iluy=to x

Kix)Fta(x-m)=talx +m)sta X

Animacja

Przesuniecie wykresu funkgcji f(x)=tg x wzdtuz osi Oy
R —

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC
https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC

Przesuquie wykresu funkgji f(x)=tgx o wektor

Fl:!vpau* - J -
- i = TR o= — |

q(‘:stg{“%ﬂ*"

- wp

LR |

A%m 9=2

——U e

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Preypadek ”'P‘ﬂfwn =

Tt by

kx)=tates 3.1

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=ctg x wzdtuz osi Ox

g~ =)

Ay
o7 W prawo | = |
| 0T wlewo \ 2
\

.\- \.\ 1 '.I\

53 o \ X
m -4, T T o 7 3 =75 =
\ 1 \
kix)=ctg(x-T)=cta(x+T=ctax |2 fx)=ctg x|
3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC
https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC

Przesuniecie wykresu f}lnkcji f(x)=ctg x wzdtuz osi Oy

e

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przesunigcie wykresu funkcji f(x)=ctg x o wektor

o

PrZypadey - ]
#ap<0/ qeg; pq_le_’ . L
s Q-

’fx;.:u!:.‘ |
| kex)=
gy i 2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC
https://zpe.gov.pl/a/D1B4mxxtC

Liczby naturalne, catkowite i wymierne

Juz wiesz

« 0,1,2,3,4,5, .... to liczby naturalne. Liczby naturalne mozna uporzadkowac¢ rosnaco,
wtedy dla dowolnejliczby naturalnejn nastepna jest liczba n 4 1. Liczb naturalnych
jest nieskonczenie wiele.

1000000
4500000000
1000000 000

-7012800000

7000000000

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Liczba naturalna wigcksza od 1, ktora ma doktadnie dwa dzielniki (1 i samg siebie) jest
liczbg pierwszg (np. 2, 3, 5, 7, 11, 13 ...).

» Liczba naturalna wigksza od 1, ktora ma wigcej niz dwa dzielniki jest liczbg ztozong
(np. 4, 9, 10, 24 ...).

» Liczba 1 nie jest ani pierwsza, ani ztozona.

o Dwie liczby naturalne nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli nie maja wspolnego
dzielnika wigkszegoniz 1 (np.3i5lub719).

o Utamek % nazywamy nieskracalnym, jezeli liczby naturalne p i q s3 wzglednie

- 5 7 12
pierwsze.(np. —, 155 13)-



https://zpe.gov.pl/a/D4b3NwntD

=—— powierzchni Ziemi

50"
stanowia kontynenty i wyspy.

—— powierzchni Ziemi
10 P

zajmuja morza i oceany.

Storice sktada sie w :

o) 75 Zz wodoru
100 ’

o 24 Z helu,

100

o z innych pierwiastkow.

100

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje Ziemie i Stonce. Ziemia sklada si¢ z siedmiu dziesiatych z wody.
Trzy dziesigte powierzchni Ziemi to kontynenty i wyspy. Stonce sktada si¢

w siedemdziesieciu pieciu setnych z wody, w dwudziestu czterech setnych z helu
a jedna setna to pozostate pierwiastki.

Jesli liczbe naturalng a mozna zapisac jako iloczyn dodatnich liczb naturalnych bin
(czylia = ben), towtedy:

- bin s3 dzielnikami liczby naturalnej a.
- a jest wielokrotno$cig liczby naturalnej b lub liczby naturalnej n.

Liczby catkowite to wszystkie liczby naturalne 0, 1, 2, 3, 4, 5 ... oraz liczby do nich
przeciwne 0, —1, —2, —3, —4..

Liczba catkowita podzielna przez 2 jest liczbg parzysta. Liczbe parzysta mozemy
zapisa¢ w postaci 2k, gdzie k jest liczbg catkowita. 0 jest liczbg parzysta.

Liczba catkowita, ktora nie jest podzielna przez 2 jest nieparzysta. Liczbe nieparzystg
mozemy zapisa¢ np. jako 2k + 1 lub 2k — 1, gdzie k jest liczba catkowita.

Liczby wymierne to wszystkie liczby, ktore mozna przedstawi¢ w postaci utamka %,

ktorego licznik p i mianownik q (g # 0) sa liczbami catkowitymi.


https://zpe.gov.pl/a/D4b3NwntD

Zadania

Cwiczenie 1
Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gérne;.

liczby naturalne

PAINCIRE

BlLR|D

ro|eo

liczby, ktore NIE sg liczbami naturalnymi

Cwiczenie 2
Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gorne;.

liczby catkowite

o[ vl 7 [ #] 3]
MIESIGE

liczby, ktére NIE s3 liczbami catkowitymi




Cwiczenie 3

Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gorne;.

liczby wymierne

—4”16_1’ 45— /5

HICREarg

HOHW!

O1|H

vofes

liczby, ktére NIE s3 liczbami wymiernymi (niewymierne)

Cwiczenie 4

Odpowiedz na pytania.

a. Podaj przyktad liczby catkowitej, ktéra nie jest liczbg naturalna.

b. Podaj przyktad liczby wymiernej, ktéra nie jest catkowita.

c. Czy istnieje liczba naturalna, ktéra nie jest wymierna?

d. Czy istnieje liczba naturalna, ktéra nie jest catkowita?

Przyktad 1

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHgKgyx88

Animacija



https://zpe.gov.pl/a/DHgKgyx88

Cwiczenie 5
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
Wynikiem dzielenia 3% : 2% jest liczba 1%.

Wynikiem dziatania  — + — ¢ — 1—16 jest liczba %.

O 0O O

Wynikiem odejmowania % — % jest liczba (—%)

(] Woynikiem mnozenia 2% ° % jest liczba 216—1.

Cwiczenie 6
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Woynikiem dziatania % jest liczba 47.

(] loczyn liczb 2,351 0,4 jest réowny 0,94.

(] lloraz liczby 4,8 przez liczbe 0,03 jest réwny 16.

Wazne!

» Mowimy, ze liczby a i b s przeciwne, jezeli a + b = 0. Liczbe przeciwng do x
oznaczamy — .

« Mowimy, ze liczby a i b s odwrotne, jezeli a @ b = 1. Liczbg odwrotng do liczby x
roznejod zera jest % Zauwazmy, ze nie ma liczby odwrotnej do zera, gdyz nie
istnieje taka liczba, ktora pomnozona przez 0 databy 1.

e Zauwaz, ze jezeli x # 0, to iloczyn liczby odwrotnejdo z i liczby przeciwnejdo z jest
rowny —1.



Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Kazda liczba rzeczywista ma liczbe do siebie odwrotna.
(] Liczba odwrotna do liczby 2% jest liczba przeciwna do liczby — 15—2
() Liczba przeciwng do 4t jest liczba (—0,55).

(] Liczba 1% jest odwrotna do liczby %.

(] Kazda liczba rzeczywista ma liczbe do siebie przeciwna.

Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Liczba 0, (36) lezy pomiedzy liczbami 2% i %.

(] Liczba 3% jest wieksza od liczby —2% o 5%.
(] Podwojonym iloczynem liczb 2% i —% jest —2,6.

(] Srednia arytmetyczna liczb 2% oraz 1% jest rowna 2%.

Przyktad 2
Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHgKgyx88

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DHgKgyx88

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

—2,25+(2-35%)

4 o1 2 .

(] Wynik dziatania jest liczba ujemna.

(] Powykonaniu obliczen (1% + 0,45) ° % otrzymamy liczbe 0,4.

1.
2,75—1:(—3,375)

[ ] Wynik dziatania 52T

jest liczbg wiekszg od 1.

Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

. . 3
(] Utamek 0, (27) jest réwny <.

0 Suma liczb 0, <mfenced separators="|">4+ 0, ( 18 ) jest rowna O, <mfenced
separators="|"> 62 .

(] Utamek % ma skonczone rozwiniecie dziesietne.

(] Liczba 3, (6) jest wymierna.

Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Osma cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby % jest réwna 7.

0 Dwudziesta pierwsza cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby 0, (725)
jest rowna 5.



Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Utamek =22 jest utamkiem nieskracalnym.
1041

Utamek 41326 jest utamkiem skracalnym.
3913

(] Utamek % jest réwny %

2376

0 Najwigksza liczba, przez jaka mozna skrocic licznik i mianownik utamka 555 jest

216.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHgKgyx88

Animacja

Cwiczenie 13

Liczba 2% — 1% jest mniejsza od liczby % + %

e
03

o O O O
-



https://zpe.gov.pl/a/DHgKgyx88

Cwiczenie 14
Wynikiem dzia’rania% + % — %jest liczba
2,987

2,725

o O O

2,1853

O 2,1875

Cwiczenie 15
T 7 7 7 . .
Odwrotnoscia liczby 5 +  — g jest liczba

16
35

O
O %
O

13

35

5
O 1

Cwiczenie 16

Dane s3 liczby a = 2%, b= 1%,0 =3

rlklb—l

. Réznicaliczb (a + b)ci (a — b)c jest rowna

O O O O
A



Cwiczenie 17

Niech a = 2 ib = <. Wskaz liczbe, ktérej rozwiniecie dziesietne jest skoriczone.
b
O <
() a+b
() a—2»

() ab

Cwiczenie 18
Ktéra rownosc jest prawdziwa?

384 _ 21
40320 13

384
40320

O

384 1
O 40320 — 105
O

o

384
O 40320 —

Cwiczenie 19

oo|—

Liczba , ktéra spetnia réwnanie 5> + = = 0,06(81) jest

O 0,34

O 0,02(27)



Cwiczenie 20

Niech z = 3+ i y = 4. Prawdziwa jest rownos¢

3
O xy=13¢
0 3=t
3
O z-y=135

_ 3

Cwiczenie 21

Niech z =0, (03) iy = 0, (01). Wskaz réwnos¢ prawdziwa.

O 53
O ZE—yIO,(2)
O xy=3

O cc+y=0,(4)

Cwiczenie 22

Dane sa liczby = 0, (285714) i y = 0, (142857). Suma x + y jest réwna

O 0, (428561)

O 0,(423571)

O 0, (428571)

O 0,(448571)



Cwiczenie 23
Dane s liczby z = 2 iy = 0, (003). Réznica © — y jest réwna

0, (558)

0, (559)

o O O

0, (552)

O 0,(553)

Cwiczenie 24

lloczyn cyfr stojacych na trzydziestym pierwszym i trzydziestym drugim miejscu po przecinku
W rozwinieciu dziesietnym utamka % jest rowny

16

15

O O O

13

O 14

Cwiczenie 25

Niech x = 0,875 y = 0,9875. Zapisz kazda z liczb  + y, ¢ — y, Xy, % w postaci utamka
zwyktego, nieskracalnego.

Cwiczenie 26
Zapisz rozwiniecie dziesietne
a. odwrotnosci liczby naturalnej wiekszej od 10 i mniejszej od 12

b. sumy odwrotnosci trzech poczatkowych liczb pierwszych



Cwiczenie 27

Dane sg wszystkie jednocyfrowe liczby catkowite dodatnie podzielne przez 4. Zapisz
rozwiniecie dziesietne sumy kwadratéw odwrotnosci tych liczb.

Cwiczenie 28
Podaj rozwiniecia dziesietne utamkéw zwyktych: %’ - 89;0’ %'

Cwiczenie 29

. _ 1 3 5 _ 2 4 6 S,
Dane s liczbya = 5 + 771 T 57476 orazb = s T35t 355 . Wykaz, ze

1 11
sb—5a= 3.

Cwiczenie 30

Oblicz i zapisz wynik w postaci utamka nieskracalnego.

13 55 17
b. 50 + 136 T 35
95 46 138
C. 433 t o1 T 161

5 11 57
d. 24 BT + 456

Cwiczenie 31

Cwiczenie 32
Oblicz i zapisz wynik w postaci utamka dziesietnego.
1 1 1 1
a (3 +27)e(3+27)

b. (3 +25) : (3 +27)



Cwiczenie 33

Wyznacz taki utamek zwykty x, aby réwnos¢ byta prawdziwa.

c.0,(01) + 2 = 4
d. 4F + % = 0,0(45)
Cwiczenie 34
Wyznacz taki utamek dziesietny x, aby rownos$¢ byta prawdziwa.
a. % +x = 1,1(6)
b. + +z0,0(18) = + +0,125
c.0,(01) + z = 55 + 0,1(6)
d. & + 2 =0,041(6)

Cwiczenie 35

Wyznacz liczbe, ktéra na osi liczbowej lezy w jednakowej odlegtosci od liczb x i y, gdy

5 — 5
2

o
8
I
5|
Ned
|
~



Cwiczenie 36

Podaj przyktad liczby, ktéra na osi liczbowej lezy miedzy liczbami

a.% i %
b.3,(5)i3,(6)

Cwiczenie 37

Wyznacz wszystkie nieskracalne utamki zwykte o liczniku 3, ktére sg wieksze od 14—1 i mniejsze
od -%.
13

Cwiczenie 38

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a i b, dla ktérych spetniony jest warunek
3 a 4 17
7T<1 <% <

Cwiczenie 39

Dziesigta cze$¢ uczestnikdw maratonu przebiegta wyznaczong trase w czasie krétszym niz 3 h.
Potowa pozostatych uczestnikdw uzyskata czas nie dtuzszy niz 4 h. Jaka cze$é sposrod
wszystkich zawodnikéw maratonu przebiegta trase w czasie dtuzszym niz 4 h?

Cwiczenie 40

Podaj trzy rozne liczby naturalne n, dla ktérych utamek

?,)”H jest skracalny. Przez jaka liczbe

n+5
naturalng, w kazdym przypadku, ten utamek mozna skrocic¢?

Cwiczenie 41

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej a utamek ﬁ jest nieskracalny.



Cwiczenie 42

Tn+11
3n+4

istnieje liczba naturalna n, dla ktérej ten utamek mozna skrécic¢ przez liczbe wiekszg niz 5?

Sprawdz, czy istniejg liczby naturalne n, dla ktérych utamek mozna skroéci¢ przez 5. Czy



Procenty i punkty procentowe
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®> Jest 35 jablek.
@ Ile jest z6itych jablek? 7 4
@ Jaki procent wszystkich 20%

jabtek stanowia zo6tte jabtka?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja
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« Jeden procent (1%) liczby x to <5 .
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

e RoOznice miedzy dwiema podanymi w procentach warto$ciami jednej wielkoSci
okreslamy za pomocg punktow procentowych.
Na przykiad zmiana oprocentowania z 4% na 3% oznacza spadek o 1 punkt

procentowy.

Oszacuj, ile procent
| objetosci szklanki
zajmuje sok.

Ile teraz procent
objetosci szklanki
zajmuje sok?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/DaLbrz40Y
https://zpe.gov.pl/a/DaLbrz40Y

Animacja pokazuje dwie szklanki wypetnione rozng iloscig soku. Nalezy oszacowac, w ilu
procentach szklanka jest petna. Pierwsza szklanka zapelniona jest w 25 procentach, druga
szklanka w 80 procentach.

Juz wiesz

Oszacuj, jaki procent | Oszacuj, jaki procent
powierzchni gory jest zasniezony? {" powierzchni gory jest zasniezony?

Okoto 20%o. Okoto 90%.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje zaSniezone gory. Nalezy oszacowac jaki procent powierzchni gory jest
zasniezony. Na poczatku gora przykryta jest Sniegiem w 20 procentach, po opadach
Sniegu pokryta jest Sniegiem w 90 procentach.
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Zadania

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

() 45% liczby z jest réowne 15. Wtedy z > 33.
() 25% liczby x jest rébwne 26. Wynika z tego, ze z = 6,5.

() 12%liczby y jest rébwne 18. Wtedy y = 216.

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O 400 g Smietany zawiera 120 g ttuszczu, zatem zawartosc¢ ttuszczu w tej $mietanie
wynosi 18 %.

(O Liczba 020 % wieksza od 120 jest rowna 144.

() Liczba o 55% mniejsza od 155 jest réwna 85,25.




Cwiczenie 3

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

O

Cene ksiazki obnizono o 20 %. Jesli sprzedawca chciatby sprzedawa¢ ja po takiej
cenie jak przed obnizka, to powinien podwyzszy¢ nowa cene o 25 %.

Cene ptyty zmniejszono o 10 %, a nastepnie nowa cene znéw zmniejszono o 10 %.
Woéwczas cena ptyty zmniejszyta sie 0 20 %.

Cene telewizora obnizono o 15 % i teraz kosztuje 1519,8 zt. Z tego wynika, ze
przed obnizka telewizor kosztowat 1788 zt.

W grudniu cene tabletu podwyzszono o 15 %, a w styczniu obnizono te nowa cene
0 15 %. Teraz tablet kosztuje tyle samo, co w grudniu.

Cwiczenie 4

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

O

Kazdy z bokdw pierwszego tréjkata jest o 30 % krétszy od odpowiedniego boku
drugiego trojkata. Z tego wynika, ze obwdd pierwszego tréjkata jest o 30 %
mniejszy od obwodu drugiego tréjkata.

Dtugo$¢ boku kwadratu ABCD jest o 5 % wieksza od dtugosci boku kwadratu
MNKL. Wynika z tego, ze pole kwadratu ABCD jest o 5 % wieksze od pola
kwadratu MNKL.

Cwiczenie 5

Rysy, najwyzszy szczyt polskich Tatr ma wysokos$¢ 2499 m. n. p. m, podczas gdy Gerlach,

najwyzszy szczyt Tatr, ma wysokos$¢ 2655 m. n. p. m.

O

Gerlach jest wyzszy od Ryséw o mniej niz 5,88 %.

() Rysy sa nizsze od Gerlacha o mniej niz 5,88 %.



Cwiczenie 6

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O W klasie Ia dziewczeta stanowia 60 % wszystkich ucznidw, a jednoczesnie jest ich
o 4 wiecej niz chtopcéw. Wynika z tego, ze w tej klasie jest 20 uczniéw.

W klasie Ib jest 28 uczniodw, przy czym dziewczat jest o 4 wiecej niz chtopcow.
Jezyka hiszpaniskiego uczy sie 25 % wszystkich chtopcéw oraz 75 % wszystkich

O dziewczat. Wynika z tego, ze jezyka hiszpanskiego uczy sie 50 % wszystkich
uczniéw tej klasy.

Cwiczenie 7

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O Jezeli oprocentowanie lokaty wynosito 10 % i zostato zwiekszone o 20 %, to
znaczy, ze zwiekszyto sie o 2 punkty procentowe.

Kandydat na burmistrza byt popierany przez 25 % obywateli. W ostatnim czasie
() poparcie wzrosto o 20 punktéw procentowych. Obecnie popiera go 30 %
obywateli.

Cwiczenie 8

Wiadomo, ze 17 % pewnej liczby réwna sie 5,78. Ta liczba to

O 33
O 30
O 34

O 175



Cwiczenie 9

lle procent liczby 80 stanowi liczba 557

O 6%

O 120%

O 60%

O 68,75%

Cwiczenie 10

W skarbcu jest 40 sztabek ztota i 30 sztabek srebra. O ile procent wiecej jest sztabek ztota niz
sztabek srebra?

O 40%

O 33,3)%

O 20%

O 2%



Cwiczenie 11

W koszyku s3 jabtka i gruszki, przy czym liczba gruszek stanowi 80 % liczby jabtek. Wynika
stad, ze liczba jabtek stanowi

() 125% liczby gruszek

() 70% liczby gruszek

() 80% liczby gruszek

() 20% liczby gruszek

Cwiczenie 12

Dtugo$¢ podstawy trojkata ABC wydtuzono o 20 %, a wysoko$é opuszczong na te podstawe
skrocono o 20 %. Pole tak otrzymanego trojkata

() jest wieksze 0 8 % od pola tréjkata ABC

() jest mniejsze 0 4% od pola tréjkata ABC

() jest réwne polu tréjkata ABC

() jest wieksze 0 4% od pola tréjkata ABC



Cwiczenie 13

Lodéwka kosztuje 1600 zt. Jaka bedzie cena lodéwki, jesli podwyzszymy jg 0 30 %, a nastepnie
obnizymy o 30 %7

() 1200 zt

() 1600 zt

() 1456 zt

O 1500 zt

Cwiczenie 14

Gdy beczka z wodg jest w 30 % pusta, zawiera o 30 litrow wody wiecej, niz gdy jest w 30 %
napetniona. Pojemnos¢ beczki jest réwna

(O 90 litrow

() 100 litréw

() 60 litrow

() 75 litrow



Cwiczenie 15

Po dwukrotnej obnizce ceny towaru, za kazdym razem o ten sam procent, jego cena korncowa
stanowi 64 % ceny poczatkowej. O ile procent kazdorazowo dokonywano obnizki ceny
towaru?

() 020%

() 08%

() 06%

() 018%

Cwiczenie 16

Jedna pigta powierzchni czarno - biatej fotografii to kolor czarny, a reszta to kolor biaty.
Fotografia zostata powiekszona. Jaki procent powierzchni powiekszonej fotografii zajmuje
kolor biaty?

40 %

80%

20%

o O O O

60 %



Cwiczenie 17

Cena puszki farby z podatkiem VAT w wysokosci 22 % byta rowna 164,70 zt. O ile ztotych
zdrozata puszka farby, jesli stawka podatku wzrosta do 23 %7

01,35z

01,61zt

o O O

01,3zt

) 01,60zt

Cwiczenie 18

Ktéra z liczb jest wieksza: 51 % liczby 75 czy 75 % liczby 517

Cwiczenie 19

Zmieszano 30 kg stopu zawierajacego 15 % zelaza i 45 kg stopu zawierajacego 20 % zelaza.
Oblicz, ile procent zelaza zawiera powstaty stop.



Cwiczenie 20

Tabela przedstawia zestawienie wynikow sprawdzianu z geografii, ktory pisali uczniowie Ia.

Dane
ocena 1 2 3 4 5 6
liczba uczniow 4 8 11 5% 3 1

a. lle procent uczniéw klasy Ia uzyskato ocene niedostateczng?

b. lle procent ucznidw tej klasy uzyskato ocene co najmniej dostateczng?

c. Jaki procent uczniéw klasy Ia, ktérzy uzyskali ocene pozytywna, stanowig uczniowie
z oceng dobrg ?

Cwiczenie 21

Cena netto zmywarki jest rowna 1100 z}, zas cena brutto telewizora to 3800 zt. Stawka
podatku VAT na sprzet AGD i RTV wynosi 23 %. Oblicz

a. cene brutto zmywarki

b. cene netto telewizora

c. jaki procent ceny brutto zmywarki stanowi jej cena netto

d. jaki procent ceny netto telewizora stanowi jego cena brutto



Cwiczenie 22

Rodzenstwo Marek i Kasia majg dwie prostokatne dziatki. Dtugos¢ jednego z bokéw dziatki
Kasi jest 0 20 % krétsza od dtugosci boku dziatki Marka. Szeroko$¢ boku dziatki Kasi jest o
10 % dtuzsza od szerokosci boku dziatki Marka. O ile procent pole dziatki Kasi jest mniejsze od
pola dziatki brata?

Cwiczenie 23

Jas i Matgosia zdawali egzamin testowy z matematyki. Jas uzyskat 64 % punktéw mozliwych
do zdobycia, natomiast wynik Matgosi byt lepszy od wyniku Jasia o 15 punktéw

procentowych. O ile wiecej procent punktéw otrzymata Matgosia od Jasia?

Podatek VAT

Podstawowym podatkiem, z jakim maja do czynienia zar6wno przedsi¢biorcy, jak i ich
klienci, jest podatek od wartosci dodanej, czyli VAT (Value Added Tax). Jego cecha
charakterystyczng jest to, ze calg wartoscig opodatkowany jest ostateczny konsument danej
CZyNnosci.

Szczegotowe zasady obliczania podatku VAT oraz jego stawki dla okreslonych grup towarow
i ustug ustalane sg aktami prawnymi. Zmieniajgca si¢ sytuacja gospodarcza powoduje
kolejne modyfikacje zarowno stawek, jak i sposobu naliczania VAT, co czyni go jednym

z bardziej skomplikowanych podatkéw w polskim systemie prawnym.

Przy obliczeniach bedziemy uzywac takich poje¢, jak:

» kwota netto - kwota bez podatku VAT,
» kwota brutto = kwota netto + stawka podatku VAT- kwota netto.



Cwiczenie 24

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Zestaw gier komputerowych kosztuje 196,80 zt. Jezeli stawka podatku VAT
(] zostataby zmniejszona z 23 % na 8 %, to przy zakupie tego zestawu
zaoszczedzilibysmy 25 zt.

Cena netto laptopa jest rowna 929 zt. Stawka podatku VAT na sprzet elektroniczny
wynosi 23 %. Markowi wystarczy 1200 zt na zakup tego laptopa.

Cena ksigzki wraz z podatkiem VAT wynosi 47,46 zt. Jezeli stawka podatku VAT na
ksigzki wynosi 5 %, to cena netto tej ksigzki jest rowna 45,08 zt.

O

Podatek PIT

Podatek dochodowy od osob fizycznych PIT (Personal IncomeTax) jest to podatek
bezposredni, obejmujacy dochody uzyskiwane przez osoby fizyczne. W terminie do 30
kwietnia kazdego roku w Urzedzie Skarbowym nalezy ztozy¢ odpowiednie rozliczenie,

w ktorym po ustaleniu podstawy obliczenia podatku, nalicza si¢ kwote tego podatku. Kwota
podatku zaokraglana jest do peinych ztotych.

W roku 2013 podatek PIT naliczany byl zgodnie z tabelg

Tabela
Podstawa obliczenia podatku
w zlotych Podatek wynosi
ponad do
85 598 7} 18% minus kwota zmniejszajaca podatek o
556,02 zt
85 528 zt 14 839,02 zt plus 32 % nadwyzki ponad

85 528 zt

Jesli podatnik speinia odpowiednie warunki, moze skorzystac z ulgi prorodzinnej z tytutu
wychowywania dziecka.

 Ulga dla os6b wychowujacych tylko 1 dziecko - 1112,04 zt rocznie (pod warunkiem, ze
dochoéd roczny nie przekroczyt kwoty 112 000 zi).
» Ulga dla osob wychowujacych wiecejniz jedno dziecko (niezaleznie od wysokosci
dochodow).
Tabela 03



Liczba dzieci Wysokos¢ ulgi rocznie

pierwsze dziecko 1112,04 z} (w przypadku, gdy dochdd nie przekroczy
kwoty 112000 z})

Drugie dziecko 1112,04 zt

Trzecie dziecko 1668,12 zt

Cz‘warte i kazde nastepne 222408 zt
dziecko

Podatek pomniejszany jest o wysokos¢ ulgi.Pozostajacy w zwigzku matzenskim przez
caly rok podatkowy moga rozlicza¢ PIT wspolnie wedlug nastepujacej zasady:

e sumujemy podstawy opodatkowania obojga matzonkow,

» otrzymang kwote dzielimy przez 2, wynik traktujemy jako postawe obliczania podatku
PIT,

» obliczamy nalezny podatek wedlug odpowiedniej skali podatkowe;

» mnozymy kwote podatku przez 2.

Ostateczng kwote podatku do zaptacenia (po uwzglednieniu wszystkich odliczen)
zaokragla sie do peinych ztotych.

Cwiczenie 25

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

W rozliczeniu podatkowym pani Joanny podstawa opodatkowania jest réwna
() 112 560 zt. Podatek PIT, ktéry zaptaci pani Joanna przekroczy wiec kwote
25 000 zt.

W rocznym rozliczeniu podatkowym pan Jacek wykazat, ze podstawa naliczenia
() podatku PIT w 2013 roku, od jego dochodéw wynosita 58 625 zt. Podatek, ktéry
zaptaci za ten rok to 9 996,48 zt.




Cwiczenie 26

Podstawy obliczenia podatku PIT w 2013 r. wynosity odpowiednio: od dochodéw Marty -
98 564 zt i od dochodow jej meza Jana - 79 366 zt.

a. Jaka kwote podatku zaptacit kazdy z matzonkow, jesli rozliczali podatek osobno?

b. lle zaoszczedziliby jako rodzina, jesli rozliczyliby podatek wspélnie?

Cwiczenie 27

Dorota wychowuje samotnie corke i syna. Jej podstawa obliczania podatku od dochodu
w roku 2013 wynosi 132 450 zt. Jaki podatek zaptaci Dorota, jesli wykorzysta ulge
prorodzinng?

Cwiczenie 28

Wspdlna podstawa opodatkowania dochodéw dla Ani i Wojtka wynosi w 2013 r. 152 469 zi.
Czy zaptacony przez nich podatek przekroczy 23 000 z1, jesli skorzystaja z ulgi z tytutu
wychowywania tréjki dzieci?

Cwiczenie 29

lle kilograméw czystej wody dolano do 15 % roztworu wodnego saletry potasowej, jezeli
otrzymano 10 kg roztworu o stezeniu 6 %?

Cwiczenie 30

Wiasciciel sklepu otrzymat 15 % rabat w hurtowni. Za 1 kg cukru zaptacit wtedy 3,40 zl.
Oblicz, jaka cene zaptacitby za 1 kg cukru, gdyby nie otrzymat rabatu.

Cwiczenie 31

Litr benzyny kosztowat w grudniu 5, 20 zt. W kolejnych miesigcach cena benzyny zmieniata sie
nastepujaco: w styczniu - wzrosta o 12 %, w lutym - spadta o0 14 %, w marcu wzrosta o 5 %.
Jaka byta cena litra benzyny na koniec marca?



Cwiczenie 32

Liczba chtopcéw w klasie Ic jest o 70 % wieksza od liczby dziewczat w tej klasie. Jaki procent
catej klasy stanowig dziewczeta?



Zadania generatorowe

| Cwiczenie 1

| Cwiczenie 2



Dziatania na potegach

wykiladnik potegi

podstawa potegi

Przypomnijmy

« Potega a” o wyktadniku naturalnym (n > 1) nazywamy iloczyn n czynnikéw, z ktorych
kazdy jest rowny a.

a*=a eaeqe...... °a.
n czynnikow

1

e Przyjmujemy, ze a® = 1 dla a # 0 oraz a' = a.

« Dla kazdejliczby naturalnejn i dla dowolnejliczby a # 0 przyjmujemy a™" = a—ln

Twierdzenie: Dziatania na potegach 01
 lloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c




Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wykiadniki, a podstawe
pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
—25, | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
7 pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c

(an)m — anom.

I
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(an)m = am.n |

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 lloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".


https://zpe.gov.pl/a/D9yvb6PII
https://zpe.gov.pl/a/D9yvb6PII

SRR O & b i gs o e

(@a-b)'=3". p"

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/D9yvb6PII

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D9yvb6PII

Zadania

Cwiczenie 1
Zaznacz poprawne stwierdzenia.
() Liczba —4? jest réwna 16.

() Liczba (—4)? jest réwna 16.

() Liczba 376 jest réwna -3

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

() Liczba (%)ﬁest rowna 216,

() Liczba 25 jest réwna 58.

12
() Liczba (ﬁ) jest rowna 7°.



Cwiczenie 3

Suma odwrotnosci trzech poczatkowych liczb pierwszych jest rowna

O (1—1 vo g 3—1)

O 2714314571

O (214314517

O w5
Cwiczenie 4

5 6 . ,
Utamek % jest rowny

O 3
O 12
O 3

O 14



Cwiczenie 5

Liczbe 0,0000000000345 mozna zapisa¢ w postaci

34,510 "

3,45e10°1°

o O O

3,45 1071

() 34,5107}

Cwiczenie 6

Cwier¢ liczby 8190 to

2300

825

9298

o O O

O 850

Cwiczenie 7

Suma 4100 4 4100 4 4100 4 4100 jest réwna

16100

4101

16400

o O O O

4400



Cwiczenie 8

Dane s3 liczby: ¢ = 8%, y = 273, z = 38, Wtedy

o O O
< |8
I

O Jez= 618
Cwiczenie 9
Oblicz.

a. 5%

b. —5°



Cwiczenie 10

Oblicz.

Cwiczenie 11

Podane liczby zapisz w postaci potegi o podstawie 2.
a.22e4 26 %
b. 512%° e (1024%)°
be(-3)

A1) 7))

(%
d. (—2)°256 2



Cwiczenie 12

Wykonaj dziatania.

712+714
a.- 710

11111_11113
b' 11110

318+319+320+321
320+322

Cwiczenie 13

Zapisz wyrazenie w postaci potegi o podstawie a i wyktadniku catkowitym.

3qp 4 6
a’ea a
a. 0,75 (a—3)2
(a3)2oa2
-1
b. W ®q
c a—33eql3
@)

Cwiczenie 14

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

() Liczba 328 jest réwna 256°.
() Jezeliz =4e05%iy=20%tox =y.

. 164423 | ;
(] Liczba 2 8}31 jest rowna 162,

() Liczba 520 e 25 jest rowna 52°.



Cwiczenie 15

Zaznacz poprawne stwierdzenie.
Liczba 37 : 67 jest réwna %.

Utamek 33—%3 jest réwny 64.

352013 4 52014
52013493

O o 0O

Réwnos¢ = 1 jest prawdziwa.

[ ] Liczba 2° e 5° jest réwna 100000.

Uwaga!
Porownujac potegi o tych samych podstawach dodatnich a, musimy pamietac, ze:

o dlaa > 1 wigksza jest ta potega, ktora ma wiekszy wyktadnik,
e dlaa < 1 towieksza jest ta potega, ktora ma mniejszy wyktadnik.

Cwiczenie 16

Dane s3 liczby a = 55* i b = 55%.

() Prawdziwa jest nieréwnosé a > b.

() Prawdziwa jest nieréwno$¢ a < b .

Cwiczenie 17

Dane sa liczby m = 22% i n = 44?2,

() Prawdziwa jest nieréwnos$é¢ m < n.

() Prawdziwa jest nieréwno$¢ m > n .



Cwiczenie 18
Przeciagnij i upusc.

32 ‘4% ‘2%”2—% ‘2—% ‘2% ‘4—% ‘3—%”2—% 32 (|37 || 237
3%
Ciekawostka

Poteg o wyktadniku catkowitym uzywamy do zapisywania liczb bardzo matych lub bardzo
duzych. Stosujemy wtedy notacje wyktadnicza, np.:

« 6,02 10?2 mol ! to liczba Avogadro oznaczajgca liczbe czasteczek materii
znajdujacych si¢ w jednym molu tej materii,

o 3 10° m/s to predkoéé $wiatla,

e 1,66 - 10 — 27 kg to masa pojedynczego atomu wegla,

o 3,84 @ 10% m to érednia odlegtos¢ Ksiezyca od Ziemi.

Wazne!

Liczba zapisana w notacji wyktadniczej ma posta¢ a e 10%, gdzie 1 < a < 10 oraz k jest
liczba catkowitg.



125000000000 = 1,25 - 10!

11 cyfr

0,00000000359 = 3,59 . 10
9 cyfr

Cwiczenie 19

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

() Liczba 2,37 @ 10~° jest mniejsza od 3,24 e 10.
() lloczynem liczb 5,6 ® 10'° 13,5 1077 jest liczba 1,96 & 10°.
() Liczbhaa=2,4e 107° jest 3 razy wieksza od liczby b = 8 1077

() Liczba 6,52 e 1076 jest rowna 0,000652.

i



Dziatania na pierwiastkach

« Pierwiastkiem kwadratowym z liczby nieujemnej a nazywamy liczbe nieujemna b taka,
ktora podniesiona do drugiej potegi jest rowna a.
Zatem, dla dowolnejliczby nieujemnejay/a = b wtedy i tylko wtedy, gdy b*> = a i
b>0.

« Pierwiastkiem sze$ciennym z liczby @ nazywamy taka liczbe b, ktora podniesiona do
trzeciej potegi jest rowna a.
Zatem, dla dowolnejliczby a</a = b wtedy i tylko wtedy, gdy b* = a.

Zauwazmy, ze powyzsze definicje r6znig si¢ wylgcznie zalozeniami dla liczb a i b. Poniewaz
b? jest zawsze liczba nieujemna, to pierwiastki kwadratowe obliczamy wytacznie z liczb
nieujemnych. Natomiast > moze by¢ zaréwno ujemne, jak i nieujemne, dlatego pierwiastek
szeScienny obliczamy z dowolnejliczby a.

Podobnie mozemy zapisa¢ definicje pierwiastka stopnia n wigkszego niz 1, pamietajac

o odpowiednim zatozeniu dotyczacym liczby podpierwiastkowe;j.

« Jesli n jest liczbg parzysta wieksza od 1, to pierwiastkiem stopnia n z liczby nieujemne;j
a nazywamy liczbe nieujemnag b taka, ktéra podniesiona do potegi n jest réwna a.

Ja=b << b"=a

 Jesli n jest liczbg nieparzystg wiekszg od 1 to pierwiastkiem stopnia n z liczby a
nazywamy liczbe b taka, ktora podniesiona do potegi n jest rowna a.

Ja=b < b"=a
Twierdzenie: Dziatania na pierwiastkach

Jesli a i b sg liczbami nieujemnymi, n i m s3 liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, k jest
dodatnig liczbg naturalng, to

. Vash={/ae b
JE=Y b0
({L/E)n:a
(va)* = V/aF

Jesli w powyzszym twierdzeniu liczby n i m (stopnie pierwiastkow) sa nieparzyste, to

twierdzenie pozostanie prawdziwe rowniez dla ujemnych liczb podpierwiastkowych (a
lub b) .




Zadania. Czesc |

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

() Liczba 4§—§jest rowna 2%.

() Liczba —¥/—512 jest ujemna.

(O Liczba v/ 289 jest rowna 17.

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawne stwierdzenie.
() Liczba ¥/36 e ¥/6 jest liczba catkowita.
(] Liczba /7 : v/28 jest réwna %.

() Liczba \/5 ° \/3_2jest rowna 8.

Cwiczenie 3

Zaznacz poprawne stwierdzenie.
(] Liczba 2v/21 jest rowna V42.
(] Liczba \/ﬁjest réwna 15v/7.
() Liczba v/261 jest réwna 3+/29.

(] Liczba 3\/3jest réwna v/45.




Cwiczenie 4
Zaznacz poprawne stwierdzenie.

(] Liczba % jest rowna 3+/2.

(] Liczba % jest réwna %
. 3 . . 35

(] Liczba = Jestrowna =g=.

(] Liczba % jest rowna v/7.

Cwiczenie 5

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

— 12
(] Liczba <\/\/ \/6) jest rowna 6.

—2
-1
(] Liczba <(—2\/3) ) jest liczba dodatnia.
4
(] Liczba (2\/5) jest wieksza od 1.

-3
(] Liczba (%) jest mniejsza od 1.



Cwiczenie 6

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

(O Prawdziwa jest rownos¢ /3555 4 3555 4 3555 — 3555,

() Woynikiem dodawania 4/50 + \/ﬁ + 1/ 32 jest liczba 10V/2.
() Wynikiem dodawania 299 + 2999 jest 21000,
Cwiczenie 7

204 93¢0 49 1:273 .
271_,’_272_'_2—3 J

Liczba est

mniejsza od 1

niewymierna

o O O

catkowita ujemna

(O naturalna

Cwiczenie 8

16
Liczba ( vV \/§> jest rowna

O 3
O 3v3
O 9v3

O 3



Cwiczenie 9

Liczba v/—8 @ ¥/ —512 jest réwna

—9—4

94

2—4

o O O

O 2

Cwiczenie 10

Dane sg liczby: x = —v/—64, y=v9, 2= g—i Prawdziwa jest rownos¢

O z=zey

O z=-t
- Z

Q z_y

Cwiczenie 11

Oblicz.

a. /125 + v/405 + /20

b. V50 — 2v/72 + /800

c.v/98 — /162 + /288

d. ¥/108 + ¥/500 — 5+/32



Cwiczenie 12

2
Udowodnij, ze jesli z = (23)4 o (6%1)_2 orazy = (25 . \3/§) ,tox = 9%
Cwiczenie 13

.. o o L. (372)%32
Wykaz, ze prawdziwa jest nieréwnosc¢ % > ( 3v/ 27)



Zadania. Czesc Il

Cwiczenie 1
Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gérne;.

liczby dodatnie

liczby ujemne

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusc.

,,,,,,,,,,,,,,

V= || v=s8| v |

V2|

Vi| 33

) 4]

V77 || Vi

\3/_

oo



Cwiczenie 4
Potacz w pary.

v V3
3v3 5v3
2 3
3 9
V3 2v/3
2 23
3V3 9
Cwiczenie 5
Potacz w pary.
5v/2 V125
5v/5 /50
27 V150
24/5 V28
V2 V20
5v/6 V98
5v/3 V75
Cwiczenie 6
Potacz w pary.
44/2 /128
2¢/4 /162
3v/2 /32

2v/2 /32



Cwiczenie 7

Uzupetnij tabele.
Dane
Zapis dziesietny Notacja wyktadnicza
1350000000000000 1,35 @ 10%
13500000000000 1,35 10 -
1,36 ¢ 10™
0,0000000000000135 1,350 10 -
1,35 010 12
0,00000000000136 ...e10712
Cwiczenie 8

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadnicze;j.
a. (5,3010°) e (1,4010%)
b. (6,4 010%°) e (20 10"%)

c.(8,6010'%) e (40107 '%)

d 2,98e10"!
* 1,49010'8

3,15010%!
" (2,1010")e(2,5010°)




Dziatania na wyrazeniach algebraicznych

Juz wiesz

« Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, x, y zachodzi prawo rozdzielno$ci
mnozenia wzgledem dodawania

a(z + y) = ax + ay.

o Jedli do powyzszego wzoru zamiast y wstawimy liczbe do niej przeciwnag, czyli (—y),
to otrzymamy

a(z + (—y)) = a(z — y) = ax — ay.
» Na podstawie prawa rozdzielno$ci mozemy zapisa¢ réwniez

(a+b)(z+y) =alx+y)+ bz +y) = ax + ay + bx + by.
Przyktad 1

Ilustracja graficzna mnozenia liczby przez sume algebraiczna.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DfIniLIHo


https://zpe.gov.pl/a/DfJniLIHo

R e e ey,
FrrreTR R

24"4ﬁ=4.(6_ﬁ)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

4 Wyrazenie 6a2b - 10ab? + 24ab zostato zapisane jako iloczyn 2ab « (3a - 5b + 12).
| T S gy

rrervYy TEFE P

6a°b - 10ab? + 24,p — 2ab- (3a - 5p + 12)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DfJniLIHo
https://zpe.gov.pl/a/DfJniLIHo

‘!';'7-/-} Wyrazenie 3x (x - 1) + 2x (x + 3) (x - 1) zostalo zapisane jako iloczyn

27 x(x-1)(2x +9).
" ,' ! :-!; w‘-:, - e l =F )
i - -

' T I 7 W . o

3x (x - 1)+2x(x+3)(x 1)i=
=Xx(x- 1)(2x+9)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DfJniLIHo

Zadania

Cwiczenie 1

Wskaz poprawne stwierdzenie.

[ ] lloczyn 99 e 89 jest rowny 9000 — 100 — 90 — 1.
[ ] lloczyn 8 e 1256 jest rowny 8000 + 1600 + 400 + 48.

(] lloczyn 65 e 74 jest rowny 4200 + 350 + 24 + 20.

Cwiczenie 2
Wskaz poprawne stwierdzenie.

2 _x—2.

[ ] Dladowolnej liczby = zachodzi réwnosé (z — 2)(z + 1) =

() Wyrazenie 2z(3 — 5z) + 10(z? — z + 4) jest réwne 4(10 — z).

() Jezelia = Sz(5z —8) orazb = 222 —4z,toa =b.
Cwiczenie 3

Wskaz poprawne stwierdzenie.

#.12975 #.12976 #.12974




Cwiczenie 4

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Dla pewnej liczby dodatniej a jedna z przekatnych rombu jest réwna 6a + 5,
(] adruga jest od niej krétsza o 3. Z tego wynika, ze pole tego rombu jest réwne
36a% + 42a + 10.

0 Jeden z bokéw prostokata jest réwny x, a drugi jest o 5 dtuzszy od potowy
pierwszego boku. Wtedy pole tego prostokata jest rowne 2z + 5z.

W tréjkacie rownoramiennym wysokos$¢ opuszczona na podstawe dtugosci 3b jest
(] réwnabb— 2 (dlab > %). Z tego wynika, ze pole tego trojkata jest rowne
4b% — 3b.

Cwiczenie 5

Zaznacz poprawne stwierdzenie.
(] lloczyn (\/5 - 1) (\/5 - 2) jest réwny 8.
(] Liczba (2\/5 — 3) (3\/§ — 4) jest wieksza od 5.
(] Liczba (\/5 + 2\/§) (\/5 — \/5) — 1 jest dodatnia.

(] Liczba \/5(\/5 - \/3_2) jest catkowita.



Cwiczenie 6

Wskaz poprawne stwierdzenie.

Dla dowolnych liczb x i y wyrazenie z(y — 4) + 5(y — 4) jest réwne
(y —4)(z +5).

Liczba 35 + 7\/§jest rowna 7(5 + \/§)

Dla dowolnych liczb z i y wyrazenie 523y — 10zy? jest réwne 5 xy(az2 — 2y).

Cwiczenie 7
Oznaczmy: W = z(8z + 11) — (2z — 1)4x + x. Wtedy
() dlaz = — warto$¢ wyrazenia W jest réwna (—7%)
(] istnieje taka liczba z, dla ktérej warto$¢ wyrazenia W jest réwna 0

(] dlaz =1 warto$¢ wyrazenia W jest réwna 1

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dt4dknqVZj

Animacja

114

O

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dt4dknqVZj

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/Dt4knqVZj
https://zpe.gov.pl/a/Dt4knqVZj

Cwiczenie 8

Dane s dwa prostokaty. Pierwszy o bokach a i b, drugi o bokach ci d. Odcinek a jest potowa
boku ¢, natomiast d = b + a. Wynika z tego, ze

(] pole drugiego prostokata jest rowne b? + 2 ab

(] a—b=c—d

()] b=d— 3¢
(] ¢=50%a
Cwiczenie 9

Zaznacz zdanie, ktore jest prawdziwe.

3c

() Jezeli dodatnie liczby a, b, c spetniaja zaleznos¢ ab = ¢(3¢ — a), toa = T

() Jezeli dodatnie liczby z, y, z spetniaja zaleznos¢ (z + y)z = 1, to x = gl

() Jezeli dodatnie liczby k, I ,m spetniaja zaleznos¢: 2]{:(l2 — m) =5,tom =



Przyktady

Przyktad 1
Zapisz iloczyn w postaci sumy.

a. (3a +2)(3a + 2)
b. (2 + 4z)(2 + 4x)
c.(z+y)(z+y)

Korzystamy z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania.

a. (3a+2)(3a + 2) = (3a)” + 6a + 6a + 4 = 9a2 + 12a + 4
b. (2 + 4z)(2 + 4z) = 4+ 8z + 8z + 1622 = 4 + 16z + 162>
c.(z+y)(z+y) =2*+xy+xy+y° =2+ 2xy +9°

Iloczyn dwoch takich samych wyrazen to inaczej kwadrat danego wyrazenia.

(z+y)(z+y) =(z+y)’ =2+ 2xy +

22» ZAPAMIETA)!
Kwadrat sumy dwoch wyrazen jest rowny kwadratowi pierwszego wyrazenia
plus podwojony iloczyn pierwszego wyrazenia przez drugie
plus kwadrat drugiego wyrazenia.

7 [ T r:f_ " i 7 - ] o —_—

r:rrrrrr‘r‘”r’-‘rfﬁ

KWADRAT sumy PODW |

DWOCH WYRAZER @PIERWS?S(?S L%S:ggﬁm |
211 PRZEZ DRUGIE

(x +y) = X% + 2xy + 2
KWADRA
PIERWSZEEO@ @ R

WYRAZENIA DRUGIEGO .
WYRAZENIA !

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Graficznie mozna ten wzor zilustrowac, obliczajac pole kwadratu o boku a + b.



https://zpe.gov.pl/a/DiDjdo3UG

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DiDjdo3UG
Przyktad 2

Oblicz.
a. (a—3)°
b. (4z — 1)°
2
c.(z—y)

Roznice dwoch wyrazen zapisujemy w postaci sumy i korzystamy ze wzoru na kwadrat
sumy. Otrzymamy wtedy

(a—3)°=(a+(-3)’=a’+2e(-3)ea+(-3)°=a’>—6a+9
4z —1)° = (4z + (-1))° = (4z)° + 20 (—1) e 4z + (— ) — 1622 — 8z + 1
(z-9)’ = (x+(-9) =2 +2e0ze(-y)+(-y) =2* — 2xy + 9

6 o

Otrzymujemy wzor na kwadrat roznicy dwoch wyrazen

(z — y)2 = 2% — 2xy + 2.
Przyktad 3

Zapisz iloczyn w postaci sumy.
.3z —1)(3z +1)

b. (2a — 4)(2a + 4)
c.(z+y)(z—y)

Korzystajac z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, otrzymujemy

a(B3z-1)Bzx+1)=92> -3z +3z—-1=9z> -1
b. (2a — 4)(2a + 4) = 4a*> — 8a + 8a — 16 = 4a® — 16
C

(z+y)(z—y) =2 —xy+xy—y* =2 — ¢


https://zpe.gov.pl/a/DiDjdo3UG

Zauwazmy, ze po pomnozeniu sumy dwoch wyrazen przez ich roznice, otrzymamy
roznice kwadratow tych wyrazen:

(z+y)(z—y) =" — 9.

Y2z2) ZAPAMIETA

Iloczyn sumy i roznicy dwoch wyrazen jest rowny roznicy
kwadratu pierwszego wyrazenia i kwadratu drugiego wyrazenia.

Y

I | TP T
Cere reyvg FF
ILOCZYN |
SUMY I ROZNICY @ ROZNICA |

(X+y)(x-y)=x2.

KWADRAT @ KW |
AD
PIERWSZEGO DRUGIESI) |

WYRAZENIA WYRAZENIA

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przyktad 4

Ten wzor mozemy zilustrowac graficznie, porownujgc pola szesciokata i prostokata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DiDjdo3UG


https://zpe.gov.pl/a/DiDjdo3UG
https://zpe.gov.pl/a/DiDjdo3UG

Zadania, zadania generatorowe

Cwiczenie 1

Oblicz bez uzycia kalkulatora.
a. 209
b. 2977
c.203 ¢ 197

Cwiczenie 2

Wskaz réwnosci prawdziwe dla wszystkich liczb rzeczywistych x i a.

) (a+5)* = a2+ 10a + 25

() 2(z—4)(z+4) + 32 = 222

(] (w+3\/§>2=x2—|—6x\/§+18

) (2 —4)° = 42®> — 8z + 16




Cwiczenie 3

Oblicz, korzystajgc ze wzoréw skroconego mnozenia.
2
a. (\/5 + 3)
2
b. (3 - f5)
2
. (3v2+2V3)
2
d ($v2-$v3)

Przyktad 1

o Zapisz sume z? + 8z + 16 w postaci potegi, wykorzystujac wzoér skroconego
mnozenia. Sume

22+ 8z + 16

zapiszemy w postaci kwadratu pierwszego wyrazenia, podwojonego iloczynu obu wyrazen
oraz kwadratu drugiego wyrazenia

22+ 82 +16=2>+2e4 0 x + 42
Zatem
2 2 2 _ 2
z°+8x+16=a"+2edex+4°=(x+4)".

o Sprawdz, czy wyrazenie x2 + 5z 4 16 mozna zapisa¢ w postaci kwadratu sumy dwéch
wyrazen, wykorzystujac wzor skroconego mnozenia.

Jesli wyrazenie
z? + 5z + 16

jest kwadratem sumy dwoch wyrazen, to oznacza, ze pierwszym wyrazeniem jest z,
a drugim 4 (kwadraty tych wyrazen to odpowiednio 2 i 16). Musimy sprawdzi¢, czy
wyrazenie 5z jest podwojonym iloczynem.

20401 =8z # 5z



7 tego wynika, ze sumy z° + 5 + 16 nie mozna zapisa¢ w postaci kwadratu sumy dwéch
wyrazen.
Przyktad 2

Podane wyrazenia zapisz, jesli bedzie to mozliwe w postaci iloczynu, wykorzystujac wzor
skroconego mnozenia na réznice kwadratow.

o« 1225

Wyrazenie jest roznicg kwadratow liczb z i 5. Zatem na podstawie wzoru skroconego
mnozenia otrzymujemy:

2 —25 =22 - 5= (z —5)(z +5).
o 2210

Wyrazenie jest roznica kwadratow liczb i 4/10, wiec

2

:1:2—10251:2—(@) :(:1:—\/1—0)(1:+\/1_0)
e 22414

Wyrazenia nie mozna zapisa¢ w postaci roznicy liczb rzeczywistych nieujemnych, zatem
nie mozemy skorzysta¢ ze wzoru skroconego mnozenia.
Przyktad 3

Wykaz, ze liczba 29 + 12/5 jest kwadratem liczby 3 + 2+/5.
Aby przeprowadzi¢ dowdd, wystarczy wykazac, ze

(3 + 2%5)2 =29 +12v/5.

Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia (na kwadrat sumy) otrzymamy
2 2 _ _
(3+2v5.) =9+2e302v5+ (2v5) =9+12v5+20 =29+ 12V5.

Z tego wynika, ze liczba 29 + 12\/5jest kwadratem liczby 3 + 2v/5.
Przyktad 4

Znajdz liczbe postaci a + bv/3, gdzie a i b sg liczbami catkowitymi, ktorej kwadrat jest
rowny 19 — 8+/3.

W znalezieniu takiejliczby pomoze wzor skroconego mnozenia na kwadrat roznicy. Liczbe
8v/3 mozemy zapisa¢ na przyktad w postaci

8\/5220202\/5

lub



8\/522040\/5,

czyli jako podwojony iloczyn liczb odpowiednio 2 i 2v/3lub4i /3. Sprawdzimy, w ktorym
przypadku suma kwadratow tych liczb jest rowna 19.
Dane

jesli przyjmiemy, ze 8v/3 = 202 2+v/3,to | jesli przyjmiemy, ze 8v/3 = 20 4 0+/3, to
\ 2 \2
2+ (2v3) =4+12419 £+ (V3) =16+3=19

2 2
Z tego wynika, ze liczbe 19 — 83 mozemy zapisac jako (4 — \/5) lub jako (\/5 — 4) .

Zatem istniejg dwie liczby, ktorych kwadrat jest rowny 19 — 8v/3 . Jest toliczba 4 — /3

i liczba do niej przeciwna V3 —4.
Przyktad 5

Wykaz, ze liczba + /2 jest catkowita.

\/_

Wykazemy, ze podana liczba jest catkowita, usuwajac niewymiernos¢ z mianownika
ulamka. W tym celu pomnozymy licznik i mianownik utamka przez takie wyrazenie, aby
w mianowniku otrzymac roznice kwadratow. Zatem

SRR, ST SV SING S ca BNV, S G R S S

2+\/2 2—/2

Liczba 2 jest catkowita, zatem liczba

2 . .
V3 +/2 jest catkowita.

Cwiczenie 4

Liczba \@(5\/_ — 6) + 3(4 — 2\/5) — 22 jest rébwna

O 0

O —12v2



Cwiczenie 5

Dla a = —1 warto$¢ wyrazenia a(3a — 1) + 2a(a — 3) jest réwna

O 2
O 12
O -2

O 0

Cwiczenie 6

Dla dowolnej liczby  wyrazenie (3&02 — 4) (2:1;2 + 6) jest réwne
O 6z + 102 — 24
(O 6z — 10z + 24
(O 6z* + 1022 + 24

(O 6z* —102% — 24

Cwiczenie 7

Dla dowolnych liczb a i b wyrazenie —3a? + 3ab + 6b? jest rowne
—3(a + 2b)(a — b)

—3(a — 2b)(a + b)

3(a — 2b)(a + b)

o O O O

3(a + 2b)(a — b)



Cwiczenie 8

Jezelia =6z —4i b= 5 to

%a?b =922 - 122+ 4

5a%b = 36x% — 48z + 16

o O O

5a’b = 1822 + 8

O a’=1822 — 24z + 8

Cwiczenie 9

Dla dowolnych liczb a, bi ¢ wyrazenie (a — ¢)(b — a) — (a — b)cjest rébwne

O —a’
() ac—a?
() bc — a?

() ab—a?

Cwiczenie 10

Dla pewnej liczby dodatniej a podstawa tréjkata jest rowna 4a + 6 . Wysokos$¢ opuszczona na
te podstawe jest od niej o 2a — 2 krétsza. Pole tego tréjkata jest rowne

4a? + 10a + 6
8a? + 44q + 48

8a? + 20a + 12

o o O O

4a? + 22a + 24



Cwiczenie 11

Wyrazenie 1 — 5z po roztozeniu na czynniki ma postac

O (1-v5e) (1+v5)
O (1-5z)(1+5z)
O (1 vEe) (1= vae)

O (1—\/533>(1—l—5a:)

Cwiczenie 12

Warto$¢ wyrazenia(3z — 2)(3z + 2) (922 +4) dlaz = V2 jest réwna

O 307
O 308
O 309

O 305

Cwiczenie 13

5

Liczba PREW;

jest réwna

10v/2 + 15

15 + 10v/2

—2v/2 -3

o O 0O O

22+ 3



Cwiczenie 14
Oblicz w pamieci.
a.7e89
b. 6 e 203
c.8 0397
Cwiczenie 15
Oblicz.
a.2013' — 2011 ¢ 2013° — 2 ¢ 2013°

b. 4004 e (4004%° — 4004%°)



Cwiczenie 16
Wykonaj mnozenie.
a. (1 — 9z)(2 + 6z)
b. (2z + 3)(4 — z?)
c.(z+y+2)(xy + o +2%2)
d. +(5y — 9)(3y + 4)
e (32— 35)(32+7)
f. (3z% + 2z — 1)(2z — 4)
g (49 —2y+5) (P +y—2)

h. (52— v3) (V22 + V6)
i ﬁ(a - ﬁ) (3a - 4\/3)

i (ﬁm + ﬁ) (mx _ ﬂ)



Cwiczenie 17

Wytacz wspélny czynnik przed nawias.
a. 4ab® — 2a®b + 6ab
b. 223y + 18x2y* + 91>
c. 4z(z — 3) + 22%(x — 3) — 623 (x — 3)
d.3a(a+5)(a—1)+9a(a—1)(a+3) —6a(a —1)(a+2)
e.2z—1)%(x+3)+4(x—1)(z+3)°+6(x—1)(z+3)
f. z2y? + 23y + 3xy
g r2? +xyz + 222+ 3z + 2%y + 3z

Cwiczenie 18

Uprosc wyrazenie, a nastepnie oblicz jego wartosc¢ liczbowa dla podanej wartosci .
a. (22 —3)(3z—1) —3 dlaz =23
b. dz(z — 3) + 2z(1 — 2z) +3dlaz = 1+ + 2
c.3z2(2z + 1) + (4 — 3z) daz = /5
d.(4z —1)(2—3z) — (z — 1)(z — 2) dlaz = —3+/5
e. (2z —3)% +2(z? — 4) (22 + 4) — 3(10 — 4z) dlaz = 3/10

f.6(z—1)(x+1)+4(z —3)(z+3)+2(x —5)(z+5)dla x =1+ 22



Cwiczenie 19
Kazdej figurze przyporzadkuj wzor opisujacy jej pole.
a. P = 2a® + 5a
b.P=2a"—2a-3
c.P=2d*—-34a-1
d.P=2d®>+ %a
e.P=2a>—a—6

f.P=2a%+ 3a

g.P=2a>—a+6

2a

O
2a+5

L



43+ 3

II.

C
Romb, w ktérym dtugosci przekatnych sg réwne:
AC| =4a+1
IBD|=a—-2
D B
A

Iv.



N —

4a+5

2a+6

AB||CD

AD || BC

AB || CD



6a+9

Cwiczenie 20

Boki prostokata sg rowne a + 5 i 2a + 5, gdzie a jest liczbg dodatnia. O ile zmieni sie pole
prostokata, jesli dtugosc pierwszego boku zwiekszymy o 3, a dtugos¢ drugiego zmniejszymy o 4?
Podaj odpowiednie zatozenia.

Cwiczenie 21

Zapisz wyrazenie opisujace pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu przestawionego na
rysunku. Krawedzie prostopadtoscianu sg rowne y + 4, z + 6, x + z, gdzie z, y, z to liczby
dodatnie.

X+z

/ z+6

Cwiczenie 22

V31 3(“/5_1)

o314 5 — 1 jest prawdziwa.

Wykaz, ze rownos¢



Cwiczenie 23
Potacz w pary.

4% — 1 (z+1)
x? -2z +1 (2z —1)(2z + 1)
4z? — 4z + 1 (2z 4 1)*
2’ +2z+1 (z —1)°

2 —1 (2z — 1)
4z’ + 4z + 1 (z—1)(z+1)

Cwiczenie 24
Potacz w pary wyrazenia z ich stownym opisem.

suma kwadratéw dwéch wyrazen

(r—q)®
potrojony kwadrat sumy dwoch 9
vraser (p+q)
yrazen
odwrotnos¢ sumy dwoch wyrazeh p? + ¢*
suma odwrotnosci dwéch wyrazen 3(p+ q)2
odwrotnos¢ réznicy kwadratéw dwoch 1
wyrazen ptq
odwrotnos$¢ kwadratu réznicy dwoéch 1
wyrazen p-¢
kwadrat sumy dwoch wyrazen 3pq

potrojony iloczyn dwéch wyrazen

ASHE



Cwiczenie 25
Potacz w pary.

Zadania generatorowe

| Cwiczenie 26
| Cwiczenie 27

| Cwiczenie 28

9+ 44/2

4+ 23

7—4v3

4—2v3



Potega o wyktadniku wymiernym

Definicja: Potega o wyktadniku %

Dla dowolnejliczby nieujemnej a i liczby naturalnejn wigkszej od 1 przyjmujemy

W szczegolnosci, gdy m = 1 otrzymujemy av = {/a. Rownos¢ te przyjmujemy tez dla
a=0.

Poznane wczesniej twierdzenia o dziataniach na potegach o catkowitych wyktadnikach sa
prawdziwe rowniez wtedy, gdy wyktadnik jest liczbg wymierng. Mamy zatem:

Definicja: Dziatania na potegach

Dla dowolnejliczby dodatniej a i dowolnych liczb wymiernych z i y prawdziwe sg
rownosci

o a® e a¥ = a”"Y (wzor na iloczyn poteg o tych samych podstawach)
gy = a” ¥ (wzdr na iloraz poteg o tych samych podstawach)

e (a®)Y = a**¥ (wzor na potege potegi
g g

Dla dowolnych liczb dodatnich ai b oraz dowolnejliczby wymiernejz prawdziwe s3
rownosci

e a” e b” = (a e b)” (wzbr nailoczyn poteg o tych samych wyktadnikach)

« = = (%)x (wzor nailoraz poteg o tych samych wykladnikach)



Cwiczenie 1
Potacz w pary.

-~ o
) Ny @l
o 2N [IEN
| e w =

V2 2%

87 /0.5

V4 V8
(0.5)7 2%

=
5 3

Przyktad 1

Wykazemy, ze

=
|~

327 + 187 = 987,

Po lewej stronie rownosci zamieniamy potegi na pierwiastki.
327 + 187 = V32 + VI8 = 4v/2 + 3v2 = TV2.
Po prawej stronie rownosci postagpimy podobnie
087 = /08 = 7v/2
Z tego wynika, ze obie strony rownosci sg rowne.
327 + 187 = 987
Przyktad 2

1
Sprawdzimy, czy liczby ¢ = 37 + 2 oraz Y= (7 +4e 3%) ’ sa rowne.

Podnosimy liczbe do kwadratu



. 2
z? = (37 + 2)
Stosujemy wzor na kwadrat sumy.
1 2 1)2 1 1 1
(3% +2) = (37) +202037 +4=3+ 4038 +4=T+4de3:
Podobnie podnosimy do kwadratu liczbe y.
1 5 2 1 1 1
= ((7+4-3v)2> = (7+403%) =7+4032
Zatem

Liczby z oraz y sa dodatnie. Stad, ze ich kwadraty sa rowne, wynika, ze liczby rowniez sa
rowne.



Zadania

Cwiczenie 1
Przeciagnij i upusc.

..........................................

__________________________________________

é/mHﬁ% ‘6%

V004 |

Cwiczenie 2

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3 i wyktadniku wymiernym.

a. v243




Cwiczenie 3
Oblicz iloczyn. Wynik zapisz w postaci potegi o wyktadniku wymiernym.
a.v/9e+/27
b. /0,2 ® v/25
c. 1125 e /125
d.8v2 e 432
Cwiczenie 4
Sprawdz, czy liczba x = 2\?’/1 spetnia nieréwnosé¢ ¢ < 927%.
Cwiczenie 5

Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

b. (0,3)7,(0,3) ", (0,3) %, (0,3) %, (0,3)", (0,3)*

c. V16, V4, V128, /32, ¥/256, V8



Cwiczenie 6

Liczba 5v/125 e 0,4+v/25 jest rowna

O 257
O 5w
O 57w

O 5w

Cwiczenie 7

Dane sa liczby ¢ = \/2\/ V2i Y= +/32 . Prawdziwa jest zaleznos¢

o o O O
[



Cwiczenie 8

Liczba 47 e 64_% jest réwna

O (Vo.25)
O /0,25
O V&

O V4

Cwiczenie 9
=
Liczba x = % spetnia nieréwnosé
1
O z>23
O z> 2%
1
O z>21
1
O x> 21



Cwiczenie 10

3

i 5
Dane sg liczby a = (\/5 — 1) ’ , b= (\/§ — 1) ! ,C = (\/§ — 1) ‘. Prawdziwa jest

nierownosc¢
c<b<a

b<a<e

o O O

c<a<b

() a<b<e

Cwiczenie 11

Zapisz w postaci potegi o podstawie 6 i wyktadniku wymiernym.

a.v/'216



Cwiczenie 12
Potacz w pary.

V8 V64
V5 V216
V3 V16
V2 V9

V6 V25



Cwiczenie 13

Oblicz. Wynik zapisz w postaci potegi o podstawie bedacej liczbg naturalna.
a.37eV/3%e (% )2’5

b.8e /4 e (0,5)7

N

~
N
3

d.(§) e (
e. 90 0 /305 o (£)7
£./27 :373

g 1vBe (L) Pe16727

53e(0,2)"ey/5

h.
\/ 0,04305-0,5

2
; (0,125) *°e3/64 047

e




Cwiczenie 14

Niech x bedzie liczbg dodatnia. Oblicz i zapisz wynik w postaci jednej potegi o podstawie .

3
1oL
T

b.\/z e V2 e V3

$71,5.$2,5.$3

C ey

3 _
22 e /z0 @ (m3,5) 1
z-1ley/z6

d.




Cwiczenie 15
Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gérne;.

liczby mniejsze od

(16— ; x/§) -

( 0,25)5

(m)2 V2 || 2v/32

V16

443

)

3
272
liczby wieksze od
3
2%
liczby réwne liczbie
2%

V Vi V16 256




Cwiczenie 16

Oblicz, korzystajac ze wzordw skréoconego mnozenia.
1 2 1 2
a. (2 + 53) + (2 — 57)
b. (3 — 7%%) (3 + 7%?)

2 2
c. (12% _ 27%) . (12% X 27%)

; A
d.((6+11%)2+(6—113) )

@]
7 N\
/
N
|
e
N——

=
|
/
S
+
e
N——
o=
N——
)

Cwiczenie 17

Wykaz, ze

ro|—
o=

a, 127 + 277 = 75
b.12% + 487 = 108%

c. 327 + 108% = 500%

w|oo
w e

d.3% +37 =4e3

Wskazéwka: zamien potegi o wyktadnikach wymiernych na pierwiastki.



Cwiczenie 18

Wykaz, ze podana rownosc jest prawdziwa.

1 1
a. (4+12%)2 —(4—12%)2 _9

2=

1
b, (14+6-5%)2 n (14—6.5%) — 6
Wskazéwka: podnie$ do kwadratu obie strony réwnosci.

Cwiczenie 19

1 1
Wykaz, ze (6 + 20%) . (6 — 20%) ’ jest liczbg catkowita.

Wskazéwka: oblicz kwadrat tej liczby.



Roéwnania i nierédwnosci liczbowe. Przedziaty
liczbowe

Juz wiesz

Szukajac liczb, ktore spelniaja rownanie, mozemy to rownanie przeksztatcac
rownowaznie. Stosujemy nastepujgce zasady

e po obu stronach rownania mozna wykonac¢ wskazane dziatania (np. wykorzystujac
wzory skroconego mnozenia),

e do obu stron réwnania mozemy dodac to samo wyrazenie, pod warunkiem ze nie
zmienimy dziedziny rOwnania (wyrazenia mozemy przenosic z jednej strony
rownania na druga pod warunkiem zmiany znaku tego wyrazenia na przeciwny),

e mozemy mnozyc¢ lub dzieli¢ obie strony rownania przez dowolng liczbe rézna od
zera.

Przyktad 1

e Rozwiaz rOwnanie

z+1l __ o9 x—3
2 =2 4 -

Mnozymy obie strony rownania przez 4.
2(z+1)=8—(z—3)
2c+2=8—x+3

2c+x=8—-2+3

3z =9
z=3
Rozwigzaniem réwnania “""TH =2 - “’T_?’ jest liczba 3.

e Rozwiagz roOwnanie
3(x—5)=x+2(z+4).
Przeksztalcajac kolejno, otrzymujemy
3(x—5)=x+2(x+4)

3r —15 =2+ 2z + 8




3r—xz—2x=15+8
Oex =23

OtrzymaliSmy sprzeczno$c¢, poniewaz 0 # 23. Zatem nie istnieje liczba, ktéra spetnia to
réwnanie. Jest to rownanie sprzeczne.

o Wyznacz liczby, ktore spelniajg rownanie
(x—3)(z+2)+1=(xz—1)(z+5)— bz.
Po przeksztatceniach otrzymujemy

22 —3cx+2r—-6+1=2>—xz+5x—5— 5z

2

22— — 5=z

—x — 5.

Po obu stronach rownania otrzymaliSmy to samo wyrazenie. Z tego wynika, ze rOwnanie
jest spetnione dla dowolnejliczby x. Jest to rOwnanie tozsamosciowe.
Przyktad 2

Rozwigz nieré6wnosc
3z — 4 < bz + 2.

Przy rozwigzywaniu nieréwnosci mozemy wykorzystywac zasady podobne do tych, ktore
pozwalaly rozwigzywac¢ rownania. Mnozgc lub dzielgc obie strony nierownosci przez
liczbe ujemng, musimy zmieni¢ zwrot nierownosci.

Zapamietaj!

Obie strony nieréwnosci mozemy mnozy¢ lub dzieli¢ przez dowolna liczbe:

o dodatnig - wtedy zachowujemy ten sam zwrot nierownosci,
e ujemng - wtedy zmieniamy zwrot nierownosci na przeciwny.

W kazdym przypadku otrzymamy nieré6wnos¢ rownowazng dane;.
Przyktad 3

Zaznaczmy na osi liczbowej liczby spelniajgce nieréwno$¢ > —3.



Film dostepny pod adresem /preview/resource/RYtc7lhDsn3rb

Nierownosci przedzialy odleglosc_atrapa_animacji_289

Animacja przedstawia os liczbowg z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punkcie
o wspolrzednej -3 niezamalowane kotko. Na osi zaznaczone liczby wieksze od -3. Zapis:
x nalezy (-3, nieskonczonosc).

Do zbioru (—3, +00) nalezg liczby wieksze od (—3). Zbior taki nazywamy przedzialem
nieograniczonym lewostronnie otwartym. Zapis ¢ € (—3, +00) oznacza, ze liczba
nalezy do tego przedziatu, np. 4 € (—3, + 00),azapisx ¢ (—3 + 00) oznacza, ze liczba
z nie nalezy do tego przedziatu np.—5 & (—3 + 00).

Przyktad 4

Przesledzimy rozwigzanie ,krok po kroku”


file:///preview/resource/RYtc7lhDsn3rb

Niewiadome przenosimy na lewa strone

3x-4<5x+2 nieréwnosci, a liczby na prawa.
5 Przenoszac wyrazenie na druga strone
1 3x-5x<2+4 nieréwnosci, zmieniamy jego znak.

r Podzielimy obie strony nieréwnosci
-2X<6 I '(-2) przez liczbe stojaca przy niewiadomej x.

Dzielenie stron nieréwnosci przez

. x>'3 liczbe ujemna wymaga zmiany
J\ X zwrotu tej nieréwnosci.
B s =R — | —
y' -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X € (-3,%°)

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R62Bw71J8hI2A

Nierownosci przedzialy odleglosc_atrapa_animac;ji_288

Animacja przedstawia rozwigzanie ,krok po kroku” nieréwnosci 3x -4 <5x +4.
Niewiadome przenosimy na lewg stron¢ nierownosci a liczby na prawa. 3x -5x <2 +4.
Przenoszac wyrazenie na drugg strone nieré6wnosci zmieniamy jego znak. -2x<6.
Dzielimy obie strony nieréwnosci przez liczbe stojaca przy niewidomej x. x> -3. Dzielenie
stron nierownosci przez liczb¢ ujemng wymaga zmiany zwrotu tej nierOwnosci.
Rozwigzanie nieréwnosci na osi liczbowej z zaznaczonymi punktami od -4 do 4.

W punkcie o wspotrzednej -3 niezamalowane kotko. Na osi zaznaczone liczby wieksze od
-3. Zapis: x nalezy (-3, nieskonczonosc).

Przyktad 5
Rozwigz nieré6wnosc¢
221 > 3z + 5.
Przeksztalcamy nierownos¢ rownowaznie.
2t > 3z + 5
S5 + 7> 6x + 10
S5z —6x > 10— 7
—x >3

T < —3.


file:///preview/resource/R62Bw71J8hl2A

Rozwigzaniem nieréwnoéci 25 > 3z + 5 jest kazda liczba mniejsza od (—3).

Zaznaczymy wszystkie liczby spelniajace nierownos¢ x < —3 na osi liczbowe;j.

==}

l X
T S 5 B 6 S Y A M O S
651413311012 31456

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1La7fOB7i3N

Nierownosci przedzialy odleglosc_atrapa_animacji_290

Animacja przedstawia 0§ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punkcie
o wspolrzednej -3 niezamalowane kotko. Na osi zaznaczone liczby mniejsze od -3. Zapis:
x nalezy (minus nieskonczonos¢, -3).

Zbior (—oo, —3) nazywamy przedziatem nieograniczonym prawostronnie otwartym.
Nalezg do niego liczby mniejsze od (—3).
Przyktad 6

Rozwigz nier6wnos¢
(z—2)° < (z+4)(x+1)—9.

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, ktore speiniajg te nieréwnosc.
Rozwigzujemy nier6wnosc.

(z—2)° < (z+4)(x+1)—9
22 —dex+4<z®+4z+z+4—9
2 —dx—dz—z—22<4-9-14

—9zr < -9
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z>1

Rozwigzaniem nieréwnosci (z — 2)° < (z + 4)(z + 1) — 9 jest kazda liczba wieksza lub
rowna 1.
Zaznaczymy wszytskie liczby spetniajace nieréwnos¢ x > 1 na osi liczbowe;j.

-
X
i t t t t } —@— t t t o
=60—1=5 4% =3 =2 -1 {0 1 2 3 4 5 6
x €1 o)

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RITrnOTIH8Dzw

Nierownosci przedzialy odleglosc_atrapa_animacji_290

Animacja przedstawia o$ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punkcie
o wspolrzednej1 zamalowane kotko. Na osi zaznaczone liczby wigksze lub rowne 1. Zapis:
x nalezy <1, nieskonczonosc¢).

Zbior (1, oo) nazywamy przedziatem nieograniczonym lewostronnie domknietym.

Nalezg do niego liczby wieksze od 1, razem z liczba 1.
Przyktad 7

Zaznacz na osi liczbowej liczby speiniajgce nier6wnosc

2x—3
z—3< 23

Rozwigzemy nier6wnosc.
2z—3
-3 T
5(x—3) <2x—3
S5r —15<2x —3

3r <12
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r <4

Rozwigzaniem nierownosci ¢ — 3 < % jest kazda liczba mniejsza lub rowna 4.
Zaznaczymy wszystkie liczby spelniajace nierownos¢ z < 4na osi liczbowe;j.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIESCxD2MmEx3

Nierownosci przedzialy odleglosc_atrapa_animacji_292

Animacja przedstawia 0§ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punkcie
o wspolrzednej4 zamalowane kotko. Na osi zaznaczone liczby mniejsze lub réwne 4.
Zapis: x nalezy (minus nieskonczonos¢, 4>.

Zbior (—oo, 4) nazywamy przedziatem nieograniczonym prawostronnie domknietym.
Nalezg do niego liczby mniejsze od 4, razem z liczba 4.
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Przedziaty liczbowe. Przedziaty jako zbiory

Juz wiesz
Rozwigzywanie nierownosci liniowych
2x+8<0 -2x+6 <0 2x+8 > 2x+6
x<-4 x>3 0>-2
! X | X X
-4 0 T T 6 L] L) 3 L) L) L) T 6 L) T L) ) —_—
x € (-o0,-4) xe€<3 , ) Rozwiazaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste.
2x+8 > 2x+10 2x+8 < 2x+8 2x+8 <2x+8
0>2 0=<0 0<0
X X X
L L) L] T 6 L ) T L — L L) T L (I} T L) L) L - ] ] L T (I) L] T L] L] e
Nieréwnosé sprzeczna. Rozwigzaniem s3 ystkie liczby rzeczywiste. Nieréwnosé sprzeczna.
Rozwiazaniem jest zbiér pusty. Rozwiazaniem jest zbidr pusty.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja ilustruje na osi liczbowej rozwigzywanie nieréwnosci liniowych. Pierwsza
nierownos¢: 2x +8 <0. Przenosimy liczbe 8 na drugg strone nieréwnosci. 2x <-8. Stronami
dzielimy przez 2. x <-4. Na osi liczbowejw punkcie o wspotrzednej -4 niezamalowane
kotko. Zaznaczone liczby mniejsze od -4. Zapis: x nalezy (minus nieskonczonosc, -4).
Druga nieréwnos$¢: -2x +6 mniejsze lub rowne 0. Przenosimy liczbe 6 na drugg strone
nierownosci. -2x mniejsze lub rowne -6. Stronami dzielimy przez -2. x wigksze lub rowne
3. Na osi liczbowejw punkcie o wspotrzednej 3 zamalowane kotko. Zaznaczone liczby
wieksze lub rowne 3. Zapis: x nalezy <3, nieskonczonos¢). Trzecia nierownosc¢: 2x +8 >2x
+6 Przenosimy niewiadome na lewa stron¢ nieréwnosci, a liczby na prawg. 2x -2x >6 -8. 0
>-2. Na osi liczbowej zaznaczone wszystkie liczby. Rozwigzaniem sg wszystkie liczby
rzeczywiste. Czwarta nieré6wnosc: 2x +8 wieksze lub rowne 2x +10. Przenosimy
niewiadome na lewa stroneg, a liczby na prawa strone. 2x -2x wieksze lub rowne 10 -8. 0
wieksze lub rowne 2. Na osi liczbowej niezaznaczone zadne liczby. Nierownos¢
sprzeczna. Rozwigzaniem jest zbior pusty. Pigta nierownosc¢: 2x +8 mniejsze lub rowne 2x
+8. Przenosimy niewiadome na lewg strone, a liczby na prawg strone. 2x -2x mniejsze lub
rowne 8 -8. 0 mniejsze lub rowne 0. Na osi liczbowej zaznaczone wszystkie liczby.
Rozwigzaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste. Szosta nierownosc¢: 2x +8 <2x +8.
Przenosimy niewiadome na lewg strong, a liczby na prawg stroneg. 2x -2x <8 -8. 0 <0. Na
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osi liczbowej niezaznaczone zadne liczby. NierownoSc¢ sprzeczna. Rozwigzaniem jest
zbior pusty.

Rozwigzania powyzszych nieréwnosci doprowadzity nas do zdefiniowania przedziatow
nieograniczonych

Definicja: Przedziaty nieograniczone
Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista.

e Zbior liczb spelniajacych nieréwnos¢ * > a nazywamy przedziatem
nieograniczonym lewostronnie otwartym. Taki przedziat oznaczamy (a, 00).

e Zbior liczb spekniajacych nieré6wnos$¢ z > a nazywamy przedziatlem
nieograniczonym lewostronnie domknietym. Taki przedziat oznaczamy (a, ©0).

e Zbior liczb x speliajacych nieréwnos$¢ z < a nazywamy przedzialem
nieograniczonym prawostronnie otwartym. Taki przedzial oznaczamy (—oo, a).

e Zbior liczb x spetniajgcych nieré6wnos$¢ * < a nazywamy przedziatem

nieograniczonym prawostronnie domknietym. Taki przedziat oznaczamy (—oo, a).
Przyjrzyjmy si¢ teraz przedziatlom ograniczonym.

Przyktad 1

e Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, ktore jednoczesnie spetniajg nierownosci
T > -3z <o

u O—
'x

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
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Animacja przedstawia 0§ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punktach
o wspolrzednych -3 i 5 niezamalowane kotka. Zaznaczone liczby wigksze od -3
i mniejsze od 5. Zapis: x nalezy (-3, 5).

Taki przedzial nazywamy otwartym. Naleza do niego wszystkie liczby wigksze od

(—3) i jednoczes$nie mniejsze od 5. Przedziat otwarty oznaczamy (—3,5 )

Nieréownosci x > —3 i z < 5 mozemy zastgpi¢ nieréwnosciag podwojng —3 < = < 5.
e Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, ktore spetniajg warunek —3 < z < 5.

S 4 =3 2=t 0123 4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia 0§ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punktach
o wspolrzednych -3 i 5 zamalowane kotka. Zaznaczone liczby wigksze lub rowne -3
i mniejsze lub rowne 5. Zapis: x nalezy <-3, 5>.

Taki przedzial nazywamy domknigtym. Nalezg do niego wszystkie liczby wigksze lub
réwne (—3) i jednocze$nie mniejsze lub rowne 5. Przedziat domkniety oznaczamy
(—3, 5).

e Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, ktore spetniajg warunek —3 < z < 5.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia 0§ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punkcie
o wspolrzednej -3 niezamalowane kotko, w punkcie 5 zamalowane kotko.
Zaznaczone liczby wieksze od -3 i mniejsze lub rowne 5. Zapis: x nalezy (-3, 5>.

Taki przedziat jest otwarty z lewej strony i domkniety z prawej. Naleza do niego
wszystkie liczby wieksze od (—3) i jednoczesnie mniejsze lub rowne 5. Musimy
pamietac, ze liczba (—3) nie nalezy do tego przedziatu, a liczba 5 do niego nalezy.
Przedzial ten oznaczamy (—3, 5).

e Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, ktore spetniajg warunek —3 < z < 5.

u O—
m-
'x

x €<-3,5)
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia 0§ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. W punkcie
o wspolrzednej -3 zamalowane kotko, w punkcie 5 niezamalowane kotko.
Zaznaczone liczby wieksze lub rowne -3 i mniejsze od 5. Zapis: x nalezy <-3, 5).

Taki przedziat jest domkniety z lewej strony i otwarty z prawej. Nalezg do niego
wszystkie liczby wieksze lub rowne (—3) i jednocze$nie mniejsze od 5. Musimy
pamieta¢, ze liczba (—3) nalezy do tego przedziaty, a liczba 5 do niego nie nalezy.
Przedziat ten oznaczamy (—3, 5).

Definicja: Przedziaty ograniczone
Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, przy czym a < b.

» Przedzialem obustronnie otwartym nazywamy zbior liczb x speiniajacych warunek
a < ¢ < b. Przedzial ten oznaczamy (a, b).

e Przedzialem obustronnie domknietym nazywamy zbior liczb z spetniajacych
warunek a < z < b. Przedzial ten oznaczamy (a, b).

Przyktad 2

Usystematyzujemy wiadomosci dotyczace przedziatow.

(a,+)
X>a

{a,+0)
X=2a

x<a

(-c0,a)
X=<a

i—
a
(-c0,a) —,:; -
a
| I |

(a,b)

a<x<b a b
(ab) l 1
asx=<b a b
(a,b) | —
asx<b a b
(a,b) lﬁ
a<x=<b a b

Przyktad 3

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby nalezace jednoczes$nie do przedziatu (0, 7) i do
przedziatu (—2,4).
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(0,7)n<2,4>=(0,4)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia o$ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -5 do 7. W punktach

o wspolrzednych -2 i 7 zamalowane kotka, w punktach 0 i 7 niezamalowane kotka.
Zaznaczone przedziaty (0, 7) i <-2, 4> oraz ich cze$¢ wspolna. Zapis: (0, 7) iloczyn zbioru
<-2,4>=(0, 4>.

Przedziat (0, 4) zawiera liczby, ktére naleza do obu przedziatéw jednoczeénie. Przedziat
(0, 4) jest czescig wspoélna (iloczynem) przedziatow (0, 7)1 (—2,4).
Symbolicznie zapisujemy

(0, 7) N (=2,4) = (0, 4).
Przyktad 4

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby nalezace do przedziatu (0, 7) lub do przedziatu
(—2,4).
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(0,7)U<-2,4>=<-2,7)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia o$ liczbowa z zaznaczonymi punktami od -5 do 7. W punktach
o wspolrzednych -2 i 4 zamalowane kotka, w punktach 0 i 7 niezamalowane kotka.
Zaznaczone przedziaty (0, 7) i <-2, 4> oraz ich suma. Zapis: (0, 7) suma zbioru <-2, 4> =
<-2,7).

Przedziat (—2, 7) zawiera liczby, ktore nalezg do jednego z dwoch przedziatow (lub do
obu jednoczesnie). Przedziat (—2, 7) jest sumg przedziatow (0,7) i (—2,4).
Symbolicznie zapisujemy

(Oa 7) U <_274> = <_27 7)
Definicja: Cze$¢ wspodlna przedziatéw. Suma przedziatéw

o Czescia wspolng (iloczynem) przedzialéw A i B nazywamy zbior ztozony z liczb,
ktore naleza jednoczesnie do obu przedziatow. Iloczyn przedzialow oznaczamy
ANB.
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« Sumga przedzialéow A i B nazywamy zbior ztozony z tych liczb, ktore nalezg tylko do
jednego z przedzialéw A lub B albo do obu przedzialow jednoczes$nie. Sume
przedzialéw oznaczamy A U B.

Cwiczenie 1
Zaznacz na osi liczbowej liczby, ktére
a. naleza do sumy przedziatéw (—3,4) oraz (0, 00)
b. naleza do sumy przedziatéw (—5, —2) oraz (—2,5)
c. naleza do czesci wspdlnej przedziatow (—oo, 5) i (—2,4)

d. naleza do czesci wspdlnej przedziatéw (4, 6) i (6,10)



Wartos¢ bezwzgledna - definicja

Definicja: Wartos¢ bezwzgledna
Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista.

e Odlegtosc¢ liczby a od liczby 0 na osi liczbowej nazywamy wartoscig bezwzgledna
liczby a.
» Warto$¢ bezwzgledng liczby a oznaczamy |a|.
Wiasnos$é: Wiasnosci wartosci bezwzglednej

Zauwazmy, ze z definicji wartosci bezwzglednej wynikaja jej wlasnosci:
» warto$¢ bezwzgledna liczby jest dodatnia lub réwna 0, czyli
|z| > 0, dla dowolnejliczby rzeczywistej x,

e jesli|z| =0,toxz =0,
» wartosci bezwzgledne liczb przeciwnych s3a rowne, czyli

|z| = |—z| dla dowolnejliczby rzeczywistej x.
Przyktad 1

Zaznacz na osi liczbowej liczby oddalone od liczby 0 o 4.

1
(=)}
i
104
1
£
1
w
;
N
]
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N 4+
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0
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o) +

Sa dwie takie liczby: 4 i (-4).
Ich odlegtosci od liczby 0 s3 takie same i rowne 4.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia o$ liczbowg z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Nalezy
zaznaczy¢ liczby oddalone od liczby 0 o 4. Sg dwie takie liczby: 4 i -4. Ich odlegtosci od
liczby O sg takie same i wynosza 4.
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Przyktad 2

Rozwiagzemy rownanie | x| = a, gdziea 2 0.
Szukamy takich liczb, ktorych odlegtosc od liczby 0 jest rowna a

,. | pss ETT T T T W |

d d
- PR -
X
O O O =
-a d

Niech a 2 0. Rozwigzaniem rownania |x|=a jest x =a lub x = -a.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje rozwigzanie rownania: wartos¢ bezwzgledna z liczby x =a, gdzie

a wieksze lub rowne 0. Szukamy takich liczb, ktorych odlegtos¢ od liczby O jest rowna a.
Na osi zaznaczona odlegtos¢ liczby a od liczby 0, rowna a oraz odlegtos¢ liczby —a od
liczby 0, rowna a. Zapis: Niech a wigksze lub rowne 0. Rozwigzaniem rownania wartos¢
bezwzgledna z liczby x =a jest x =a lub x =-a.

Cwiczenie 1

Zaznacz na osi liczbowej liczby spetniajace rownanie.
a |z =6
b.|z| = V5

c.lz| =+29 -1
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Rozwigzemy nierownosc | x| < a, gdziea = 0.
Szukamy takich liczb, ktorych odlegtosc od liczby 0 jest mniejsza od a.

=y ' > ] ' ™ i) I }

Niech a 2 0. Rozwigzaniem nieréwnosci | x| < a jest przedziat (-a,a).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje na osi liczbowej rozwigzanie nieréwnosci: warto$¢ bezwzgledna z liczby
X <a, gdzie a wigksze lub rowne 0. Szukamy takich liczb, ktérych odlegtos$¢ od liczby O jest
mniejsza od a. Na osi zaznaczona odlegtos¢ liczby a od liczby 0, rowna a oraz odlegtos¢
liczby -a od liczby 0, rowna a. Zapis: Niech a wieksze lub rowne 0. Rozwigzaniem
nieréownosci wartos¢ bezwzgledna z liczby x <a jest przedziat (-a, a).

Przyktad 3

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odlegtosé od liczby 0 jest mniejsza niz 4.

4 4 I
~g B~ =
X
} t O } i } & t t ' O t i
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest mniejsza niz 4
naleza do przedziatu (-4,4).

Mozemy zatem powiedziec, ze przedziat (-4,4)
zawiera liczby, ktore spetniajg nierownosc |x| < 4.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
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Animacja przedstawia o$ liczbowg z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Nalezy znalez¢
na osi liczbowej wszystkie liczby, ktorych odlegtos¢ od liczby 0 jest mniejsza niz 4. W tym
celu na osi liczbowej zaznaczamy odlegtosci od liczby O liczb -4 i 4, rowne 4. Liczby,
ktorych odlegtosc¢ od O jest mniejsza niz 4 nalezg do przedziatu(-4, 4). Mozemy zatem
powiedzie¢, ze przedzial (-4, 4) zawiera liczby, ktore spelniaja nierownos¢ wartos¢
bezwzgledna z liczby x <4.

Rozwigzemy nieréownosc | x| > a, gdziea=0.
Szukamy takich liczb, ktorych odlegtosc od liczby 0 jest wieksza od a.

L i ' > ' ™ ™ N, 8 )

Niech a = 0. Rozwigzaniem nierownosci | x| > a jest
suma przedziatow (-oo, -a) U (a,+<9).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje na osi liczbowej rozwigzanie nieréwnosci: warto$¢ bezwzgledna z liczby
X >a, gdzie a wigksze lub rowne 0. Szukamy takich liczb, ktorych odlegtos¢ od liczby O jest
wieksza od a. Na osi zaznaczona odlegtosc liczby a od liczby 0, rowna a oraz odlegtos¢ liczby
-a od liczby 0, rowna a. Zapis: Niech a wigksze lub rowne 0. Rozwigzaniem nierownosci
wartos¢ bezwzgledna z liczby x > a jest suma przedzialow (minus nieskonczonosc, -a) i (a,
plus nieskonczonos¢).

Przyktad 4
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Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odlegtosc od liczby 0 jest wieksza niz 4.

4 4 =
= o -
X
; —O— t —0— —O—% L

6 l5 .3 13151 41lglslsl314 &' g

Liczby, ktorych odlegtos¢ od 0 jest wieksza niz 4
nalezg do sumy przedzialow (-o0,-4) U (4,+0).
Mowimy, ze zbior (-o0,-4) U (4,+0) zawiera liczby,
ktore spetniajg nierownosc | x| >4.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia o§ liczbowg z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Nalezy znalez¢
na osi liczbowej wszystkie liczby, ktorych odlegtos¢ od liczby O jest wieksza niz 4. W tym
celu na osi liczbowej zaznaczamy odlegtosci od liczby 0 liczb -4 i 4, rowne 4. Liczby,
ktorych odleglosc¢ od 0 jest wigksza niz 4 nalezg do sumy przedzialow (minus
nieskonczonos¢, -4) i (4, plus nieskonczonosc). Mozemy zatem powiedziec, ze zbior
przedzialow (minus nieskonczonosc, -4) i (4, plus nieskonczonos¢) zawiera liczby, ktore
spetniajg nierownos¢ wartosS¢ bezwzgledna z liczby x >4.

Warto$¢ bezwzgledna liczby jest przydatna do definiowania odlegtosci miedzy liczbami

na osi liczbowe;j.
Przyktad 5

Oblicz odlegltos¢ na osi liczbowejliczb 2,51 9.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia zaznaczong na osi liczbowej odlegto$¢ miedzy liczbami 9 oraz dwa
i jedna druga. Zapis: wartos¢ bezwzgledna z liczby (9 - dwa i jedna druga) = wartos¢
bezwzgledna z liczby (dwa i jedna druga -9) = szes¢ i jedna druga.

Odlegtos¢ miedzy tymi liczbami obliczyliSmy, odejmujgc mniejszg z nich od wiekszej, czyli
9-2,5=6,5.

Odleglosc¢ jest zawsze liczbg nieujemna. Poniewaz nie zawsze mozemy tatwo stwierdzic,
ktora z danych liczb jest wigksza, a ktora mniejsza, wykorzystamy wartos¢ bezwzgledna.

|9 — 2,5/ =12,5—9| =6,5.
Przyktad 6

Oblicz odlegtos¢ na osi liczbowejliczb —11 7,5.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia zaznaczong na osi liczbowej odlegto$¢ miedzy liczbami -1 oraz
siedem i jedna druga. Zapis: warto$¢ bezwzgledna z liczby [siedem i jedna druga -(-1)] =
warto$¢ bezwzgledna z liczby (-1, siedem i jedna druga) = osiem i jedna druga.

Definicja: Odlegtosé liczb na osi liczbowej

o Odlegltos¢ liczb a i b na osi liczbowej jest rowna wartos$ci bezwzglednejich réznicy
la — b|.
 Zapis |z — 5| = 3 mozemy czyta¢ nastepujaco: odlegtos¢ liczby z od liczby 5 na osi
liczbowej jest rowna 3.
Przyktad 7

Zaznacz na osi liczbowej liczby, ktore spetniaja rownanie
|z — 2| = 4.

Aby rozwigza¢ rownanie, nalezy znalez¢ takie liczby x, ktorych odleglo$¢ na osi liczbowej
od 2 jest rowna 4.


https://zpe.gov.pl/a/DiUJfjB8y

Szukamy takiej liczby x, ktorej odlegtosc
na osi liczbowej od liczby 2 wynosi 4.

oy faipndlin e nliaiiad o )

|x-2|=4 -
4 4
e e =
X
—— et ——+—O—+——+—+—@ =
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 8

Szukane liczby to x1=-2 i x2=6.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia na osi liczbowej rozwigzanie rownania: warto$¢ bezwzgledna

z liczby x -2 =4. Szukamy takiej liczby x, ktorej odlegtos¢ na osi liczbowej od liczby 2
wynosi 4. W tym celu zaznaczamy na osi punkt o wspotrzednej 2. Od liczby 2 zaznaczamy
odlegtosc 4 do liczb -2 i 6. Szukane liczby to x z indeksem dolnym jeden =-2

i x zindeksem dolnym dwa =6.

Korzystajac z interpretacji geometrycznejnieréwnosci, zauwazamy, ze w odlegtosci 4 od

liczby 2 znajduja si¢ liczby —2 i 6. Sg to liczby spetniajgce rownanie.

lz — 2| = 4.
Przyktad 8

Wyznacz liczby, ktore sg rozwigzaniem nierownosci

lz — 1] < 4.


https://zpe.gov.pl/a/DiUJfjB8y

Szukamy takich liczb x, ktorych odlegtosc na osi
liczbowej od liczby 1 jest mniejsza lub rowna 4.

Ix-1]<4 2
4 4
- o o
X
== =9+ i ®
2B—t-g—=3 =210 T2 314567

Szukane liczby naleza do przedziatu x€<-3, 5).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia na osi liczbowej rozwigzanie nierownosci: warto$¢ bezwzgledna
z liczby (x -1) mniejsza lub rowna 4. Szukamy takich liczb x, ktorej odlegtos¢ na osi
liczbowej od liczby 1 jest mniejsza lub rowna 4. W tym celu zaznaczamy na osi punkt

o wspolrzednej1. Od liczby 1 zaznaczamy odlegto$¢ 4 do liczb -3 i 5. Szukane liczby
nalezg do przedziatu <-3, 5>.

Korzystajac z interpretacji geometrycznejnieréwnosci, zauwazamy, ze nierownosc
|z — 1| < 4 spekniajg liczby nalezgce do przedziatu (—3,5).
Przyktad 9

Wyznacz liczby, ktore sg rozwigzaniem nierownosci
|z + 1| > 3.

Jesli nieréwnos¢ |z + 1| > 3 zapiszemy jako |z — (—1)| > 3, to bedzie mozna jg odczytac:
odlegtos¢ liczby x od liczby (—1) jest wieksza od 3.
Zaznaczymy liczby spetniajgce nier6wnosS¢ na osi liczbowe;j.


https://zpe.gov.pl/a/DiUJfjB8y

Szukamy takich liczb x, ktérych odlegtosc¢ na osi liczbowej
od liczby -1 jest wieksza od 3.

|x+1]|>3
Ix-(-1)|>3
3 3
= o ==
X
t ' t O } i O } t O } | i
76514 1-3"-2 -+ 0 11+2+3 4 5
Szukane liczby naleza do sumy przedziatow
xe("mf"‘l') v (2l+°°)-

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia na osi liczbowej rozwigzanie nieréwnosci: wartos¢ bezwzgledna

z liczby (x +1) >3. Warto$¢ bezwzgledna z liczby [x —(-1)] >3. Szukamy takich liczb x, ktore;
odlegtos¢ na osi liczbowej od liczby 1 jest wigksza od 3. W tym celu zaznaczamy na osi
punkt o wspotrzednej -1. Od liczby -1 zaznaczamy odlegtos¢ 3 do liczb -4 i 2. Szukane
liczby naleza do sumy przedziatow (minus nieskonczonos¢, -4) i (2, plus
nieskonczonose).

Nieré6wnos$¢ |z + 1| > 3 spelniajg wszystkie liczby nalezace do sumy przedziatow
(—o0, —4) U (2, 0).


https://zpe.gov.pl/a/DiUJfjB8y

Cwiczenie 2

Potacz w pary nieréwnosci z odpowiednimi opisami stownymi.

odlegtos¢ liczby x od liczby (-2) jest nie

|z —17] > 2 wieksza niz 7
-2 <7 odlegtos¢ liczby x od liczby 7 jest nie
- wieksza niz 2
odlegtosc liczby x od liczby (-7) jest
<
o] = mniejsza lub réwna 2
odlegtos¢ liczby x od liczby (-7) jest
|z +7] > 2 wieksza od 2
odlegtos¢ liczby x od liczby 7 jest
<
ER wieksza od 2
| 7 < 2 odlegtos¢ liczby x od liczby 2 jest
r— 1>

mniejsza lub réwna 7

Cwiczenie 3

Rozwigzaniem nieréwnosci |z| < 3 jest zbior

O (_007 _3) U (3’ +OO)

O (=00, =3) U (3, +00)

O <_373>

O (=33



Cwiczenie 4

Liczby spetniajace réwnanie |z — 5| = 4 to

() —1loraz—9

() 1loraz9

() —4oraz4

() —b5orazh
Cwiczenie 5

Rozwiazaniem nieréwnosci |z + 4| < 6 jest przedziat

O (_1072)

O (_2710)

O (-10,2)

O (-2,10)

Cwiczenie 6
Przeciagnij i upusc.

lz—3/<5|||lz+3|<5|[|lz+1]<4|||z—1]<4]




Cwiczenie 7

Liczba \/E nalezy do przedziatu
0 (53
0 (#1)
0 (&%)

O (3 %)
Cwiczenie 8

Réwnanie —2x + 4 = 1 spetnia liczba nalezaca do przedziatu

O (=%-1
O L3)
O (=%~



Cwiczenie 9

-2
Liczba x = ( ) spetnia warunek

o=

O 22-3>z+7
() 2c—-3>xz+7
() 22—-3>z+6

() 2¢—-3>xz+6

Cwiczenie 10

Rozwiazaniem nieréwnosci (z 4+ 1) > 22 jest przedziat

Cwiczenie 11

Liczba 5 — \/3 nalezy do przedziatu

O 12)
O (0,1)
O (23)

O (=1,0)



Cwiczenie 12

Liczby nalezace jednocze$nie do przedziatéw (—5, 3) i (—1,5) przedstawione s3 na rysunku.
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Cwiczenie 13

lle liczb catkowitych nalezy do przedziatu (—3, 2)?

O 5
O 3
O 6

O 4

Cwiczenie 14

Dane sa liczby a = 3 @ 27 + (%)_2 ) (%)3 orazb = 1, (6) — 3v/2. Liczba a + b nalezy do
przedziatu

O (4 43)



Cwiczenie 15

Wskaz nierownos¢, ktérg spetniaja liczby nalezace do przedziatu zaznaczonego na rysunku.

O Jz+3]<6
O |z+6/<3
O lz—-3/<6
O |z—6[<3

Cwiczenie 16

Ktére zdanie jest prawdziwe?

(O Liczba v/7 — 3 spetnia nieréwnos¢ |z + 2| < 1.
O Liczba v/8 + 4 spetnia nieréwnosé |z — 5| > 2.
(O Liczba 2 + /5 spetnia nieréwnos¢ |z — 1| > 3.

(O Liczba 1 — v/3 spetnia nieréwnos¢ |z| > 1.



Cwiczenie 17

Rozwigz nierdwnosci.
a.—4x -6 <0
b.—fz+3<4
c.7(x—6)>—-3z+5
d.3(z+ §) < 3z—5

z+7 2x—3
e. 4T < 2

3z—4 2z—3
525 +e
Cwiczenie 18
Rozwigz nierdwnosci.
az(—vﬁm—wﬁ;g3¢in+4

b.vVbz — 6 > 7 — 2¢/5x
c.V2x +6<T7++8z
d.vV6x+4<7+V12z

e.VTr —3<T7T++2lzx

V2x+7 24/3z—3
fc 4 < 6



Cwiczenie 19

Rozwigz nierdwnosci.
a.4(x+3)7 —4(zx+2)(z—2) <5
b. (z +2)* > 22 +4
c. (22 +3)* 4+ (1 —2z)(1+2z) < 2z — 4
d9(z+ 1) <iz—54+ (32— 1)°
e (7 -2)(F+2) < 55
f.(?’%@z >3(z—3) +z

Cwiczenie 20

Zapisz przedziat, do ktérego naleza wszystkie liczby spetniajgce warunek
ax > \/E
b.z < 2v2

C.a:Zl—i—\/g

fx<—-3lubz >5

g.z>—4iz <10



Cwiczenie 21

Wypisz wszystkie liczby catkowite
a. nalezace do przedziatu(—oo, 3) i do przedziatu (—2, 1)
b. nalezace do przedziatu(—4, 8) i do przedziatu (0, 6)
c. nalezace do przedziatu(—5, —3) i do przedziatu (—4, o)
d. nalezace do przedziatu(—5, —3)

Cwiczenie 22

Zapisz za pomoca uktadu nieréwnosci zbior wszystkich liczb, ktéore nalezg do przedziatu

a. (42,43)
b. (—126, —116)
c. (=2, 2'%)

d. <5 ~ V6, 5 \/§>
e. (—00,518)
f. <—ﬁ, 00)

g (—OO, 5) U <9) OO)



Cwiczenie 23

Rozwigz rownanie.

a.lx—10/ =6
b. |z 4 55| = 11
1
cle—3[=3

d. |z +5%] =37

e2x—4="7
f.|3z -5/ =9
gld—z| =6
h.\5—|—a:\=%
i.|x—\/§|:\/§

Cwiczenie 24

Wyznacz liczby spetniajgce réwnanie.
a. |z| = 6,25 e 10"
b. |z — 21| = 2°
C. |:I: + 3,20 10*15‘ =410 1
d. |z —2,(32)| =2

e.|z+4| =2,(21)



Cwiczenie 25

Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu wszystkie liczby spetniajgce podany
warunek.

a.—3<x<3ix2%ix<\/§

b.|z| >5i -7 <z < 10

Zadania generatorowe

| Cwiczenie 26



Zadania

Cwiczenie 1

Rozwiazaniem nieréwnosci |z| < 3 jest przedziat

Q <_373>
O (-00,=3) U (3, +00)
O (=00, =3) U (3, +00)

O (_373)

Cwiczenie 2

Liczbami spetniajace réwnanie |z — 5| = 4 s3

() —1loraz-9
() —4oraz4
() —b5orazh

() 1loraz9



Cwiczenie 3

Rozwiazaniem nieréwnosci |z + 4| < 6 jest przedziat

(] (-10,2)

(] (-10,2)

(] (-2,10)

(] (-2,10)

Cwiczenie 4
Przeciagnij i upusé.

z+3/<5]|lz—3] <5 || lz—1]<4]||le+1 <4

Cwiczenie 5
Liczba 4/ 1% nalezy do przedziatu

O |

%)

IS

O (5%



Cwiczenie 6

Réwnanie —2x + 4 = 1 spetnia liczba nalezaca do przedziatu

O (13)

Cwiczenie 7
-2
Liczba x = (%) spetnia warunek

() 2¢—-3>xz+6
O 22—-3>xz+7
() 2c-3>xz+7

() 2z2—3>xz+6



Cwiczenie 8

Rozwiazaniem nieréwnosci (z 4 1) > 22 jest przedziat

Cwiczenie 9

Liczba 5 — \/3 nalezy do przedziatu

O 12
O (0,1)
O (23)

O (_170)



Cwiczenie 10

Liczby nalezace jednoczesnie do przedziatéw (—5, 3) i (—1,5) przestawione s3 na rysunku
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Cwiczenie 11

lle liczb catkowitych nalezy do przedziatu (—3, 2)?

o O O

O 3

Cwiczenie 12

Danesa liczby a = 3 @ 27 + (%)_2 o (%)3 orazb = 1, (6) — 3v/2. Liczba a + b nalezy do
przedziatu:



Cwiczenie 13
Rozwigz nierdwnosci.
a 2(—\/533 _ 6) <3v3z+4

b.vV5z — 6 > 7 — 25z
Cc.V2z +6 < 7++/8x
d.vVéxr+4<7++V12z

e.VTizr —3< T+ 21z

\/§m+7 2\/§m73
f V2T o 2V

Cwiczenie 14
Rozwigz nierdwnosci.
a.4(x+3)7 —4(zx+2)(z—2) <5
b.(z+2)°>a2+4
c. 2z +3)° + (1 —2z)(1 + 2z) < 2z — 4
d9@z+ 1) <lz—54 (3z- 1)
o (5 2) (= +2) <
V3 V3 3

2
f.%23(w—3)2—|—x



Cwiczenie 15
Zapisz przedziat, do ktérego nalezg wszystkie liczby spetniajgce warunek
ax > \/E
b.z <2v2
cx>1++ 3
d-7<z<8
ed<z< N&d
fr<-—-3lubx >5
gzr>—4iz<10
Cwiczenie 16
Wypisz wszystkie liczby catkowite
a. nalezace do przedziatu(—oo, 3) lub do przedziatu (—2, 1),
b. nalezace do przedziatu(—4, 8) i do przedziatu (0, 6),
c. nalezace do przedziatu(—5, —3) i do przedziatu (—4, c0),

d. nalezace do przedziatu(—5, —3) i do przedziatu.



Cwiczenie 17
Zapisz za pomoca uktadu nieréwnosci zbior wszystkich liczb, ktére nalezg do przedziatu
a. (42,43)
b. (—126,—116)
c. (_215, 210>
d.(5-V6,5-V2)
e. (—oo, 518)

f. <—ﬁ, +00)

g (—OO, 5) U <97 +OO)



Cwiczenie 18

Rozwiagz rownanie.

a. |l —10/ =6
b. |z +55 =11
1
cle—3[=3

d. |z +5%] =3¢

e2x—4="7
f.|3z -5/ =9
g.ld—z| =6
h.\5—|—a:\=%
i.|:c—\/§|:\/§

Cwiczenie 19

Wyznacz liczby spetniajgce réwnanie
a. |z| = 6,25 e 10"
b. |z — 21| = 2°
C. |:I: + 3,20 10*15‘ =410 1
d. |z —2,(32)| =2

e.|z+4| =2,(21)



Cwiczenie 20

Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu wszystkie liczby spetniajgce podany
uktad warunkéw

a.—3<x<3ix2%ix<\/§

b.|z| >5i —7T<z <10
Cwiczenie 21
Wykaz, ze

a.127 4 277 = 757

b.8% + 727 — 1282

1 1 1
c. 12> + 48> = 1082

d. 327 + 1087 = 5007

Wskazéwka: zamien potegi o wyktadnikach wymiernych na pierwiastki.
Cwiczenie 22

Wykaz, ze prawdziwa jest rownosc.

1 1
a, (4+12%)2 —(4—12%)2 —9

o] =
|~

b. (14+6.5%) +(14—6.5%) —6

Wskazoéwka: sprawdz, czy kwadraty liczb po obu stronach réwnosci sg sobie rowne.



Cwiczenie 23

i 1
Wykaz, ze (6 + 2()%) g (6 — 205) ’ jest liczba catkowita.

Wskazéwka: oblicz kwadrat tej liczby.



Przyblizenia i zaokraglenia liczb

W praktycznych zastosowaniach matematyki bardzo czesto zachodzi koniecznos¢
zaokraglania wartosci liczbowych lub postugiwania si¢ wartoSciami przyblizonymi.

Przyktad 1

@ Jest 14 okien. Dwa okna s3 jasne.
%' Jakim procentem okien s3 te okna? 1 40/0

M Jest 14 okien. Dwanascie to okna jasne.

% Jakim procentem wszystkich okien sa te okna? 90 0/0

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Przyktad 2

Cena netto zestawu akcesoriow rowerowych jest rowna 155,60 zt. Aby otrzymac cene
brutto, musimy doliczy¢ jeszcze 23 % podatku VAT. Zatem cena brutto jest rowna

155,6 zt e 1,23 = 191,388 zt.

Jest to warto$¢ doktadna. Poniewaz najmniejszg jednostkg monetarng w Polsce jest 1
grosz, to obliczong cene musimy zaokragli¢ do drugiego miejsca po przecinku.

191,388 zt ~ 191,39 zt.
Przyktad 3

W rozliczeniach podatku PIT stosuje si¢ zasade, ze ostateczna kwota naleznego podatku
zaokraglana jest do peinych ztotych.



https://zpe.gov.pl/a/D1FCRhBMB

Jesli zatem obliczony podatek jest rowny 8562,15 z}, to po prawidlowym zaokragleniu
bedzie réwny 8562 z}, natomiast jesli obliczony podatek jest rowny 8562,78 z, to po
zaokragleniu bedzie rowny 8563 z1.

Reguta: zaokraglania liczb

Jezeli liczbe dodatnig zaokraglamy do ustalonego rzedu wielkosci, np. do tysiecy, setek,
dziesigtek, jednosci, czesci dziesigtych, czesci setnych itd., to wszystkie cyfry stojace po
prawej stronie ostatniej (liczac od strony lewej) cyfry znaczacej zastepujemy zerami.

Z cyframi znaczgcymi postepujemy nastepujaco:

» gdy pierwsza cyfra z prawej strony ostatniej cyfry znaczacej jest mniejsza od 5, to
wszystkie cyfry znaczace pozostawiamy bez zmian,

» gdy pierwsza cyfra z prawej strony ostatniej cyfry znaczgcej jest co najmniejrowna 5,
a ostatnia cyfra znaczaca jest mniejsza od 9, to te cyfre zwiekszamy o 1, a wszystkie
poprzednie cyfry znaczace pozostawiamy bez zmian. Jesli natomiast ostatnia cyfra
znaczaca jest 9, to zamiast niej piszemy cyfre 0 i te samg procedure stosujemy do
poprzednich cyfr znaczacych.

Zastosowanie tej reguly pokazemy na kilku przyktadach.

Przyktad 4

o Liczbe 207 195 468 zaokraglimy do tysiecy. Cyfry znaczace tego zaokraglenia to:
2,0, 7, 1, 9,5. Pierwsza cyfra stojgca po prawej stronie ostatniej cyfry znaczacejto 4
, awiec jest mniejsza od 5. Zatem wszystkie cyfry znaczgce pozostawiamy bez zmian,
a pozostate zastepujemy zerami. Zatem zaokragleniem liczby 207 195 468 do tysiecy
jest liczba 207 195 000.

207195468 ~ 207195000

o Te samg liczbe 207 195 468 zaokraglimy do setek tysiecy. Cyfry znaczace tego
zaokraglenia to: 2, 0, 7,1. Pierwsza cyfra stojagca po prawej stronie ostatniej cyfry
znaczacej to 9, ostatnia cyfra znaczaca to 1, a wiec jest mniejsza od 9. Zatem ostatnig
cyfre znaczacq zwigkszamy o 1, pozostate cyfry znaczgce pozostawiamy bez zmian,
cyfry nieznaczace zastepujemy zerami. Zatem zaokragleniem liczby 207 195 468 do
setek tysiecy jest liczba 207 200 000.

207195468 ~ 207200000

» Razjeszcze zaokraglimy liczbe 207 195 468, tym razem do dziesiatek tysigcy. Cyfry
znaczace tego zaokraglenia to: 2, 0, 7, 1,9. Pierwsza cyfra stojgca po prawej stronie
ostatniej cyfry znaczacej to 5, ostatnia cyfra znaczgca to 9. Zatem ostatnig cyfre
znaczacg zastepujemy cyfra 0. Przedostatnig (jest ona rowna 1, a wiec mniejsza od 9)
zwiekszamy o 1, pozostale cyfry znaczgce pozostawiamy bez zmian. Cyfry




nieznaczace zastepujemy zerami. Zatem zaokragleniem liczby 207 195 468 do
dziesiatek tysigcy jest liczba 207 200 000.

207195468 ~ 207200000

e Zaokraglimy liczbe V37 do czesci tysiecznych, czyli do trzeciego miejsca po
przecinku. Rozwiniecie dziesietne liczby\/ﬁ to 6,0827625 . ... Cyfry znaczace tego
zaokraglenia to: 6, 0, 8, 2. Pierwsza cyfra stojgca po prawej stronie ostatniej cyfry
znaczacejto 7, a ostatnia cyfra znaczgca to 2, a wiec mniejsza od 9. Zatem ostatnig
cyfre znaczacg zwiekszamy o 1, pozostate cyfry znaczace pozostawiamy bez zmian,
cyfry nieznaczgce zastepujemy zerami, ktorych w tym przypadku mozemy nie pisac.
Zatem zaokragleniem liczby /37 do czesci tysiecznych jest liczba 6,083.

V37 ~ 6,083
Przyktad 5

Glowny Urzad Statystyczny podaje, ze w 2012 roku w Polsce mieszkato 38,54 mln ludzi.
Jest to oczywiscie wielkos$¢ przyblizona, poniewaz niemozliwe jest podanie liczby
ludnosci kraju z doktadnoscig do 1 osoby.

Jesli zachodzi taka konieczno$¢, mozemy zaokragla¢ duze liczby do zadanego rzedu.
Np. liczba 65 846 236 moze by¢ zapisana z doktadnoscia do:

Dane
dziesigtek 65 846 240
setek 65 846 200
tysiecy 65 846 000
dziesigtek tysiecy 65 850 000
setek tysiecy 65 800 000
milionéw 66 000 000

Ze wzgledow praktycznych tak zaokraglone liczby mozemy zapisa¢ w skrocie: 66 mln lub
65,8 mln lub 65,85 mln.



Cwiczenie 1

Rozstrzygnij, ktore zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Liczba % = 2,153846153846154 . . . zaokraglona do dwdch miejsc po przecinku
jest réwna 2,16.

0

Liczba %—g = 2,153846153846154 . . . zaokraglona do czterech miejsc po przecinku
jest rowna 2,1538.

0 Liczba %—g = 2,153846153846154 . . . zaokraglona do jednego miejsca po przecinku
jest réwna 2,2.

Liczba %—g = 2,153846153846154 . . . zaokraglona do trzech miejsc po przecinku
jest rowna 2,154.

Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

(] Liczba 6 455 zaokraglona do setek jest réwna 6,5 tys.
(] Liczba 74 899 654 zaokraglona do tysiecy jest réwna 74 899 000.

[ ] Liczbe 56 836 w zaokragleniu do setek mozemy zapisac jako 56 800.

Definicja: Przyblizenie

Przyblizeniem liczby dodatniej a z ustalong doktadno$ciag d > 0 jest kazda liczba, ktora
rozni sie od liczby a o nie wiecejniz d.

Przyktad 6

Bardzo czesto uzywanym w praktyce przyblizeniem liczby 7 z doktadnoscig do dwoch
miejsc po przecinku jest liczba 3,14. Jest to liczba mniejsza od m. Mowimy wtedy, ze jest
to przyblizenie z niedomiarem. Archimedes (IIT w. p. n. e) w obliczeniach przyjmowat, ze
stosunek dlugosci okregu do jego Srednicy (a wiec liczba ) jest rowny %, czyli
3,142857142857 . . . . Jest to liczba wieksza od , a wiec jest przyblizeniem liczby 7

z nadmiarem. Dokladnos¢ tego przyblizenia jest mniejsza od 0,01 ale wieksza od 0,001.



Zwro¢ uwage, ze nie kazde przyblizenie jest zaokragleniem. Liczba % jest przyblizeniem

liczby m, ale nie jest jej zaokragleniem.

Wartosci przyblizonych nalezy uzywac rozwaznie, w przeciwnym razie moze to prowadzi¢
do btedu.

Przyktad 7

Sprawdz, czy liczba 2_11/5 jest wigksza od 41.

W obliczeniach wykorzystamy liczbe 1,73, a wiec przyblizenie liczby V32 dokladnoscig
do drugiego miejsca po przecinku.

23 21,73 T 027 40,740740. ..

Stad mozna by wywnioskowac, ze liczba 2}1/5 jest mniejsza od 41. Wniosek ten jest

jednak btedny.
Wykazemy, ze liczba ﬁ jest wieksza od 41. Usuwajgc niewymiernos¢ z mianownika,
otrzymujemy
" 11(2+v3) 11(2+v3) ( )
=VE  VB)(2rvE) | O +V3 +11V3

Po odjeciu 22 od obu stron nieréwnosci 22 + 114/3 > 41 otrzymujemy 114/3 > 19, co
jest prawdg, gdyz

11v/3 = V121 - V3 = V363,
19 = /361.




Btad bezwzgledny, btad wzgledny

Przyktad 1

DtUGOSC
4.35M.

TEN BOK
MA DEUGOSC

ILE METROW KWADRATOWYCA™N
WYKEADZINY MUSIMY KUPIC,
’-{w WYLOZVC NIA PODLOGE? )

590 m

4,35m

= Wartos¢é ¢
ZATEM KUPIMY ; 26 m=2 oktadng
2 m- _ oo
25,665 M2 )NEO M wrmwmugl s Wartos¢ przyblizon,
Biad bezy,
gledny proyppise.:

’2 ,665 - i Oybhzenla

1335 [ mZJ

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Nalezy pomalowac lakierem podtoge w prostokgtnym pokoju o wymiarach 5,9 mi 4,35 m
. Powierzchnia podiogi jest rowna 5,9 m e 4,35 m = 25,665 m?. W celu oszacowania, ile
lakieru nalezy kupié¢, mozemy przyjaé, ze powierzchnia podtogi jest réwna 26 m?.
Pomylimy sie wtedy o 0,335 m?.

Jest to btad bezwzgledny tego przyblizenia.

Definicja: Btad bezwzgledny

Jezeli liczba a,, jest przyblizeniem liczby a, to liczbe |a — a,| nazywamy btedem
bezwzglednym tego przyblizenia.
o Blad bezwzgledny zawsze wyrazamy w takich samych jednostkach jak przyblizang
wielkosc.
» Blad bezwzgledny jest zawsze liczba nieujemna.

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/D1ACs9G9J

Prostokgtng podtoge balkonu zmierzono tasmgq miernicza z doktadnoscig do 1 cm.
Okreslono, ze podloga ma wymiary 250 cm na 145 cm. Na tej podstawie obliczono, ze

pole powierzchni podlogi jest rowne
bezwzgledny mogt by¢ popelniony?

250 cm e 145 cm = 36250 cm?. Jaki najwiekszy btad

Poniewaz pomiaru dokonano tasSmg z podziatka centymetrowg, zatem mozliwy btad
popetniony przy pomiarze dtugosci kazdego z bokow wynosi 1 cm (z nadmiarem lub

z niedomiarem).

dtugos¢ szerokosc¢
podtogi podtogi
balkonu balkonu
(250 cm) (145 cm)
249 cm 144 cm
251 cm 146 cm

Dane

powierzchnia

(36250 cm?) btad bezwzgledny

36856 cm® | 36250 — 36856| = 394 (cm?)

36646 cm® | 36250 — 36646| = 396 (cm?)

Zatem najwiekszy mozliwy btad bezwzgledny jest rowny 396 cm?.

Przyktad 3

TRZEBA WYMIENIC
PODLOGE W TEJ SALL

PROSZE OBLICEYC
JAKIE JEST POLE
POWIERZCHNI

A TEJ PODLOGI? f

f

Film dostepny na portalu epodreczn

Animacija

W

24,10 m

' =,256,665 2
257 m2_ Wa

= Wartos¢ dOka‘adn 3
oS¢ przyblizona
B! db

r- 4 bezwgleq
1256,66 F ;;;rzyb"zema
*‘f = 0,335 [m2]

—

iki.pl



https://zpe.gov.pl/a/D1ACs9G9J

Prostokgtna podtoga w sali gimnastycznej dlugosci 24,1 m i szerokosci 10,65 m wymaga
wymiany parkietu. Doktadne pole powierzchni podtogi tej sali jest rowne

24,1 m e 10,65 m = 256, 665 m>.

Jesli przyjmiemy, ze pole powierzchni jest réowne 257 m?, to popetniony przez nas btad
bezwzgledny bedzie rowny 257 — 256,665 = 0, 335 m?, czyli doktadnie tyle samo, ile
btad bezwzgledny obliczony w pierwszym przykladzie.

Bledy bezwzgledne w obu przypadkach sg rowne, ale odnoszg si¢ do réznych wielkosci.
Obliczmy, jakg cze$cig przyblizanej wielkosci jest kazdy z btedow:

o w przypadku pokoju: % ~ 0,013053 ~ 1,3 %,

« w przypadku sali gimnastycznej: 555 o= ~ 0,0013053 ~ 0,13 %.

Mozemy wiec powiedziec¢, ze w pewnym sensie btad popelniony w pierwszej sytuaciji jest
10 razy wigkszy od btedu popelnionego w drugiej sytuaciji.

Definicja: Btad wzgledny

Jezeli liczba a,, jest przyblizeniem liczby a, to liczbe — ‘ i

nazywamy btedem wzglednym
tego przyblizenia.

Blad wzgledny jest wielkoscig, ktorag mozemy wyrazi¢ w procentach.
Przyktad 4

Michat robi zakupy w supermarkecie. Oszacowat, ze za wybrane produkty bedzie musiat
zaptaci¢ 250 zt. Po doktadnym policzeniu okazalo sie, ze koszt zakupow wynidst

317,78 z}. Przyjmujac, ze warto$cia doktadna jest faktyczny koszt zakupu, oblicz btad
wzgledny oszacowania jakiego dokonat Michat.

Blad bezwzgledny jest rowny

1250 — 317,78|zt = 67,78 zt.
Btad wzgledny jest rowny

67,78
sTi7g A 21 ,33%.

Michat pomylit sie o wiecejniz 15 %.



Zadania

Cwiczenie 1

Zaokraglenie liczby v/23 = 4,79583152 . .. do drugiego miejsca po przecinku jest réwne

4,7

4,79

O o O

4,80

(] 4,795

Cwiczenie 2

Liczbe % = 1,7(857142) zaokraglono do dwunastego miejsca po przecinku. Wskaz ostatniag
cyfre otrzymanego zaokraglenia.

o o 0O 0O




Cwiczenie 3

Przyjmujemy, ze pole kwadratu o boku dtugosci 5,62 cm jest réwne 32 cm?. Btad
bezwzgledny tego przyblizenia jest rowny

() 0,3844 cm?
(] 0,4156 cm?
() 0,5844 cm?

(] 0,0844 cm?

Cwiczenie 4

Mount Everest, najwyzszy szczyt swiata ma wysokos¢ 8848 m n. p. m. Jesli przyjmiemy, ze
Mount Everest ma wysokos¢ 8,5 km n. p. m, to btad wzgledny przyblizenia jest

wiekszy od 0,04 % , ale mniejszy od 0,4 %
mniejszy od 0,04 %

wiekszy od 4 %

o o 0O 0O

wiekszy od 0,4 % , ale mniejszy od 4 %



Cwiczenie 5

38

Liczba z = 1

spetnia nieréwnos¢

(] b4 <x <55

() 53<z <54

(] 51 <z <52

(] 52 <a <53

Cwiczenie 6

Zaokraglij liczbe do dwdch miejsc po przecinku.

a. 234,5622

b. 32,779

c. 23,499

d. 6,9888

Cwiczenie 7

Zaokraglij liczbe 35768914 do podanego rzedu wielkosci.

a. setek

b. tysiecy

c. milionéw



Cwiczenie 8
Podaj przyblizenie liczby z nadmiarem, z doktadnoscig do 0,0001.

4
13

—_
©|“‘

o
5

Cwiczenie 9
Oblicz.

a. Jakim procentem doby jest 1 godzina?

b. Jakim procentem godziny jest 17 minut?

c. Jakim procentem godziny jest 15 minut i 50 sekund?
Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

Cwiczenie 10

W hurtowni cena netto 1 1 lakieru jest rowna 38,70 zi. Na pomalowanie podtogi w szkolnej
sali gimnastycznej potrzeba 26 1 lakieru. Do ceny netto lakieru doliczone jest 23 % podatku
VAT. lle trzeba zaptacic¢ za 26 litréw lakieru w tej hurtowni?



Cwiczenie 11

W teleturnieju bierze udziat dwdéch zawodnikéw. Pytanie w eliminacjach brzmi:

"Jaka wysokos¢ ma najwyzszy budynek swiata Burj Khalifa w Dubaju? Mozesz pomyli¢ sie nie
wiecej nizo 0,5 %"

Pierwszy zawodnik podat wysoko$¢ 823 m, a drugi 831 m. Ktéry z zawodnikéw zmiescit sie
w granicach dopuszczalnego btedu, jesli rzeczywista wysoko$¢ tego budynku to 828 m?

Cwiczenie 12

Produkowane w Polsce zapatki maja dtugos¢ okoto 43 mm i grubos¢ od 1 mm do 1,5 mm
.Pakowane s3 najczesciej w pudetka od 38 do 42 sztuk ( w zaleznosci od producenta).
Standardowe pudetko zawiera 40 sztuk zapatek. Na podstawie powyzszych informacji oblicz,
jaki jest dopuszczalny btad wzgledny liczby zapatek w pudetku, w zaleznosci od producenta.

Cwiczenie 13

4
3—/5

Wykaz, ze liczbat = spetnia nieréwnos$¢ podwodjng 5 < t < 6.

Cwiczenie 14

. . . . . o . / ;s e 1 1
Wypisz wszystkie liczby catkowite spetniajace uktad nieréwnosci T3 <z < Pk

Cwiczenie 15

Okresl przyblizenie liczby 194,41, ktére nalezy podac, aby popetniony btad wzgledny byt
rowny

a.3%
b.0,9%

c. mniej niz0,5%



Cwiczenie 16

Przyblizenie liczby m z dowolng doktadnoscig mozemy uzyskac, wykorzystujac wzor

7'('2\/6'(11—24‘%4‘%—}-...).

Kazde takie przyblizenie z niedomiarem jest tym doktadniejsze, im wiecej weZzmiemy
poczatkowych sktadnikéw sumy % + % + 3% + ... wystepujacej w tym wzorze (jest to
suma odwrotnosci kwadratow kolejnych liczb catkowitych dodatnich).

a. Wykorzystaj tylko cztery poczatkowe sktadniki sumy <~ + 5 + 5= + .. ., oblicz za

pomoca podanego wzoru przyblizenie liczby w. Sprawdz, czy btagd bezwzgledny tego
przyblizenia jest mniejszy od 0,1.

b. lle co najmniej poczatkowych sktadnikéw sumy nalezy doda¢, aby otrzymac przyblizenie
wieksze od 3?

Do rozwigzania zadania wykorzystaj kalkulator.



Przystawanie trojkatow

W tym rozdziale przypomnimy podstawowe zwigzki miedzy katami i bokami w figurach
geometrycznych.

Udowadniajac wiele wlasnosci figur geometrycznych, czesto wykorzystujemy cechy
przystawania trojkatow.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja.

Twierdzenie: Cechy przystawania tréjkatow

Przystawanie trojkatow ABC i DEF wynika z kazdej z nastepujacych cech przystawania
trojkatow:

» cecha przystawania bok-bok-bok (bbb)

Trojkaty ABC i DEF sa przystajgce wtedy i tylko wtedy, gdy dlugosci bokow jednego
trojkata s3 odpowiednio rowne dtugosciom bokow drugiego trojkata.

AB| = |DE|, | AC| = |DF|, |BC| = |EF|.



https://zpe.gov.pl/a/D5vaFG4SG

C F
/ /

o o
A a B D a E

» cecha przystawania bok-kat-bok (bkb)

Trojkaty ABC i DEF sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy dlugosci dwoch bokéw i kat
miedzy tymi bokami w jednym tréjkacie s3 odpowiednio rowne dwom bokom i kgtowi
miedzy tymi bokami w drugim trojkacie

IAB| = |DE|, | AC| = |DF|, |{BAC| = |<EDF.

C F
//\ //\
A : B D » E

» cecha przystawania kat-bok-kat (kbk)

Trojkaty ABC i DEF s3a przystajgce wtedy i tylko wtedy, gdy dlugosci boku i miary katow
przylegtych do tego boku w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne dtugosci boku
i miarom katow przylegtych do tego boku w drugim trojkacie



|AB| =|DE|, |[<BAC|= |<EDF|, |<ABC|=|<DEF]|.




Twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie: Pitagorasa

W trojkacie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej

a® +b* = 2.

Dowadd

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DNFXdqF2m

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne do Twierdzenia Pitagorasa.
Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi diugosci

trzeciego boku, to trojkat jest prostokatny.


https://zpe.gov.pl/a/DNFXdqF2m

Przyktad 1

Sprawdz, czy trojkat o bokach 9, 121 15 jest trojkgtem prostokgtnym.

Jezeli trojkat bedzie prostokatny, to przeciwprostokatng bedzie najdtuzszy z bokow.
Obliczmy kwadraty dtugosci bokow.

92 = 81, 12% = 144, 15% = 225 i zauwazmy, ze

9% + 122 = 81 + 144 = 225 = 152

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa ten trojkat jest trojkatem
prostokatnym.

Zwigzki miarowe wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa

Przekatna w kwadracie o boku a ma dtugosc

Va2 + a2 =/2a2 = aVv?2.

Zatem w trojkgcie rownoramiennym prostokatnym dtugosci bokoéw pozostaja w zaleznoSci.



45° 45°

av2

Rozwazmy teraz trojkat rownoboczny o boku a. Jego wysokos¢ liczymy w nastepujacy

sposob

2 2 2
= 2 _ (a)° _ 2 _a® _  [3a _ aV3
h—\/a (2)— a i = 1 = T2

Pole trojkata rownobocznego o boku a jest wiec rowne

a
2

Oznaczmy przez x najkrotszy z bokow trojkata prostokatnego, w ktorym katy ostre maja
miary 30° 1 60°. Wtedy dlugoéci bokéw tego trojkata sa rowne x, 2z, x+/3. O takim

trojkacie mowi sie czasami, ze jest to , trojkat piekny”.



2x

60°

30°

xV3



Dwusieczne kata

Definicja: Dwusieczna kata

Dwusieczng kgta nazywamy polprostg, ktorej poczatkiem jest wierzchotek kata i ktora
dzieli dany kgt na dwa rowne katy.

0

Twierdzenie: o punktach lezacych na dwusiecznej kata

Jezeli punkt lezy na dwusiecznejkata, to jego odlegtosci od obu ramion kata sg rowne.

<A x

=

Dowadd




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUrHJogXs

Uwaga!

Dla katow, ktorych miara jest mniejsza od 180° prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne.
Jezeli punkt nalezgcy do kata jest rownoodlegly od jego ramion, to lezy na dwusiecznej
tego kata.

Twierdzenie: o dwusiecznych katéw trojkata

Dwusieczne kazdego z katow w trojkacie przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Punkt ten jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.



https://zpe.gov.pl/a/DUrHJoqXs

Odcinki taczace $rodek S okregu wpisanego w tréjkat ABC z wierzchotkami tego
trojkata podzielily trojkat na trzy trojkaty ABS, BCS i ACS.

Wysokosc¢ kazdego z tych trojkatow jest rowna promieniowi okregu wpisanego w trojkat
ABC (jak na rysunku).

A

Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatow BCS, ACS i ABS
Pypc = Ppcs + Pacs + Paps = gar + br + yor = < o,

WyprowadziliSmy w ten sposob wzor na pole trojkata, w ktorym wystepujg dlugosci jego
bokow oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat.
Twierdzenie: Pole tréjkata

Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, c oraz promieniu r okregu wpisanego w ten trojkat
wyraza sie wzorem

P:%b“r.

Gdy oznaczymy ¢ = p wzér przyjmuje posta¢ P = pr.



Symetralna odcinka. Symetralne bokow tréjkata

Definicja: Symetralna odcinka

Symetralng odcinka AB nazywamy prosta prostopadia do tego odcinka i przechodzacg
przez jego srodek.

. N

Twierdzenie: o punkcie lezagcym na symetralnej odcinka

Jezeli punkt lezy na symetralnej odcinka, to jest rownoodlegly od koncow tego odcinka.

Jezeli punkt plaszczyzny jest rownoodlegly od koncow odcinka, to lezy na symetralnej tego
odcinka.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne.
Twierdzenie: o symetralnych bokow tréjkata

Symetralne trzech bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Punkt ten jest Srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.
N \ 7
N \ C 7

Dowadd

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

Uwaga!
Przypadki szczegolne
a. Trojkat rownoboczny

W trojkacie rownobocznym wysokosci, dwusieczne katow, symetralne bokow i Srodkowe
pokrywaja si¢. Stad:

o Srodek okregu wpisanego w trojkat i srodek okregu opisanego na trojkacie
pokrywaja sie,



https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV
https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

o Srodek okregu wpisanego w trojkat i srodek okregu opisanego na trojkacie lezg
w punkcie przecigcia sie wysokosci,

» Srodki okregow wpisanego i opisanego na trojkacie lezg w punkcie przeciecia
srodkowych. Punkt przeciecia srodkowych dzieli kazdg z nich w stosunku 2 : 1,
liczac od wierzchotka.

C

_ 2 1 _aV3 a3
R—gh,’l"—gh,h— 5 ,P— i

a. Trojkat prostokatny

Srodek okregu opisanego na trojkacie prostokatnym lezy na przeciwprostokatneji dzieli
ja na dwa odcinki rownej dtugosci. Wynika stad, ze dtugos¢ promienia okregu opisanego
na trojkacie prostokatnym jest rowna potowie dtugosci przeciwprostokatnejtego
trojkata.



Juz wiesz

Wzory na pola wielokgtow

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV


https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV
Przyktad 1


https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV
https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV
Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV


https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV
https://zpe.gov.pl/a/Ddmb8PCWV

Zadania

Cwiczenie 1

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym przekatna BD ma dtugo$¢ 17, a bok AB ma dtugos¢ 10
. Oblicz dtugos$¢ bokuBC.

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O W prostokacie przekatna ma d’rugoéc’?x/i, a kat miedzy ta przekatna i jednym
z bokéw ma miare 45°. Wtedy boki tego prostokata majg dtugosci 7 i V2.

O Boki prostokata maja dtugosci 3 i 6. Wtedy kat miedzy przekatna i dtuzszym
bokiem ma miare 30°.

O W prostokacie dtuzszy bok ma dtugosc 4, a kat miedzy przekatng i krétszym
bokiem ma miare 60°. Wtedy dtugosc¢ krotszego boku tego prostokata wynosi 2.

O W prostokacie przekatna ma dtugosé 8, a kat miedzy przekatng i dtuzszym bokiem
ma miare 30°. Wtedy dtugos¢ krétszego boku tego prostokata jest rowna 4.

Cwiczenie 3

W tréjkacie rownoramiennym ABC dane sa dtugosci ramion |BC| = |AC| = 7 oraz
wysokos¢ |[CD| = 3. Wowczas

O pole tego tréjkata wynosi 44/ 10
() dtugos¢ drugiej wysokosci tego tréjkata wynosi % v 10

() dtugosc¢ podstawy AB tego trdjkata wynosi 2v/10




Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawione sg kwadraty. Dtugos¢ boku pierwszego kwadratu jest rowna 16.
Wierzchotki drugiego to $rodki bokéw pierwszego. Wierzchotki trzeciego to srodki bokow
drugiego kwadratu.

Wodwczas

(] dtugosé¢ boku trzeciego kwadratu jest réwna 8
() dtugosé¢ odcinka A; B, jest réwna 44/5

(] dtugoéé¢ boku drugiego kwadratu jest réwna 42



Cwiczenie 5

Przekatna AC czworokata ABCD dzieli go na dwa tréjkaty prostokatne. Dtugosci trzech jego
bokow zostaty podane na rysunku. lle wynosi obwéd tego czworokata?

Cwiczenie 6

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Stosunek dtugosci przekatnych rombu wynosi 5 : 8. Obwéd rombu jest réwny
44/89. Wynika z tego, ze dtugosc dtuzszej przekatnej jest réwna 10.

O

0 Obwdd prostokata wynosi 70. Stosunek dtugosci jego bokéw jest réwny 2 : 3.
Wodwczas dtugos¢ krétszego boku tego prostokata wynosi 21.

0 Stosunek dtugosci przekatnych rombu wynosi 6 : 8. Wéwczas stosunek boku
rombu do dtuzszej przekatnej wynosi 5 : 8.



Cwiczenie 7

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

O

Dane sg dwa tréjkaty rownoboczne T i Ts. Dtugosé boku trojkata Th jest 0 10 %
wieksza od dtugosci boku trojkata 1. Wynika stad, Ze pole trojkata T, jest 0 21 %
wieksze od pola trojkata 17.

Wysokos¢ trojkata rownobocznego jest o 2 krétsza od dtugosci boku. Wtedy pole
tego trojkata wynosi P = 28 + 48+/3.

Pole tréjkata rownobocznego wynosi 94/3. Wéwczas bok tego trojkata ma dtugosé
6.

Cwiczenie 8

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

Dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego jest réwna 7v/3 . Woéwczas promien okregu
wpisanego w ten trojkat jest réwny 7.

Dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego jest réwna 24/ 3. Wéwczas promien okregu
opisanego na tym trdéjkacie jest rowny 2.

Wysokos¢ trojkata réwnobocznego jest réowna 15. Wéwczas promien okregu
wpisanego w ten trojkat jest rowny 5, a promien okregu opisanego na tréjkacie jest
rowny 10.



Cwiczenie 9

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Jezeli stosunek dtugosci przyprostokatnych w tréjkacie prostokatnym wynosi 3 : 5
() , to stosunek dtugosci promienia okregu opisanego na tym tréjkacie do dtugosci
dtuzszej przyprostokatnej tréjkata wynosi 17 : 10.

O Przyprostokatne w tréjkacie prostokatnym majg dtugosci 8 i 4\/5 Wtedy dtugosé
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie wynosi 6.

Cwiczenie 10

a. Kat miedzy ramionami trojkata rownoramiennego jest prosty. Wysokos$¢ opuszczona na
podstawe tego trojkata jest réwna 5. Oblicz dtugosc srodkowej tego trojkata, ktorej
jednym z koncow jest wierzchotek kata ostrego.

b. W tréjkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami jest rowny 120°. Wysoko$¢
opuszczona na podstawe tego trojkata jest rowna 2. Oblicz dtugos¢ srodkowej tego
trojkata, ktorej jednym z koncow jest wierzchotek kata ostrego.



Cwiczenie 11

Podstawa AB trojkata rownoramiennego ABM jest dtuzszy bok prostokata ABCD.
Wierzchotek M lezy na boku CD, jak pokazano na rysunku.

D M C
(2 O
15
A 16 B

G1_Planimetria_ZadZamnietel

Obwéd tego tréjkata wynosi

O 10vV7 +12
O 50
O 48

() 24481 + 16



Cwiczenie 12

W trojkacie prostokagtnym dtugosci przyprostokatnych sg réwne 2 i2\/§. Wiekszy z katow
ostrych w tym troéjkacie ma miare

O 30°
O 15°
O 60°

O 45°

Cwiczenie 13

Liczby 6,14, x sa dtugosciami bokdéw tréjkata réwnoramiennego. Wtedy x wynosi

O z=+113
O z=14
O z=8
O z=12



Cwiczenie 14

Na rysunku przedstawiony jest prostokat.

30°

P1_Przyklad1_ZZ4_pop

Dtugos¢ a dtuzszego boku oraz dtugosc d przekatnej tego prostokata wynosza

O a=5v3,d=10

_ 5 4= 58
O a=5d=5

O a:‘r’T‘/g’,dle

O a=5\/§,d=%\/§



Cwiczenie 15

W trojkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki majg dtugosci 15i 17. Obwadd tego trojkata jest
rowny

O 395

O /514 + 32

O 40

) 40,5



Cwiczenie 16

W tréjkacie rownoramiennym ABC dane s3 dtugosci bokéw |AB| = |BC| = 10 oraz
|AC| = 14.

10

G1_Planimetria_ZadZamkniete6_nowy

Pole tego tréjkata jest réwne

O 20v6

O 751

O 28v6

O 49



Cwiczenie 17

Dtugosé boku tréjkata rownobocznego jest réwna % Promien r okregu wpisanego w ten

tréjkat i promien R okregu opisanego na tym trojkacie sg rowne odpowiednio

Cwiczenie 18

W prostokacie dtugos¢ jednego z bokdw jest rowna 3\/5, a przekatna ma dtugos¢ 3\/6. Oblicz
dtugosc drugiego boku prostokata.

Cwiczenie 19

Dane s3 trzy czworokaty. Pierwszy jest prostokatem o bokach dtugosci 2 i 4. Wierzchotki
drugiego czworokata to srodki bokow pierwszego, a wierzchotki trzeciego to srodki bokow
drugiego czworokata. Oblicz sume obwoddéw tych wielokatéw.



Cwiczenie 20

W kwadrat wpisano okrag i na tym samym kwadracie opisano okrag, jak pokazano na rysunku.
Pole zaznaczonego pierscienia jest rowne 5m. Oblicz obwdéd kwadratu.

L T T e e e e e T

T L T T T W VR T T T

A A A A A
VA A




Cwiczenie 21

Dany jest réwnolegtobok, w ktérym jeden z bokéw ma dtugosé b = 6. Kat ostry
réwnolegtoboku ma miare 30°, kat miedzy krotsza przekatng a bokiem a ma miare 45°, jak na
rysunku. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

Cwiczenie 22

W tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie dtugosci |AB| = 6 i ramionach dtugosci
|AC| = |BC| = 5 wpisano okrag. Oblicz promier tego okregu.



Katy przylegte, wierzchotkowe, naprzemianlegte i
odpowiadajace

W tej czesSci podrecznika usystematyzujemy zdobyte wceze$niej wiadomosci na temat
wiasnosci figur plaskich i rozszerzymy je w oparciu o nowe narzedzia algebraiczne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJifYtCMW

Definicja: Katy przylegte i wierzchotkowe


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW
https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

o Katy przylegle to dwa katy, ktore majg jedno ramie wspolne, a pozostate ramiona
dopetniaja si¢ do proste;.

» Katy wierzchotkowe to dwa katy, ktore maja wspolny wierzchotek i przedtuzeniem
ramion jednego kata s3 odpowiednie ramiona drugiego kata.

Na przykiad o iy na rysunku sg katami przylegtymi. Pary katow wierzchotkowych to
aipforazyid.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Twierdzenie: Suma miar katéw przylegtych

Suma miar katow przyleglych jest réwna 180°.


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Wprost z twierdzenia o sumie miar katow przylegtych wynika, ze
o+ v =180"

oraz
B+~v=180".

Stad a = . Udowodnili$my w ten sposéb nastepujace twierdzenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJifYtCMW
Twierdzenie: o katach wierzchotkowych

Katy wierzchotkowe s3 rowne.
Przyktad 1

Obliczmy miary katow o, B i zaznaczonych na rysunku.



https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Katy 47° i 8 sa wierzchotkowe, wiec 8 = 47°. Kazdy z katow « i 7y jest przylegly do kata
A7°. Zatem

a=y=180" —47" =133".
Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJif YtCMW
Przyktad 3


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJifYtCMW

Definicja: Katy naprzemianlegte i odpowiadajace

e Katy:ai a1, Bifi, yiyiorazdidi nazywamy katami odpowiadajacymi.
e Katy a1 i 6 oraz fi1i v nazywamy katami naprzemianleglymi wewnetrznymi.
« Katy i1 oraz a i 1 nazywamy kgtami naprzemianleglymi zewnetrznymi.

Przyktad 4
W przypadku, gdy proste ki [ sg rownolegle

e Katy:aiai, Bip1, yi~vyiorazdid: sa katami odpowiadajgcymi.
o Katy a1 i 6 oraz S1i 7y sa katami naprzemianleglymi wewnetrznymi.


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

o Katy Bi~y; oraz a i d; sa kgtami naprzemianleglymi zewnetrznymi.

Przyktad 5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJif YtCMW


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJifYtCMW
Przyktad 6

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJif YtCMW
Przyktad 7


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW
https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJifYtCMW

Twierdzenie: Proste réownolegte

Jezeli dwie proste rownolegle przetniemy trzecig prostg, to tak utworzone katy
naprzemianlegle sa rowne i katy odpowiadajgce sa réwne.
Twierdzenie: Katy naprzemianlegte

 Jezeli proste kil przetniemy trzecia prostg i tak utworzone katy naprzemianlegte sg
rowne, to proste kil sg rownolegle.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJifYtCMW

Twierdzenie: Katy odpowiadajace


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW
https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

» Jezeli proste kil przetniemy trzecig prostg i tak utworzone katy odpowiadajace sa
rowne, to proste k i [ s réwnolegte.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJffYtCMW

Przyktad 8

Proste kil zostaly przeciete trzecig prostg. Miary katow zaznaczono na rysunku.
Uzasadnimy, ze proste kil sa rownolegte.

Zaznaczmy kat przylegly do kata 128°. Jego miara jest rowna

180° — 128" = 52°.


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Dwa katy odpowiadajgce maja taka samg miare 52°, skad wynika, ze proste kil sa
rownolegle.
Przyktad 9

Konstrukcja katow naprzemianleglych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJif YtCMW
Przyktad 10

Konstrukcja katow odpowiadajgcych.


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIJif YtCMW

Cwiczenie 1

Podaj miary katéw przy prostych rownolegtych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DJ)jfYtCMW

Dwie proste przeciete trzecig prosta - zmienia sie potozenie trzeciej prostej. Dany jest jeden
kat - nalezy poda¢ miary pozostatych katow


https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW
https://zpe.gov.pl/a/DJjfYtCMW

Katy w figurach, przekatne

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb
Twierdzenie: Suma miar katow trojkata

Suma miar katow trojkata jest rowna 180°.

Dowadd

Rozwazmy dowolny trojkat ABC. Rysujemy prosta réwnolegla do boku AB, ktéra
przechodzi przez wierzchotek C.



https://zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb

Katy 6 i a s3 réwne jako katy naprzemianlegle wewnetrznie. Podobnie € = f.

C

Suma miar katow «, f3, yjest rowna 180°.

Wiemy juz, ze suma miar katow w trojkacie jest rowna 180°. Zastanéwmy sie teraz, czy
mozna znalez¢ wzoér na okreslenie sumy miar kgtow dowolnego wielokata wypuklego.
W tym celu narysujmy kilka wielokatow i podzielmy kazdy z nich na trojkaty.
Poprowadzimy wszystkie przekatne z jednego wierzchotka kazdego z wielokatow.

CZWOROKAT PIECIOKAT SZESCIOKAT
2 TROJKATY 3 TROJKATY 4 TROJKATY

Zauwazmy, ze liczba utworzonych trojkatoéw jest o 2 mniejsza od liczby wierzchotkow
wielokata.
Zatem n - kat wypukly mozna podzieli¢ na (n — 2) trojkaty. Suma miar katow n— kata jest
wiec rowna sumie miar katow tych trojkatow. W kazdym z tych trojkatow suma miar katow
jest rowna 180°.

Ciekawostka



Twierdzenie dotyczgce sumy miar katow wielokata pozostaje rowniez prawdziwe

w przypadku, gdy wielokat nie jest wypukly (jest wklesty). Aby udowodni¢ to
twierdzenie, mozna postgpi¢ podobnie jak poprzednio, dzielgc wielokat na trojkaty.
Trudniej jednak opisa¢ ten podzial, gdyz nie zawsze da si¢ podzieli¢ wielokat na trojkaty,
wykorzystujac przekatne wychodzace z jednego wierzchotka.

Ten wielokat zostat podzielony na 9 trojkatéw, suma miar jego katéw jest réwna 1620°.

Wyprowadzimy wzor na liczbe przekatnych dowolnego wielokata wypuktego. Rozpatrzmy
jeden z wierzchotkow takiego wielokata. Ile przekgtnych mozemy z niego poprowadzic?

Ten wielokat ma 9 wierzchotkow. Z jednego wierzchotka mozna poprowadzic 6
przekatnych. Z wybranego wierzchotka nie mozna poprowadzi¢ przekatnych do



wierzchotkow sgsiednich, ani do tego wybranego wierzchotka.

Niech n bedzie liczbg naturalng wiekszg od 3. Rozpatrzmy dowolny n-kat wypukty.
Poniewaz mamy n wierzchotkow, a z kazdego wierzchotka mozemy poprowadzi¢ n — 3
przekatne, wiec ze wszystkich wierzchotkéw mozemy poprowadzi¢ n(n — 3) przekatne.
Jednak w ten sposob kazdg z przekatnych policzyliSmy dwukrotnie. Zatem liczba
wszystkich przekatnych n-kata wypuktego jest rowna

Przekatna AB wychodzi zaréwno z wierzchotka 4, jak i z wierzchotka B.
Twierdzenie: O przekatnych wielokata

Dowolny n-kat wypukly ma 222=2) przekatn ch, gdzie n jest liczbg naturalna wigeksza od
y n-kat wypukiy 7 P qtnych, g J

3.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb

Przypomnimy teraz podstawowe wiasnosci zwigzane z katami w czworokatach.

Rozwazmy dowolny rownoleglobok i narysujmy proste, na ktorych lezg boki tego
rownolegtoboku.

Zaznaczmy katy odpowiadajace katowi a. Poniewaz boki rownolegloboku sa parami
rownolegle, zaznaczone na rysunku katy odpowiadajgce sa rowne.


https://zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb

Katy BCD i a sg wierzchotkowe, wiec |[<BCD| = a.
Oznaczmy miare kata ADC przez . Miara kata CBA takze jest rowna f.

Katy B i o sg przylegte, zatem a + 5 = 180°.
Twierdzenie: Suma miar sgsiednich katéw wewnetrznych w rownolegtoboku

W réwnolegloboku suma miar sasiednich katéw wewnetrznych jest rowna 180°.

Rozwazmy trapez ABCD.

Niech a, 8 bedg katami ostrymi w tym trapezie. Poprowadzmy proste zawierajace boki tego
trapezu i zaznaczmy katy naprzemianlegle do katéw a i 8. Poniewaz proste AB i CD sa
rownolegte, to miary odpowiednich katow naprzemianlegltych sg rowne.



Kat CDA jest przylegly do kata o, zatem
|<CDA| =180" — a.
Kat BCD jest przylegly do kata 3, zatem

|<BCD| = 180° — 8.

Twierdzenie: Suma miar katéw przy jednym ramieniu trapezu

W trapezie suma miar katow przy jednym ramieniu jest réwna 180°.




D C
A B

Rozpatrzmy romb ABCD. Wykreslmy przekatng rombu jak na rysunku i zaznaczmy

powstate katy naprzemianlegte. Poniewaz proste AB i CD s3g réwnolegle, to katy
naprzemianlegte sa rowne.

A B

W rombie wszystkie boki sa rowne, wiec trojkat ACD jest rownoramienny, a jako
rownoramienny ma katy przy podstawie AC rowne, czyli o = f3. Przekatna AC zawiera si¢
w dwusiecznejkata DCB i DAB. Podobnie, przekatna DB zawiera si¢ w dwusiecznej kata
ADCi (ABC).

Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych rombu. Romb jest réwnoleglobokiem,
wiec

|<I ADS‘ — 180;—2a



|<<ADS| = 90° — a.

W trojkacie ADS kat DAS ma miare «, a kat ADS ma miare 90° — a.
Zatem miara kata ASD jest réwna

180° — (a + 90° —a) = 90°.

Mozemy wigc sformutowac twierdzenie
Twierdzenie: Kat przeciecia przekatnych rombu

Przekatne rombu zawieraja sie¢ w dwusiecznych jego katow wewnetrznych i przecinajg
sie pod katem prostym.

Pola wielokatow

Przypomnijmy znane wzory na pola czworokatow.
» Pole rownolegtoboku
P=aeh,

gdzie a jest dlugoscig jednego z bokow oraz h jest wysoko$cig opuszczong na ten bok.



Umie$¢my rownoleglobok ABCD w prostokacie AECF, jak pokazano na rysunku. Tréjkaty
ADF i CBE sa przystajace, czyli

\BE| = |DF|.

Oznaczmy |BE| =z

Pole réwnolegloboku ob liczymy odejmujgc od pola prostokgta sume pol trojkatéow ADF i
CBE. Z tych trojkatéw mozna utworzy¢ prostokat o bokach h, z. Pole réwnolegloboku jest
rowne

P = (a + z)h — xh = ah.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DsPsPBNGb


https://zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb

» Pole trojkata

P=1laeh,

gdzie a jest jednym z bokéw tréjkata, a h jest wysokoscig opuszczona na ten bok.

Podzielmy rownolegtobok ABCD przekatna DB na dwa trojkaty. Zauwazmy, ze trojkaty
ABD i BCD sg przystajace, poniewaz maja te same dtugosci bokéw. Zatem pole trojkata jest
rowne potowie pola rownolegtoboku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb


https://zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb

e Pole trapezu

P=sben,

gdzie a, b s3 dlugosciami podstaw trapezu, a h jest jego wysokoscia.

Dzielimy trapez przekatna na dwa tréjkaty. Jeden z nich ma podstawe a, drugi podstawe b
oraz oba majg t¢ sama wysokos$¢ h.

P=P +P,=1ah+ lbh= 2L eh

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DsPsPBNGb

Pole czworokgta wypuktego, w ktorym przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym


https://zpe.gov.pl/a/DsPsPBNGb

)

__ dyedy
P = 2

gdzie dy, dy s przekatnymi tego czworokata.

H D G

Czworokat ABCD umiescimy w prostokacie EF GH, ktérego boki sa réwnolegle do
przekatnych. Prostokat EFGH jest podzielony na cztery prostokaty. Otrzymujemy cztery
pary trojkatow przystajacych:

« trojkat A SD jest przystajacy do trojkata DHA,
« trojkat CSD jest przystajgcy do trojkata DGC,
o trojkat CSB jest przystajacy do trojkata BFC,
« trojkat ASB jest przystajacy do trojkata BEA.

Pole czworokata ABCD jest wiec dwa razy mniejsze od pola prostokata EF GH, skad
otrzymujemy

__ dyedy
P = —5 .



Zadania

Cwiczenie 1

Na rysunku podane sg miary katéw «, 8, 7. Czy wynika z tego, ze punkty A, B, C s3
wspotliniowe?

a=232°  [B=17° v = 40°




Cwiczenie 2

Podaj miary katéw przy prostych rownolegtych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DtdP8HWAI

Dwie proste przeciete trzecig prostg - zmienia sie potozenie trzeciej prostej. Dany jest jeden
kat - nalezy poda¢ miary pozostatych katow


https://zpe.gov.pl/a/DtdP8HWAI

Cwiczenie 3

Na rysunku podane sg miary katéw a;, B. Czy czworokat ABCD jest rownolegtobokiem?

a = 36° B8 =143°

Cwiczenie 4

Proste ki [ s réwnolegte. Miary katéw «, [ podano na rysunku. Czy wynika stad, ze
v =125" oraz§ = 14377




Cwiczenie 5

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

Miary katow tréjkata pozostajg w stosunku 1 : 2 : 3. Wtedy najmniejszy kat ma
miare 20°.

O

Katy miedzy jednym z bokdéw tréjkata ostrokatnego i wysoko$ciami opuszczonymi
(] na pozostate boki maja miary 35° oraz 45°. Kat lezacy naprzeciw tego boku ma
miare 80°.

Jeden z katéw trojkata ma miare 50°. Miara kata miedzy dwusiecznymi pozostatych
katow wewnetrznych tego trojkata jest rowna 115°.

0 W trojkacie miara jednego kata jest dwa razy wieksza od miary drugiego i trzy razy
mniejsza od miary trzeciego kata. Wtedy najwiekszy kat ma miare 120°.

Cwiczenie 6

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

(] W osiemnastokacie foremnym miara kata wewnetrznego wynosi 160 °.
(] W dziesieciokacie wypuktym suma miar katéw jest rowna 1800°.

W pewnym wielokacie wypuktym suma miar katéw wynosi 1620 °. Liczba bokéw
tego wielokata jest réowna 11.

O



Cwiczenie 7

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

Liczba przekatnych wielokata wypuktego jest cztery razy wieksza od liczby jego
bokow. Wielokatem tym jest jedenastokat.

W siedemnastokacie wypuktym liczba przekatnych jest rowna 119.

Pewien wielokat wypukty ma 35 przekatnych. Liczba bokéw tego wielokata jest
rowna 7.

Cwiczenie 8

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

Réznica miar przeciwlegtych katéw trapezu rownoramiennego wynosi 24 °.
Wadwczas miara kata wewnetrznego przy dtuzszej podstawie trapezu jest rowna
102°.

Z wierzchotka kata rozwartego réwnolegtoboku poprowadzono dwie wysokosci,
ktore tworza kat o mierze 30°. Wtedy miara kata ostrego tego rownolegtoboku
wynosi 60°.

Réznica miar dwéch sasiednich katow wewnetrznych réwnolegtoboku jest rowna
40°. Wowczas kat rozwarty tego rownolegtoboku jest rowny 140°.



Cwiczenie 9

W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawa AB jest dwa razy dtuzsza od podstawy CD.
Przekatna AC zawiera sie w dwusiecznej kata DAB. Pole trapezu jest rowne 27\/5 . Wtedy

(] dtugos¢ ramienia trapezu jest réwna 6

D przekatna AC dzieli trapez na dwa trojkaty, z ktérych jeden ma pole dwa razy
wieksze od drugiego

(] ramie trapezu jest dwa razy dtuzsze od krétszej podstawy

Cwiczenie 10

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

W szesciokacie foremnym o boku dtugosci 3, dtugos$¢ krotszej przekatnej jest rowna

e

W pieciokacie foremnym kat miedzy dwiema przekatnymi poprowadzonymi z tego
samego wierzchotka jest rowny 36°.

O

W dowolnym wielokacie foremnym wszystkie przekatne przecinajg sie w jednym
punkcie.

0J



Cwiczenie 11

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

W réwnolegtoboku o obwodzie rownym 154, wysokosci spetniajg warunek Z—; =
. Wtedy krétszy bok ma dtugos¢ 44.

O

() W deltoidzie przekatne maja dtugosci 10 i 7. Wtedy pole tego deltoidu wynosi 70.

Krétsza przekatna trapezu prostokatnego dzieli go na tréjkat prostokatny i trojkat
() réwnoboczny. Diuzsza podstawa trapezu jest rowna 8. Wtedy obwdéd trapezu ma

dtugosé 20 + 4+/3.

Cwiczenie 12

Dziewieciokat ABCDEFGHI jest foremny. Wynika stad, ze

wielokat ten ma 27 przekatnych
miara kata ABC wynosi 150°

z wierzchotka D mozna poprowadzi¢ 9 przekatnych

o O O O

suma miar wszystkich katéw wewnetrznych wielokata jest réwna 1620°

3

4



Cwiczenie 13

Jeden z katéw tréjkata ma miare 72°. Jeden z pozostatych jest 5 razy wiekszy od drugiego.
Miary tych katéw to

28°i80°

21°i105°

o O O

20°i100°

() 18°i90°

Cwiczenie 14

Dwa sasiednie katy rownolegtoboku réznig sie o 20°. Kat ostry tego rownolegtoboku ma miare

40°

60°

80°

20°

o O O O



Cwiczenie 15

W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczne katow CAB i ABC. Dwusieczne te przecinaja
sie w punkcie P. Kat APB jest

mniejszy lub rowny 60°

rozwarty

o O O

prosty

() ostry, ale wiekszy od 60°

Cwiczenie 16

Obwod szesciokata foremnego jest rowny 36. Pole tego szesciokata jest rowne

27v/3

9v/3

54+/3

o O O O

184/3



Cwiczenie 17

Stosunek dtugosci bokéw réwnolegtoboku jest rowny 3 : 5, a krétsza z jego wysokosci ma
dtugosc 6. Wéwczas druga wysokosé jest rowna

(O 10

O 15

O 6

O 36

Cwiczenie 18

Dany jest trapez prostokatny ABCD o dtuzszej podstawie AB . Ramie AD jest prostopadte
do podstaw, a dtugos$c¢ boku BC jest dwa razy wieksza od réznicy dtugosci podstaw trapezu.
Kat ABC ma miare

60°

30°

75°

o O O O

45°



Cwiczenie 19

Przekatna BD rombu ABCD ma taka sama dtugos¢ jak bok rombu. Wynika stad, ze

() obwéd rombu jest réwny 2|AC|

() pole rombu jest réwne [BD|?
(O |AC| =2/BD|

O |<ABC|=120°



Cwiczenie 20

Na rysunku przedstawiony jest trojkat ABC.

146°

Wtedy

(O |<«CAB|=146"

() |<CAB|=34"

() |<CAB| =56

() |<CAB| = 68"



Cwiczenie 21

Punkty E i F' s3 srodkami bokéw prostokata ABCD.

C E D
® ®
F

o

A B

Jaka czescig pola prostokata jest pole trojkata AFE?

O %
O %
O 3
O %

Cwiczenie 22

lle bokéw ma wielokat foremny, ktérego kazdy kat wewnetrzny ma miare 160°?



Cwiczenie 23
Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktorym |[AD| = |DC| = 3.
a. Czy wysokosc tego trapezu moze by¢ réwna 4? Odpowiedz uzasadnij.
b. Uzasadnij, ze przekatna AC zawiera sie w dwusiecznej kata DAB.
Cwiczenie 24
Podstawy trapezu maja dtugosci 6 i 10. Miary katéw przy dtuzszej podstawie sg rowne 30° i

60°.
Oblicz pole trapezu.

30° 60°

Cwiczenie 25

W trapezie ABCD poprowadzono krétsza przekatna, ktéra podzielita go na tréjkat
prostokatny i tréjkat rownoboczny. Oblicz miary katéw tego trapezu. Rozwaz wszystkie
przypadki.



Cwiczenie 26

Dany jest romb, ktérego kat ostry ma miare 45°, a jego pole jest réwne 72\/5. Oblicz dtugos¢
boku tego rombu.

Cwiczenie 27

Trapez prostokatny ABCD podzielono na trzy figury o rownych polach, tak jak na rysunku.
Dtugos$¢ boku kwadratu CDEF jest rowna 6. Oblicz obwdd i pole trapezu ABCD.

Cwiczenie 28

Jaka jest miara kata pomiedzy dwiema przekatnymi réznej dtugosci poprowadzonymi z tego
samego wierzchotka szesciokata foremnego ?

Cwiczenie 29

Udowodnij, ze dwusieczne dwoch sasiednich katéw rownolegtoboku sg prostopadte.



Przyktady

W ponizszych przyktadach pokazemy zastosowanie cech przystawania trojkatow
w zadaniach na dowodzenie.

Przyktad 1

W réownolegloboku ABCD przekatne AC i BD przecinaja sie¢ w punkcie M. Wykaz, ze
trojkaty ABM i CDM sa przystajace.

Czworokat ABCD jest rownoleglobokiem, a zatem boki AB i CD s3 rowne oraz zawieraja
sie w prostych réwnoleglych. Wynika stad, ze katy CAB i DCA majg rowne miary oraz
katy DBA i BDC maja réwne miary.

Stad i z rownosci

[AB| = [CD],
wynika, ze tréjkaty ABM i CDM sg przystajace, co stwierdzamy na mocy cechy
kat-bok-kat.

Uwaga. Z przystawania trojkatow ABM i CDM wynika, ze |[AM | = |MC|i
|BM | = |MD|. Prawdziwe jest zatem ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: Przekatne w réwnolegtoboku

W dowolnym réwnolegtoboku przekatne dziela si¢ na potowy.



Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.
Twierdzenie: Czworokat, ktéry jest rownolegtobokiem
Czworokat, ktorego przekatne dzielg si¢ na potowy jest rownolegtobokiem.

Dowadd

Dla dowodu rozpatrzmy czworokat ABCD, ktorego przekatne AC i BD przecinajg sie
w punkcie P bedgcym $rodkiem kazdejz nich. Wtedy

|AP| = [CP|, [DP| = |BP|
oraz
£ APD| = |£BPC|,

jako katy wierzcholkowe. Zatem trojkaty APD i BPC s przystajagce, co stwierdzamy na
mocy cechy bok-kat-bok.

Wobec tego |[AD | = |BC|, atakze |[{ PAD| = |£PCB|, skad wniosek, ze proste AD i
BC sa réwnolegle.
Skoro dwa boki czworokata ABCD s3 rowne i rownolegle, to jest on réownoleglobokiem,
co konczy dowod.

Przyktad 2




o Wtréjkacie ABC $rodek boku AB jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej
z wierzcholtka C. Wykaz, ze boki AC i BC tego trojkata sa réwne.

Oznaczmy przez D $rodek boku AB. Trojkaty ADC i BDC s3 prostokatne. Maja wspoélng
przyprostokatng DC, a takze |AD | = |DB|.

C

o\

A D B

S3 to wiec trojkaty przystajace (na mocy cechy bok-kat-bok). Stad wynika, ze
|AC| = | BC|. To spostrzezenie konczy dowod.

» Wtréjkacie ABC spodkiem wysokosci opuszczonejz wierzchotka C' na bok AB jest
taki punkt P, ze katy ACP i BCP maja rowne miary. Wykaz, ze

IAC| = [BC|.

Trojkaty APC i BPC sg prostokatne, majg wspolng przyprostokatna PC, a takze katy
ACP i BCP majg rowne miary.



o\

A P B

Trojkaty te sa zatem przystajace (na mocy cechy kat-bok-kat). Stad |AC| = |BC|.
Koniec dowodu.

o Wtréjkacie ABC boki AC i BC s3 réwne. Wykaz, ze spodkiem wysokosci
opuszczonejz wierzchotka C' tego trojkata jest srodek boku AB.

Oznaczmy przez E spodek wysokosci poprowadzonejz wierzchotka C na bok AB.

(]

A E B

Wtedy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkatach prostokatnych AEC i BEC mamy
odpowiednio

|AE|® + |[EC|? = |AC|?



BE[® + [EC|* = |BC[",

skad
[AE[* = |AC" — [EC|*
IBE|* = [BC|* — |[EC]>.
Skoro |[AC| = |BC|,to |AE|? = |BE|%. Uwzgledniajac, ze |AE| > 0 oraz |BE| > 0,

otrzymujemy |AE| = |BE|, czyli punkt E jest sSrodkiem boku AB, co nalezato wykazac¢.
Uwaga!

Poniewaz odpowiednie boki w trojkagtach AEC i BEC sa réwne, to na mocy cechy
bok-bok-bok stwierdzamy, ze trojkaty te sa przystajace. Wynika z tego, ze

|{CAE| = |£CBE|,

|£{ACE| = |<BCE|.
Prawdziwe jest wiec ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: Tréjkat rownoramienny

W dowolnym trojkgcie rownoramiennym

» katy wewnetrzne przy podstawie sg rowne,

» Srodek podstawy jest spodkiem wysokosSci opuszczonejna te¢ podstawe,

» wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka kata wspolnego dla ramion zawiera si¢
w dwusiecznej tego kata.

Przyktad 3
W prostokgcie ABCD przekatne AC i BD przecinajg sie pod katem prostym. Wykaz, ze
|AB| = |BC|.

Oznaczmy przez P punkt przecigcia przekatnych AC i BD prostokata ABCD. Jest on
srodkiem kazdej z tych przekatnych, bo czworokat ABCD jest rownolegtobokiem.




Zauwazmy, ze punkt P jest spodkiem wysoko$ci poprowadzonejw trojkacie ABC
z wierzchotka B na bok AC. Wobec tego trojkat ABC jest rownoramienny i

AB| = |BC|.

To spostrzezenie konczy dowod.
UdowodniliSmy wiec, ze prostokat, ktorego przekatne przecinajg si¢ pod katem prostym
jest kwadratem.

Przyktad 4

W réwnolegloboku ABCD przekatna AC zawiera sie w dwusiecznejkata BAD. Wykaz,
ze przekatne AC i BD tego rownolegloboku przecinaja sie¢ pod katem prostym.
Oznaczmy przez o miar¢ kazdego z katow, na ktore dwusieczna AC podzielita kgt BAD

|{CAB| = a, |{CAD| = a.



D
(87
A B
Wtedy
|£LACD| = «
|£{ACB| = a.
D C
(81
(81

Trojkaty ABC i ADC sg zatem réwnoramienne, bo w kazdym z nich katy przy podstawie

A C majg miare rowng a. Zatem
|AB| = |BC| = |CD| = |AD|

Wynika z tego, ze spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka B trojkata ABC na
podstawe AC jest sSrodek M odcinka AC, ktory jest rowniez spodkiem wysokosci
poprowadzonejz wierzchotka D tréjkata ADC na podstawe AC.




Wobec tego miary katow BMA i AMD sumuja si¢ do kata polpelnego, zatem punkt M
lezy na przekatnej BD.

To oznacza, ze przekatne AC i BD rownolegloboku przecinajg sie pod katem prostym.
Koniec dowodu.

Uwaga. Wykazalismy, ze jezeli w rownolegloboku ABCD przekatna AC zawiera sie

w dwusiecznej kata BAD, to rownolegtobok ABCD jest rombem.

Przyktad 5

W trojkacie prostokgtnym ABC punkt D jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej

z wierzcholka kata prostego C na przeciwprostokatng AB. Punkt E jest symetryczny do
punktu D wzgledem prostej AC, a punkt F' jest symetryczny do punktu D wzgledem
prostej BC.




Wykazemy, ze punkty C, E'i F'leza na jednej proste;j.
Zauwazmy, ze prosta AC jest symetralng odcinka DE. Wynika stad, ze

|AE[ = |AD],
ICE| = |CD].

Wobec tego trojkaty EAC i DAC sa przystajace, co stwierdzamy na mocy cechy
bok-bok-bok.

Zauwazmy tez, ze prosta BC jest symetralng odcinka DF. Wynika stad, ze
BF| = |BD,
|ICF| = |CD|.

Zatem tréjkaty FBC i DBC s3 przystajace, co stwierdzamy na mocy cechy bok-bok-bok.



W trojkacie ABC kat ACB jest prosty. Oznaczmy przez o miare kata CAB. Wtedy
| CBA| = 90°—a.
W trojkacie prostokgtnym ADC kat przy wierzchotku D jest prosty i
| CAD | = a,
wiec
| DCA| = 90"-a.
Wobec tego
|{ECA| = 90°-a.

(bo DCA i ECA to odpowiednie katy w tréjkatach przystajacych EAC i DACQ).
W trojkacie prostokgtnym BDC kat przy wierzchotku D jest prosty i

| DBC| = 90°-a.
Zatem
|ABCD| = a.
Wobec tego
|£ BCF| = aq,

(bo £ BCD i £ BCF to odpowiednie katy w trojkatach przystajgcych FBC i DBO).
Obliczmy miar¢ kata ECF. Mamy



|{ECF| = [{ECA|+ |£ACB|+ [£BCF|= (90"—a)+ 90° + a = 180".

Wynika z tego, ze punkty C, E'i F'leza na jednej prostej, a to wiasnie nalezato
udowodnic.

Przyktad 6

Na bokach AC i BC trojkata ostrokatnego ABC zbudowano kwadraty ACDE i BCFG.

A B

Wykazemy, ze odcinki BD i AF majg réwne dlugosci.
Oznaczmy



|AC| = b, |[BC| = a, |[£ACB| = y.

Czworokagt ACDE jest kwadratem, wiec [CD| = |AC| = b. Czworokat BCFG jest
rowniez kwadratem, wiec
ICF| = |BC| = a.

Ponadto

|DCB| = |[4DCA| + |£ACB| = 90° + vy
oraz

|£ACF| = |£ACB| + |£BCF| = y+90°.

D o b
E e

Wobec tego

ICD| = |AC| = b
|4DCB| = |£ACF| = 90° 4~
ICB| = |CF| = a,

wiec trojkaty DCB i ACF s3 przystajace, na mocy cechy bok-kat-bok.
Wynika z tego, ze |[BD | = | AF| (bo sa to odpowiednie boki w trojkgtach przystajgcych).



To konczy dowdd.

Przyktad 7

Na bokach AB, BC i CA trojkata rownobocznego ABC wybrano odpowiednio punkty K,
Li M tak, ze

AK | = |BL| = |CM].

Wykaz, ze trojkat KLM jest rownoboczny.

Oznaczmy przez a dlugo$¢ boku trojkata réwnobocznego ABC i przez x — dlugo$c
kazdego z odcinkéw AK, BL i CM. Wtedy kazdy z odcinkéw AM, CL i BK ma dlugos¢
a-x.



Poniewaz

AK| = |BL| = |CM| = x

|{MAK| = |£KBL| = |[{LCM| = 60°
IMA| = |KB| = |LC| = a- x

to trojkaty MAK, KBL i LCM sg przystajace, na mocy cechy bok-kat-bok.
Wobec tego odcinki MK, KL i LM sa rowne, wig¢c trojkat KLM jest rownoboczny.
Koniec dowodu.

Przyktad 8

Trojkat ABC przedstawiony na ponizszym rysunku jest rownoboczny, a punkty B, C, N
sa wspotliniowe. Na boku AC wybrano punkt M taki, ze

|AM| = |CN]|.
Wykaz, ze

IBM| = [MN].



Oznaczamy
|AB| = |BC| = |CA| = a,|AM| = |CN| = z.
e sSposob [

Wybierzmy na boku BC taki punkt D, ze odcinki MD i AB sa réwnolegle.

Wtedy

|4 CMD| = |£CAB| = 60°,



czyli trojkat CMD jest rownoboczny, a jego bok jest rowny a—z. Zatem
IMD| = |CM| = a- x,
BD| = |[BC|- |CD| = a—- (a— x) = x,|CN| = x,

|ABDM| = 120°,

ANCM| = 120°,

wiec trojkaty BDM i MCN s3a przystajace, na mocy cechy bok-kat-bok.
Wobec tego odcinki BM i MN s3 rowne.
Koniec dowodu.

e sposob II

Przedtuzamy bok AC o odcinek CN ’tak, ze

IMN /| = a.

Wtedy w trojkacie NC N’ mamy
ICN| =|CN’| = x
oraz
|ANCN’| = 60°,

wiec trojkat NCN’ jest rownoboczny.
Wynika z tego, ze



INN’| = x.
Zatem
IMN’| = |AB| = a,
NN'| = |MA| = x,
|AMN'N| = 60°, |[<BAM| = 60°,

wiec trojkaty MN’N i BAM sg przystajace, na mocy cechy bok-kat-bok.
Wobec tego odcinki BM i MN s3 rowne. Koniec dowodu.

e sposob II1

Na boku AB odkladamy taki punkt M’ ze

AM ’| = |AM]| = z.

Woweczas trojkat AMM ’ jest rownoboczny, a jego bok jest rowny x.
Wynika z tego, ze

IMM’| = x,|£BM’M| = 120°.
Wobec tego
IMM’| = |[NC| = x

IM'B| = |[CM| = a—x



|AMM’B| = 120°, |<NCM| = 120°,

wiec trojkaty MM’B i NCM sa przystajgce, na mocy cechy bok-kat-bok.
Zatem odcinki BM i MN sa rowne.
Koniec dowodu.



Zadania

Cwiczenie 1

W tréjkacie nieréwnoramiennym ABC punkt D jest srodkiem boku AB. Wykaz, ze
odlegtosci punktéw A i B od prostej CD s3g rowne.

Cwiczenie 2

Pieciokat ABCDE jest foremny. Wykaz, ze wszystkie przekatne tego pieciokata s3 réwne.

Cwiczenie 3

Os$miokat ABCDEFGH jest foremny. Wykaz, ze czworokat ACEG jest kwadratem.

Cwiczenie 4

Na przekatnej AC réwnolegtoboku ABCD wybrano punkty E i F, takie ze |AE| = | CF|.
Wykaz, ze |BF | = |DE|.

Cwiczenie 5

W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawa AB jest dtuzsza od podstawy CD. Na
przekatnych AC i BD wybrano punkty odpowiednio P i @ tak, ze |AP| = %\AC\ i
BQ| = 1[BD

Wykaz, ze |AQ| = |BP|.

Cwiczenie 6

Na bokach AB, BC, CD i DA kwadratu ABCD wybrano takie punkty odpowiednio K, L, M
i N,ze|AK|=3|KB|, |[BL|=3|LC|, |CM|=3/MD|i|DN| = 3|NA| Wykaz, ze
czworokat KLMN jest kwadratem.




Cwiczenie 7

Na bokach AB i BC kwadratu ABCD zbudowano na zewnatrz tréjkaty réwnoboczne AEB i
BFC.

Uzasadnij, ze trojkat DEF jest rownoboczny.

Cwiczenie 8

Czworokaty ABCD i APQR, przedstawione na rysunku, sg kwadratami.

Wykaz, ze  BP| = |DR|.



Cwiczenie 9

Na odcinku AC wybrano punkt B rézny od koncéw tego odcinka. Trojkaty ABD i BCE s3
rownoboczne.

Wykaz, ze |AE| = |CD|.



Cwiczenie 10

Trojkaty ABC i BDE, przedstawione na rysunku, sg rownoboczne.

Wykaz, ze |AE| = |DC|.



Cwiczenie 11

W tréjkacie rownoramiennym ABC boki AC i BC sg rowne. Na podstawie AB i ramieniu BC
zbudowano tréjkaty réwnoboczne ABK i BCL, jak przedstawiono na rysunku.

C

Wykaz, ze |AL| = |CK].



Cwiczenie 12

Na bokach BC i CD réwnolegtoboku ABCD zbudowano kwadraty CDEF i BCGH.
Udowodnij, ze |[AC| = |FG|.

E o of
\
\
\
\
D

Cwiczenie 13

W tréjkacie ostrokatnym ABC na bokach BC i AC lezg odpowiednio takie punkty D i E, ze
|AD| = |BE| i |[£ADC| = |£BEC| = 110°. Wykaz, ze tréjkat ABC jest réwnoramienny.



Cwiczenie 14

W trojkacie prostokatnym ABC punkt D lezy na przeciwprostokatnej AB. Punkt F jest
symetryczny do punktu D wzgledem prostej AC, a punkt F' jest symetryczny do punktu D
wzgledem prostej BC.

Wykaz, ze punkty C, E i F' leza na jednej proste;j.



Cwiczenie 15

Na bokach AB i CD rownolegtoboku ABCD zbudowano kwadraty ABKL i CDMN.

M N
® ®
./D /C
A B
® )
L K

Wykaz, ze tréjkaty BNK i DLM sg przystajace.



Cwiczenie 16

Na bokach tréjkata réwnobocznego ABC, przedstawionego na rysunku, zbudowano
kwadraty ABDE, CBGH i ACKL.

Wykaz, ze tréjkat KGE jest réwnoboczny.



Cwiczenie 17

Na ramionach AC i BC tréjkata réwnoramiennego ABC zbudowano kwadraty ACKL i
BCMN. Wykaz, ze trojkaty MLA i KNB sa przystajace.

Cwiczenie 18

Wewnatrz kwadratu ABCD wybrano takie punkty M i N, ze trojkaty ABM i BCN s3
rownoboczne (zobacz rysunek). Wykaz, ze tréjkat DNM jest rownoboczny.

D C
®




Cwiczenie 19

Na rysunku przedstawiony jest trdjkat prostokatny ABC. Punkt C jest wierzchotkiem kata
prostego. Na bokach AC i BC zbudowano kwadraty ACKL i CBMN.

Wykaz, ze suma odlegtosci punktéw L i M od prostej AB jest rowna dtugosci
przeciwprostokatnej AB.



Cwiczenie 20

Na bokach BC i CD réwnolegtoboku ABCD, przedstawionego na rysunku, zbudowano
tréjkaty rownoboczne BCK i CDL.

Wykaz, ze dwusieczna kata LAK dzieli odcinek KL na potowy.



Cwiczenie 21

Punkty A, B, C leza na jednej prostej, a czworokaty ABDE i BCFG przedstawione na
rysunku sg kwadratami.

E D
o Q
\
\
G \ F
/. N ?
// \QL
K// \
/‘ \
7/ \
/// \\
& O o
A B C

Punkt K jest $rodkiem odcinka AG, punkt L jest srodkiem odcinka DC. Wykaz, ze
|{KBL| = 90°.



Cwiczenie 22

W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku A ma miare 45°. Wysokosci BD i CE
tego tréjkata przecinajg sie w punkcie H.

Wykaz, ze |AH| = |BC|.



Cwiczenie 23

Tréjkat ABC, przedstawiony na rysunku, jest rownoramienny i [AC | = | BC|. Punkty C, B,
M s3 wspotliniowe.
Na boku AC wybrano punkt N tak, ze |[AN | = | BM)|. Proste NM i AB przecinajg sie
w punkcie P. Wykaz, ze [NP | = |PM|.
C
N
A B




Cwiczenie 24

W prostokacie ABCD, przedstawionym na rysunku, dane sg dtugosci bokéw [AB| = 3
IBC| = 1.Punkty Ei G leza na boku AB, a punkty F'i H leza na boku CD tak, ze
czworokaty AEFD, EGHF i GBCH s3 kwadratami.

! |

Wykaz, ze | AED | + |[{AGD| + |[£ABD| = 90°.



Cwiczenie 25

Bok kwadratu ABCD ma dtugo$¢ 1. Punkty M i K leza na bokach odpowiednio BC i CD

tego kwadratu, przy czym |{ BAM |

12° oraz | DAK | = 33°.

D K C
@ O O
/
/
/
/
/
/
/
/
/

/

/

7
/- M
Y.

12° @

A B

Wykaz, ze w tréjkacie MAK wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka A na bok MK ma dtugosé 1



Cechy podobienstwa trojkatow

Przyktad 1
|
F
7,5
4.5
C 5 ’
3
1,5 2,5
( ﬂ ( '8
A 2 B D 4 E G 6 H

Popatrz na tréjkaty przedstawione na rysunku. Drugi z nich powstat przez powigkszenie
dtugosci kazdego boku trojkgta ABC dwa razy. Trzeci przez powiekszenie dlugosci
kazdego boku tréjkata ABC trzy razy.

Odpowiadajgce sobie katy maja jednakowe miary, a odpowiadajace sobie boki sg
proporcjonalne. Takie trojkaty nazywamy podobnymi.

Figury podobne to takie, ktore majg jednakowy ksztalt, a moga si¢ roznic¢ wielkoscia.
Przyktadami figur podobnych sa kopie tego samego obrazka, ktore powigkszamy lub
pomniejszamy.

Zeby stwierdzi¢, czy dwa trojkaty s podobne, korzystamy z cech podobienstwa trojkatow.
Twierdzenie: Cechy podobienstwa tréjkatow

e Cecha bok-bok-bok (bbb)

Jezeli kazdy bok tréjkata A’B’C’ jest proporcjonalny do odpowiedniego boku tréjkata
ABC, to trojkaty te sa podobne.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXKVutM5M

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje trzy réznych wymiarow zdjecia tej samejbudowli w ksztalcie trojkatna
ostrokatnego. Na zdjeciu najwiekszym zaznaczono katy alfa, beta i gamma. Poréwnujac,

w dwoch etapach (zdjecie najwieksze i Srednie a potem najwieksze i najmniejsze)
odpowiednie katy tych budowli, zauwazamy ze odpowiednie katy w tych trojkatach sg tej
samej miary, a wiec trojkaty sa podobne.



https://zpe.gov.pl/a/DXKVutM5M
https://zpe.gov.pl/a/DXKVutM5M

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje dwa roznych wymiarow zdjecia tej samej budowli w ksztatcie trojkatna
ostrokatnego, na ktorych zaznaczono dtugosci bokow 12, 10, 8 oraz 6, 5, 4. Obliczajac
stosunki dtugosci kazdego boku w jednym trojkacie do odpowiadajgcego mu boku

w drugim trojkacie, zauwazamy Ze sg one rowne. Trojkaty sg podobne.

12 cm
6 cm
’“_CTTT 10 cm o
.
10 ~ 12
Trojkaty sg podobne.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje dwa roéznych wymiarow zdjecia tej samejbudowli w ksztalcie trojkatna
ostrokatnego. W jednym trojkacie zaznaczono boki o dtugosci 12 i 10 oraz miedzy nimi kat
alfa, w drugim boki o dtugosciach 6 i 5 oraz miedzy nimi kat alfa. Obliczajac stosunki


https://zpe.gov.pl/a/DXKVutM5M
https://zpe.gov.pl/a/DXKVutM5M

dtugosci kazdego boku w jednym trojkacie do odpowiadajacego mu boku w drugim
trojkacie, zauwazamy ze s3 one rowne, a wiec trojkaty sg podobne.

Twierdzenie: Skala podobienstwa trojkatow
Jezeli trojkaty A’B’C’ oraz ABC s3 podobne, przy czym wierzchotki A, B, C odpowiadaja
wierzchotkom odpowiednio A’ B, C’ to

|A}B/’| o |B/’C/’| o |C!A/’|
[AB] — |[BC| — |CA]

oraz
|<A| = |<4’|, |<B| = |<B’|,|<C| = |«C"|.

Skalg k podobienstwa tréojkatéw nazywamy iloraz dtugosci odpowiadajacych sobie bokow

w trojkatach podobnych
|A7-B}| . |B}C’| . |C’A}| o k
[AB| T [BC| T [CA] T
Cl
C kb
ka
b a




Przyktady

Przyktad 1
Czy trojkaty ABC i DEF sa podobne?

a.

A B

Tak. Trojkaty ABC i DEF sa podobne na mocy cechy kat — kat — kat. W kazdym
z tych trojkatéw miary katow sa rowne 35°, 55° oraz 90°.
b.
C

215

Tréjkaty ABC i DEF nie s3 podobne. Kazdy z nich ma kat o mierze 115°. Jednak

stosunki dtugosci odpowiadajacych sobie bokow tych trojkgtow nie sg rowne.
R ¢oin FEL _ 6 IDF[ 3 6 , 3
ZeCzywiscie 1xgr = 7, Jacr = 202 5 # 5.




Przyktad 2

Trojkaty te na mocy cechy bok — bok — bok sg podobne w skali k = 2.
Przyktad 3

Trojkat ABC ma boki dtugosci 15, 20, 25. Trojkat EFG jest do niego podobny. Najkrotszy
bok w tréjkacie EF G ma dlugoséc 30. Obliczmy stosunek obwodu trojkata EF G do
obwodu trojkata ABC i stosunek pola tréjkgta EFG do pola trojkata ABC.

Najkrotszy bok w tréjkacie EF G odpowiada najkrétszemu bokowi trojkata ABC. Skala
podobienstwa tréjkata EFG do tréojkata ABC jest wiec rowna

k=3 =2.
Pozostate boki trojkgta EF G majg dtugosci
2002 =40, 252 = 50.
Obliczamy obwody trojkatow i stosunek tych obwodow
Lapc = 15+20+ 25 =60
Lgpg = 30+ 40 + 50 = 120

Lgpg _ 120 __ o __
Lygc = 60 =2=k



Zauwazmy, ze trojkat ABC jest trojkatem prostokgtnym

152 + 202 = 225 + 400 = 625 = 25°.

Zatem trojkat EF G do niego podobny tez jest trojkgtem prostokgtnym.

C

25
15

A 20 B

Wiasnos¢ te wykorzystamy, obliczajac pola trojkatow i ich stosunek.
Pypo = 52 =150
Pgre = 252 =600

Prpg _ 600 __ 4 __ 1.2
Papgc ~— 150 =4=k

Stosunek obwodu trojkata EFG do obwodu tréjkata ABC jest rowny 2, a stosunek pola
trojkata EF G do pola trojkata ABC jest rowny 4.



WH1tasnosci podobienstwa

Twierdzenie: Wtasnosci podobienstwa

Jezeli trojkat A’B’C’ jest podobny do trojkata ABC w skali podobienstwa k, to stosunek
obwodow tych trojkatow jest rowny skali podobienstwa, a stosunek ich pdl jest rowny
kwadratowi skali podobienstwa

Lape _
Lagc

Pypco _ 1.2
Pppc ’

Rozwazmy trojkaty prostokatne A’B’C'’ oraz ABC podobne w skali k. Wysokosci tych
tréjkatow zaznaczone na rysunku s rowne odpowiednio b i h.

Zauwazmy, ze skoro tréjkat A’B’C”’ jest podobny do trojkata ABC, to

|CA| o
car =k

oraz
|<ACD| = |<A’C’D’|, |[<CDA| = |<C’D’A’| =90°.
Stad
|<<CAD| =|<«C’A’D’| =90° — |[<A’C’D’|.

Na mocy cechy podobienstwa kqt — bok — kqt tréjkat A’C'’D’ jest podobny do tréjkata
ACD i skala podobienstwa wynosi k. Stad

h’
"=k



czyli stosunek dtugosci wysokosci w trojkagtach podobnych jest taki sam jak stosunek
dlugosci bokow.

Pope: = 5ch = fkcekh = ;che k® = Pypg o K’

Pype 1.2
léAB];g =k
Stosunek pal trojkatow podobnych jest wiec rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Lypc =a +b +¢c =ka+kb+kec=k(a+b+c)=ke Lypc

Lapco
Lagc k

Stosunek obwodow trojkatow podobnych jest rowny skali podobienstwa.

Rozwazmy dowolny trojkat ABC. Zaznaczmy w nim $rodki dwoch bokéw i polaczmy je
odcinkiem. Taki odcinek nazywamy linig Srodkowa trojkata.

C

A B

Zauwazmy, ze trojkaty DCE i ABC sg podobne na mocy cechy bok — kat — bok. Kgt DCE
jest wspolny dla obu trojkgtow oraz

IDC| _ [EC] _ 1
[AC| — BC| — 2
o . .. . |DE .y Lo
Z definicji podobienstwa wynika, ze ﬁ = % . Mamy tez rownosc katow

|<CDE| = |<CAB|, |<CED| = |<CBA|.

Poniewaz punkty C, D, A sa wspotliniowe, wiec katy CDE i CAB s3 odpowiadajace. Stad
wynika rownoleglos¢ DE i AB.



Twierdzenie: o linii sSrodkowej trojkata

Odcinek taczacy srodki dwoch bokow w trojkacie jest rownolegty do trzeciego boku
trojkata i jest od niego dwa razy krotszy.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DvIIHTkKu

Podstawy trapezu ABCD maja dlugo$ci a oraz b. Punkt E jest Srodkiem boku AD, a punkt
F jest srodkiem boku CB. Odcinek 1gczacy $rodki ramion trapezu nazywamy linig
srodkowg w trapezie. Obliczymy jego dlugosc.


https://zpe.gov.pl/a/DvIIHTkKu

A b B

Poprowadzmy przekatng AC i oznaczmy przez G jej srodek.

D a C

A b B
Odcinek EG jest odcinkiem gczacym $rodki bokéw w tréjkacie ADC. Stad EG jest
réownolegly do podstawy trapezu DC oraz
EG| = 1a.

Podobnie odcinek GF jest odcinkiem taczacym Srodki bokow trojkgta ABC, czyli jest
rownolegly do podstawy trapezu AB oraz

GF| = 1b.



Poniewaz oba odcinki EG i GF sa rownolegle do podstaw trapezu, wiec punkty E, G, F
leza na jednej proste;j.

D a C

Mamy
|EF| = |[EG| + |GF| = 3a + b= 4.

Stad twierdzenie:
Twierdzenie: o linii Srodkowej w trapezie

Odcinek taczgcy srodki ramion trapezu jest rownolegly do podstaw tego trapezu, a jego
dtugosc¢ jest rowna Sredniej arytmetycznej dtugosci podstaw trapezu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DvIIHTkKu


https://zpe.gov.pl/a/DvIIHTkKu

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Punkty K, L i M dzielg ramie AC tréjkata ABC na odcinki réwnej dtugosci. Punkty N, O i P
wybrano na boku BC tak, ze odcinki MN, LO i KP s3 réwnolegte do podstawy AB (patrz
rysunek). Dtugos¢ odcinka MN jest réwna 2.

Wtedy
(] |KP|=38
P, _ 1
[ Poe =16

) |LO| =4



Cwiczenie 3

W trapezie ABCD podstawa AB jest dtuzsza od podstawy CD. Ramiona AD i BC maja
dtugosci |AD| = 10,
|ISD| = 15. Wéwczas

BC| = 12. Proste zawierajace te ramiona przecinaja sie w punkcie S'i

[ ] Dtugosé odcinka SC jest réwna 18.

Psap 9

Pspc 25
(] Tréjkat SDC jest podobny do trojkata SAB w skali %
Cwiczenie 4

a. W trapezie ABCD podstawa AB jest dtuzsza od podstawy CD. Punkt przeciecia
przekatnych trapezu dzieli kazdg z nich w stosunku 2 : 3. Krétsza podstawa trapezu ma
dtugos¢ 5. Oblicz dtugos$¢ drugiej podstawy.

b. W trapezie ABCD podstawy maja dtugosci |[AB | = 9i |CD | = 3. Przekatna BD ma
dtugosé 8. Na jakie odcinki dzieli te przekatng prosta AC?

c. W trapezie ABCD podstawy maja dtugosci |[AB | = 8 i |CD | = 2. Przekatne AC i BD
przecinaja sie w punkcie S. Trojkat SAB ma pole réwne 10. Oblicz pole tréjkata SCD.



Cwiczenie 5

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci a i b wysokosé

. . . ab
poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest rowna T

W trojkacie prostokagtnym przyprostokatne majg dtugosci 3 i 6. Wtedy wysokosc
(] poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatng na odcinki
dtugosci \/5 i 2\/5.

W trojkacie prostokatnym ABC stosunek dtugosci przyprostokatnych AB i AC jest
(] réwny 15:8. Poprowadzono wysoko$é AD. Pole tréjkata ACD jest rowne 16.
Wtedy pole tréjkata ABC jest rowne 72,25.

Cwiczenie 6

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O Trojkat ABC jest rownoramienny o ramionach dtugosci 25 i podstawie dtugosci 30.
Wtedy wysokosci w tym trojkacie sg réwne 20 i 24.

Odcinki <mfenced open="|" close="|" separators="|"> AD = 6 i <mfenced open="|"
close="|" separators="|"> BE = 7 s3 wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC,
ktérego bok BC ma dtugosé 8. Wtedy, <mfenced open="|" separators="|">
AC=283.

close=



Cwiczenie 7

a. W trdjkat prostokatny ABC o przyprostokatnych |[AB| = 4i |[AC| = 7 wpisano
kwadrat, tak jak na rysunku. Oblicz dtugos¢ boku tego kwadratu.

b. W tréjkat ABC o podstawie |AB| = 40 i wysokosci réwnej 16 opuszczonej
z wierzchotka C na te podstawe wpisano prostokat, tak jak na rysunku. Dtugosci
odcinkéw EF i DE pozostajg w stosunku 2 : 5. Znajdz dtugosci bokéw prostokata
DEFG.




c. W trojkat prostokatny ABC, w ktérym kat ACB jest prosty, wpisano kwadrat DEGF
o boku dtugosci 4. Bok GF' kwadratu lezy na przeciwprostokatnej AB tréjkata.

Wierzchotki E, D lezg odpowiednio na przyprostokatnych AC i CB. Odcinek AG jest
réwny 2. Oblicz pole tréjkata ABC.

C




Cwiczenie 8
Odpowiedz na pytania.

a. W trapezie ABCD dtugo$c podstawy AB jest rowna 28, a dtugosci ramion trapezu AD i
BC s3 odpowiednio réwne 20 i 15. Katy ADB i DCB, zaznaczone na rysunku, maja
rowne miary. Oblicz obwéd tego trapezu.

b. Dwa trojkaty podobne ABC i BDE umieszczono obok siebie (patrz rysunek) tak, ze
punkty A, Bi D leza na jednej prostej. Punkty K, L i M s3 odpowiednio $rodkami
odcinkéw AB, BD i CE. Udowodnij, ze trojkat KLM jest podobny do kazdego
z tréjkatow ABC i BDE.




c. Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie S i zachodzi rownos¢
|AS| e IDS| = |BS| e |CS|. Udowodnij, ze czworokat ABCD jest trapezem.

Cwiczenie 9

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

O

Stosunek pdl dwdch tréjkatow podobnych wynosi 144 : 225. Wéwczas stosunek
obwodéw tych tréjkatéw jest rowny 12 : 15.

W tréjkacie ABC poprowadzono odcinek DE réwnolegty do podstawy AB, ktory
ramie CB podzielit w stosunku 1 : 4, liczac od wierzchotka C. Wéwczas pole
tréjkata DEC stanowi < pola tréjkata ABC.

Stosunek dtugosci przekatnych dwaéch prostokatow podobnych jest rowny 4 : 7.
Wodwczas stosunek pdl tych prostokatow jest rowny 4 : 7.

Cwiczenie 10

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O

O

W trapezie o podstawach dtugosci a i b (gdzie b > a) odcinek taczacy srodki

przekatnych ma dtugosé b;“.

Ramiona trapezu maja dtugosci 3 i 5, a obwdd trapezu jest rowny 20. Wtedy
dtugos¢ odcinka taczacego $Srodki ramion tego trapezu jest réwna 12.

Wysokos$¢ trapezu jest réwna 4, a odcinek tagczacy srodki ramion trapezu ma
dtugos¢ 5. Wtedy pole tego trapezu jest rowne 20.



Cwiczenie 11

Odcinki DE i BC sa rownolegte oraz |DB| = 8, |IDE| = 12, |BC| = 16.
C
E
16
12
A D 8

Woéweczas dtugoséé¢ odcinka AD jest rowna

O 24

O 4

O 8

O 12



Cwiczenie 12

Prosta réwnolegta do boku AB tréjkata ABC odcina z niego tréjkat, ktérego pole stanowi %

pola trojkata ABC. Wynika stad, ze ta prosta dzieli boki AC i BC w stosunku

o O O

() 1:2

Cwiczenie 13

W prostokacie ABCD o bokach dtugosci 6 i 8 odlegtos¢ wierzchotka D od przekatnej AC jest
rowna

O 75
O 43

O 48



Cwiczenie 14

W trapezie ABCD podstawa AB jest 2 razy dtuzsza od podstawy CD. Punkt S jest punktem

przeciecia sie przekatnych. Wéwczas stosunek % jest réwny

|~

o O O
e

vo|—

O 3

Cwiczenie 15

Drzewo rzuca cien dtugosci 12 m. W tym samym czasie stojgcy obok cztowiek o wzroscie
180 cm rzuca cien dtugosci 120 cm. Drzewo ma wysokos¢

() 18m
() 8m
() 9m

() 12m



Cwiczenie 16

Odcinek taczacy srodki ramion trapezu ma dtugosé 8. Krotsza podstawa ma dtugosc 2. Wtedy
dtugosc¢ dtuzszej podstawy jest rowna

O 16
O 6
O 10

O 14

Cwiczenie 17

W trojkat réwnoboczny o boku dtugosci 4 wpisano kwadrat, w taki sposdb, ze jego dwa
wierzchotki leza na jednym z bokdéw tréjkata, a dwa pozostate wierzchotki lezg na pozostatych
dwéch ramionach trojkata.

l::Rysunek tréjkata rownobocznego A B C z wpisanym wewnatrz kwadratem
F G H | opisanego w zadaniu.

Dtugosc boku kwadratu jest rowna

O 4v/3-6
O 4
O 2v3

O 8v3-12



Cwiczenie 18

Dany jest trojkat rownoramienny o podstawie dtugosci 10 i ramionach dtugosci 13. Wysokos¢
opuszczona na ramie tego tréjkata jest réowna

60
13

120

o O O

156
O %

Cwiczenie 19

Tréjkat ABC ma boki dtugosci 3,5,7. W trojkacie A’B’C’,podobnym do trojkata ABC,
najkrétszy bok ma dtugosé 4%. Obwad tréjkata A’B’C' jest réwny

O 40
O 333
O 10

1
O 229



Cwiczenie 20

Suma obwoddéw dwéch trojkatow podobnych jest rdowna 20. Stosunek pél tych trojkatow jest
rowny 16 : 1. Obwody tych tréjkatow sg réwne

6il14

2i18

o O O

4i16

O 8i12

Cwiczenie 21

W trojkacie ABC dtugosci bokéw sa réwne |[AC| = 6, |IBC| = 9 oraz |AB| = 12. Na bokach
ACiBC wybrano punkty D i E, ktére podzielity te boki w stosunku 1 : 2, liczac od
wierzchotka C. Oblicz obwadd tréjkata DEC.

Cwiczenie 22

Punkty D i E leza na boku AC trdjkata ABC i dzielg go w stosunku 1 : 2 : 3, liczac od
wierzchotka C. Przez punkty D i E poprowadzono proste réwnolegte do boku AB. Oblicz,
w jakim stosunku pozostaja pola figur, na jakie te proste podzielity tréjkat ABC.

Cwiczenie 23

W trapezie ABCD o podstawach dtugosci |AB| = 18 i |CD| = 6 przedtuzono ramiona do
punktu S ich przeciecia. Dtugosci odcinkéw DS i CS sa réwne |DS| = 3i |CS| = 5. Oblicz
dtugosci ramion trapezu ABCD.

Cwiczenie 24

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C. Punkt D jest
spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C tego tréjkata. Wykaz, ze

|CD| = 4/|AD| e |BD|.



Cwiczenie 25

W trapezie ABCD dtuzsza podstawa AB ma dtugo$¢ 10. Przekatne tego trapezu przecinaja
sie w punkcie S, ktory dzieli kazdg z nich w stosunku 3 : 5. Oblicz dtugos¢ krotszej podstawy.

Cwiczenie 26

W trdéjkacie ABC podstawa AB ma dtugosc¢ 24, a wysokos$¢ opuszczona na te podstawe jest
réwna 9. W trojkat ten wpisano prostokat DEFG, taki jak na rysunku. Boki tego prostokata
pozostaja w stosunku 3 : 4, przy czym dtuzszy bok lezy na podstawie tréjkata ABC. Oblicz
pole wpisanego prostokata.




Cwiczenie 27

Na zewnatrz trojkata prostokatnego ABC, w ktérym kat ACB jest prosty oraz |AC| =5
IBC| = 12, zbudowano kwadrat ACDE. Punkt H nalezy do prostej ABi |[<HEA| =90".
Oblicz pole tréjkata HAE.

Cwiczenie 28

Dany jest réwnolegtobok ABCD. Na przedtuzeniu przekatnej AC poza punkt C, wybrano
punkt P, taki ze |AC| = 3|CP)|. Znajdz stosunek pola tréjkata DCP do pola réwnolegtoboku
ABCD.

Cwiczenie 29

W tréjkacie ABC srodkowa CD ma dtugos¢ 8. Punkt K lezy na srodkowej CD i |CK | = 2.
Na boku AC lezy taki punkt M, ze proste MK i BC sa réwnolegte. Oblicz |AM | : |[MC|.

Cwiczenie 30

W rombie ABCD kat przy wierzchotku A jest ostry. Na boku AB lezy taki punkt F, Ze proste
DE i AB s3 prostopadte. Przekatna AC przecina odcinek DE w punkcie F', przy czym
IDF | = 13i |FE | = 12. Oblicz pole tego rombu.



Cwiczenie 31

W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne maja dtugosci |[AC | = 13,61 |[BC | = 25,5.
Punkt D lezy na przeciwprostokatnej AB i |[AD | = 8,5. Na przyprostokatnej AC lezy taki
punkt F, ze proste DE i AC s3 prostopadte. Na przyprostokatnej BC lezy taki punkt F', ze
proste DF i BC s3 prostopadte. Oblicz pole czworokata DFC E.

Cwiczenie 32

W réwnolegtoboku ABCD dane sg dtugosci bokéw |AB | = 12 i |[BC| = 16. Punkt E lezy na
boku AB i |AE | = 8. Punkt F lezy na boku BC i |CF | = 4. Proste DE i DF przecinaja
przekatna AC w punktach odpowiednio K i L. Wykaz, ze |AK | = 2 | LC|.

Cwiczenie 33

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare wieksza od kata przy wierzchotku B.
Punkt K jest $srodkiem boku AB. Prosta zawierajaca wysoko$¢ tego trojkata, poprowadzona
z wierzchotka C, przecina bok AB w punkcie D, przy czym |AD | : [DB| =5:11.
Symetralna boku AB przecina bok BC w punkcie L i przedtuzenie boku AC w punkcie M.
Oblicz.

a.|BL|: |LC|
b.|AC|: |CM]
c.|KL|:|LM|

Cwiczenie 34

W trapezie réownoramiennym ABCD podstawy maja dtugosci |AB | = 20, |CD | = 5.
Przekatne AC i BD przecinaja sie w punkcie S. Prosta réwnolegta do podstawy AB

i przechodzaca przez punkt S przecina ramiona AD i BC w punktach odpowiednio K i L.
Oblicz dtugos¢ odcinka KL.



Cwiczenie 35

W tréjkacie ABC dane s3 dtugosci bokéw |[AC | = 8, |BC| = 12i |AB | = 10. Na bokach
AB, BC i CA wybrano odpowiednio takie punkty D, E i F, ze czworokat CFDE jest
rombem. Oblicz dtugo$¢ boku tego rombu oraz dtugosci odcinkéw DB i DA.

Cwiczenie 36

Na bokach AB, BC i AC tréjkata ABC leza odpowiednio takie punkty D, E'i F', ze prosta
DE jest réwnolegta do boku AC i prosta DF jest rownolegta do boku BC. Pole tréjkata
ADF jest réwne 18, a pole tréjkata BDE jest réwne 50. Oblicz pole trojkata ABC.



Katy w okregu

Definicja: Kat wpisany w okrag

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat, ktorego wierzchotek lezy na okregu, a jego
ramionami s3 potproste zawierajace dwie cigciwy tego okregu.

B




Punkty A i C' wyznaczaja dwa tuki na okregu. Mowimy, ze kat wpisany « jest oparty na
tuku AC, majac na mysli luk zaznaczony na rysunku, na ktérym nie lezy wierzchotek B
(fuk zawarty w kacie ABC). Czasem mowimy tez, ze kat a jest oparty na cieciwie AC.



Kat srodkowy, kat wpisany

Definicja: Kat srodkowy okregu

Katem $rodkowym okregu nazywamy kat, ktoérego wierzchotek jest srodkiem okregu.

Mowimy, ze kat Srodkowy «a jest oparty na tuku AC, majgc na mysli tuk zaznaczony na
rysunku.

« w przypadku katow mniejszych niz 180°, kat srodkowy jest oparty na krotszym
z tukow AC,




« w przypadku katow wiekszych niz 180°, kat srodkowy oparty jest na dluzszym
z tukow AC.
o W przypadku kata rownego 180°, kat sSrodkowy oparty jest na potokregu.

Rozpatrzymy teraz sytuacje, w ktorej kat sSrodkowy i kgt wpisany oparte s3 na tym samym
tuku okregu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIAXVoCXd
o [przypadek

Srodek okregu lezy wewnatrz kgta wpisanego.

C

Na okregu o srodku w punkcie S i promieniu r zaznaczmy punkty A, Bi C. Niech a bedzie
katem $rodkowym opartym na tuku AB, a 8 niech bedzie katem wpisanym opartym na tym
samym tuku AB.

Oznaczmy v = |<CAS| oraz § = |<<SBC]|. Poprowadzmy z punktu C promien okregu.
Utworzone w ten sposob trojkaty ACS oraz BCS sg rownoramienne. Zatem w kazdym z
tych trojkatow miary katéw przy podstawie sa rowne.


https://zpe.gov.pl/a/D1AXVoCXd

Zatem |<< ACS| = |<CAS| =vi |<BCS| = |<CBS| =4.
Wtedy

|<tASC| = 180" — 2, |<<BSC| = 180" — 24.
Suma miar katow ASC, BSC, ASB jest rowna 360"

|<<ASC| + |« BSC| + |< ASB| = 360°

Czyli
180" — 2y +180° — 26 + o = 360°
a=2v+ 26 =2(y+9),
ale
v+0=5,
wiec
a = 20.

Il przypadek

Srodek okregu lezy na ramieniu kata wpisanego.



Tréjkat BCS jest rownoramienny, stad |[<SBC| = f. Zatem
|<BSC| = 180° — 28.

Z drugiej strony |[<<BSC| + o = 180°.
Zatem 180° — 28+ a = 180", wiec w tym przypadku takze

a=2p.
o [l przypadek

Srodek okregu lezy na zewngtrz kata wpisanego.

Narysujmy $rednice okregu przechodzaca przez punkt C.



5 //\q/

A

Oznaczmy przez -y kat pomiedzy narysowang $rednicg a ramieniem A C kata wpisanego, jak
na rysunku.

Zauwazmy, ze kat ASD jest katem $rodkowym opartym na tym samym tuku co kat v i jest to
sytuacja opisana w przypadku II. Zatem

|<< ASD| = 2.

C

A\

D D
A X

Kat v + S jest katem wpisanym opartym na tym samym luku, co kat srodkowy 2y + « i jest
to sytuacja opisana w przypadku II. Zatem

2(y+B) =27+ .
Stad ponownie otrzymujemy
a = 20.

Udowodnilismy w ten sposob twierdzenie o kacie sSrodkowym i wpisanym.
Twierdzenie: o kacie srodkowym i wpisanym

Kat srodkowy ma miare dwa razy wiekszg niz kgt wpisany oparty na tym samym tuku.

Z tego twierdzenia wynikajg wprost twierdzenia zapisane ponize;j.
Twierdzenie: o katach wpisanych opartych na tym samym tuku okregu



Katy wpisane oparte na tym samym luku okregu majg rowne miary.




Wzajemne potozenie prostej i okregu

Rozwazmy prosta oraz okrag o srodku w punkcie S i promieniu 7. Prosta oraz okrag, lezace
w tej samej ptaszczyznie, moga miec jeden punkt wspolny, moga mie¢ dwa punkty wspolne
lub nie maja punktow wspolnych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DdQwMDfgB

Dane
Wzajemne potozenie prosteji okregu

Liczba punktoéw wspolnych

Nazwa prostej Interpretacija graficzna
p ) p jJag

prosteji okregu

Sieczna okregu | dwa

A, B - punkty wspolne prostej
i okregu


https://zpe.gov.pl/a/DdQwMDfgB

Styczna do

jed
okregu jecen
A - punkt wspolny proste;
i okregu
Roztgczna
. Zero
z okregiem

Prosta i okrag nie maja punktow
wspolnych.

Twierdzenie: Styczna do okregu

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia tego okregu poprowadzonego z punktu
stycznoSci.



Rozwazmy okrag o sSrodku w punkcie S'i promieniu r oraz punkt A lezacy na zewnatrz tego
okregu. Poprowadzmy dwie styczne do tego okregu przechodzace przez punkt A. Punkty
stycznosci oznaczmy Bi C.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DdQwMDfgB

Poprowadzmy odcinek AS . Trojkaty ABS i ACS sa prostokatne i maja wspolna
przeciwprostokatng SA. Przyprostokatne SB i SC maja takg sama diugos$¢ r. Obliczajac
z twierdzenia Pitagorasa trzeci z bokow w obu trojkatach, otrzymujemy

AB| = /[ASP ~ 72

oraz

AC| = y/[ASP -7,

zatem

|AB| = |AC]|.
Twierdzenie: o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg si¢ w punkcie C, to odcinki AB i
AC sa réwnej dtugosci.

Rozwazmy dwa okregi: jeden o $srodku w punkcie S i promieniu 71, drugi o $srodku
w punkcie Sy i promieniu 7o, przy czym S; # Ss. Dwa okregi mogg mie¢ dwa punkty
wspolne, jeden punkt wspoélny lub nie majg punktow wspolnych.


https://zpe.gov.pl/a/DdQwMDfgB

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DdQwMDfgB

Dane

Wzajemne potozenie dwoch okregow o roznych promieniach

Liczba

Nazwa unktow Zalezno$¢ miedzy Srodkami S7, So Interpretacja
okregow \lzjvsp(')lnyc h okregow aich promieniami rq, 7y graficzna
Okregi Py — 12| < |515] i
przecinajace dwa X
Sl@ < Tl + 7"2 sssss
Okregi st
regis yffzne jeden 15183 =71 + 7o

zewnetrznie

kregi ‘
O regi styc'zne jeden 0< ‘8’152‘ = |'r1 — 79 e
wewnetrznie
Okregi /f\
rozigczne Zero 15185| > 71 + 7o \7@

zewnetrznie


https://zpe.gov.pl/a/DdQwMDfgB

Okregi
roztaczne Zero 1518s] < [rp — 72
wewnetrznie



Wycinek i odcinek kota

Przypomnijmy wzory na pole i obwod kota.

Pole kota P = 7r? oraz obwdd kota L = 2nr, gdzie 7 ~ 3,14159 jest stata matematyczna
definiowang jako stosunek obwodu kota do jego $rednicy.

Definicja: Wycinek kota

Wycinkiem kota nazywamy kazda z dwoch jego czesci wyznaczonych przez dwa
promienie tego kota wraz z tymi promieniami. Kgt pomiedzy tymi promieniami
nazywamy katem wycinka.

Przyktad 1

Obliczmy pole wycinka kota o promieniu 3, ktorego kat jest rowny a = 45°.
Zastanoéwmy sie, jaka czesScia catego kota jest ten wycinek.




. . 45° 1 . . . , s
Zauwazmy, ze = = 5. Zatem pole wycinka stanowi 0smg czeS¢ pola kota.

1
P, wycinka — @P kota

1 2
P, wycinka = g Tr

1 2 9
Pwycinka: §‘7T.3 =37

Definicja: Pole wycinka
Pole wycinka kota o promieniu r i kgcie a jest rowne
2

P, wycinka = ﬁ LAIVA
Definicja: Odcinek kota

Odcinkiem kota nazywamy kazda z dwoch czesci, na jakie dzieli to koto jego cigciwa
wraz z tg cieciwg i lukiem okregu.






Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15S1KI9q
Obliczymy pole odcinka kota.
o przypadek I

Srodek kota lezy na zewnatrz odcinka kota. Wtedy pole tego odcinka jest mniejsze od
potowy pola kota.

Polgczmy konce cieciwy ze Srodkiem okregu. Otrzymane promienie wraz z cieciwg sg
bokami tréjkata réwnoramiennego ASB, a kat a migdzy ramionami SA i SB jest katem
wycinka kota ASB. Pole odcinka kota obliczymy, odejmujac od pola wycinka pole tréjkata
ASB.


https://zpe.gov.pl/a/D15S1KI9q

Pyacinka = wycinka — Py s jkgta
o przypadekII

Srodek kota lezy wewnatrz odcinka kota. Pole odcinka jest wtedy wieksze od potowy pola
kota. Tak jak poprzednio, potaczmy konce cigciwy ze Ssrodkiem okregu. Otrzymane
promienie wraz z cieciwg sa bokami trojkgta rownoramiennego ASB. Miedzy ramionami
SA i SB znajduje si¢ kat a. Pole odcinka kota obliczymy, dodajac pole tréjkata ASB do pola

wycinka.

A

Podcinka — I'wycinka + -Ptréjkqta-
o przypadek III

Srodek kota lezy na cieciwie AB.
Cigeciwa AB jest wtedy $rednicg kota o promieniu r. Kazdy z dwéch wyznaczonych przez

nig odcinkow kota jest potkolem o polu ”Trz



Okrag wpisany w trojkat prostokatny

Przyktad 1

W trojkacie prostokgtnym ABC dane sa dlugo$ci przyprostokatnych
|AC| = 16, |BC| = 30.

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkgcie oraz dlugos¢ promienia
okregu wpisanego w ten trojkat.

Poniewaz trojkat jest prostokatny, to Srodek okregu na nim opisanego jest srodkiem
przeciwprostokatne;j.

Z twierdzenia Pitagorasa

|AB|* = 16 + 30°.

Po uwzglednieniu, ze |AB| > 0, otrzymujemy |AB| = 34. Zatem promien R okregu
opisanego na tym trojkacie jest rowny 17.

C A

Niech S'i r oznaczajg odpowiednio $rodek i promien okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Okrag ten jest styczny do przyprostokagtnych AC i BC w punktach odpowiednio D i F,
a do przeciwprostokgtnejw punkcie E, jak na rysunku.




Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze
ICD|=|CF|, |BE|=|BF|, |AD| = |AE|.
Czworokat SDCF jest kwadratem o boku r. Zatem
|CD|=|CF|=r

BE| = [BF| = 16 — r.

Poniewaz

|AB| = | AE| + | BE|

|AD| = |AE| =30 — r,
to

16 —r+30 —r = 34.
Stad r = 6.

Przeprowadzajgc analogiczne rozumowanie dla trojkgta prostokatnego

o przyprostokatnych dtugosci a i bi przeciwprostokatnej dtugosci ¢, otrzymujemy
zwiazek miedzy dlugoSciami bokow trojkata prostokatnego i promieniem okregu
wpisanego w ten trojkat.



c=a—-r+b—r

Twierdzenie: Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny

Promien r okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci aib
oraz przeciwprostokatnej dlugosci c jest rowny

a+b—c

r= 45



Zadania

Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Punkty A, B, C lezg na okregu o $rodku S. Miara kata ASC jest rowna 120°, a kat ASB jest
prosty (jak na rysunku).

l#_Rysunek okregu o érodku S i katachAS CiAS B.

Wtedy

(] |<CAB|=60"
(] |<«SCB| =15"

() |<ACB|=45"

Cwiczenie 3

Odcinek AC jest $rednica okregu o $rodku S, punkty B i D lezg na tym okregu. Katy w tym
okregu zaznaczono na rysunku.

l;:iRysunek okregu o srodku S i czterech wpisanych w okrag katéw B A C rowny alfa,
A B C réwny beta, A C B rowny gamma i kacie B D C rownym 55 stopni.

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

(] v=35"
(] a=55"

(] B=110°




Cwiczenie 4

Potacz w pary okreslenie wzajemnego potozenia dwdch okregdw z odpowiednimi
wiasnos$ciami tych okregéw.

a. okregi sg styczne wewnetrznie

b. okregi sg styczne zewnetrznie

c. okregi sg roztagczne wewnetrznie (jeden okrag lezy w drugim)

d. okregi przecinajg sie

e. okregi sg roztagczne zewnetrznie (jeden lezy na zewnatrz drugiego)

I. promienie okregdéw sg rowner; = 2, ry = 4\/5 — 2, a odlegtos¢ miedzy srodkami

151.55| = 4v/2

II. promienie okregéw sg rowne r; = V34 4, ry = 5\/5, a odlegtos¢ miedzy srodkami
515, = 4v/3

I1. promienie okregéw sa réwne r; = 2, 7o = 7 ,a odlegto$¢ miedzy srodkami |S1.52| = 10
IV. promienie okregéw sa réwne, 7y = 2, 79 = 5, a odlegto$é miedzy srodkami |S1Ss| = 1

V. promienie okregdéw sa rowner; = 3 — \/5, re = 2 + /2, a odlegtoé¢ miedzy $rodkami
‘5152‘ =1



Cwiczenie 5

a. Trzy okregi, kazdy o promieniu 1, sg styczne zewnetrznie kazdy do kazdego. Okregi
wpisano w prostokat, jak na rysunku. Oblicz dtugo$¢ bokéw tego prostokata.

b. Trzy okregi, kazdy o promieniu 1, sg parami styczne zewnetrznie. Kazdy z tych okregéw

jest wewnetrznie styczny do czwartego okregu, jak na rysunku. Uzasadnij, ze promien

2v/3

czwartego okregu jest rowny 1 + ==.



Cwiczenie 6

Poprowadzono styczne do okregu o $rodku S, w punktach A i B, ktore przeciety sie

w punkcie O. Odcinek AO ma dtugos$¢ 12. Przez punkt C, lezacy na krétszym ztukow AB,
poprowadzono styczng do okregu, ktdra przecina odcinki OA i OB w punktach D i E (jak na
rysunku). Oblicz obwad tréjkata DEO.

Cwiczenie 7

W okregu o promieniu 13 poprowadzono cieciwe dtugosci 24. Oblicz odlegto$¢ srodka okregu
od tej cieciwy.



Cwiczenie 8

Na rysunku jest przedstawiony kat o wierzchotku O oraz okrag o srodku S i promieniu 4,
styczny w punktach A i B do ramion tego kata.

l::'Rysunek okregu o srodku S. Punkty Ai B nalezg do okregu, punkt O lezy na zewnatrz okregu.
Zaznaczony kat B O Aréwny 72 stopnie.

Wtedy

() punkty A i B dzielg okrag na dwa tuki dtugosci 2,4m oraz 5,6
() kat wypukty ASB ma miare 144°

() pole zaznaczonego wycinka ASB jest réwne 3,27

Cwiczenie 9

Okrag wpisany w trojkat prostokatny ABC jest styczny do przeciwprostokatnej AB
w punkcie D takim, ze |AD | = 4i |BD | = 21. Suma dtugosci przyprostokatnych tego
tréjkata jest réwna 31. Wtedy

(] dtugosci przyprostokatnych tréjkata ABC réznig sieo 17
(] promien okregu wpisanego w tréjkat ABC jest réwny 3

[ ] pole trojkata ABC jest rowne 84



Cwiczenie 10

Dany jest prostokat ABCD. Okregi o $rednicach AB i AD przecinaja sie w punktach A i P.
Wykaz, ze punkty B, P i D leza na jednej proste;j.




Cwiczenie 11

a. Odlegtos¢ srodkow dwoch koét jest rowna 2 i promien kazdego z nich jest rowny 2. Oblicz
pole czesci wspdlnej tych kot.

b. W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci 6 i 8. Trzy poétokregi, ktérych
Srednicami sg boki tego trojkata, wyznaczajg figure zaznaczong na rysunku (sg to tzw.
ksiezyce Hipokratesa). Oblicz pole tej figury.




Cwiczenie 12

Odcinek AB jest $rednica okregu o $rodku O. Punkt C lezy na tym okregu. Punkty D, E'i F'
lezg na okregu o srodku S.

Wodwczas

O a=90°",8=55",y=50°



O a=90°",8=55",y=130°

O a=90",8=45",y =30

) a=85",8=40",v=50°

Cwiczenie 13

Punkty A, B, C lezace na okregu o $rodku S sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego. Miara
kata SAB jest rowna

O 15°

O 120°

O 60°

O 30°

Cwiczenie 14

Pole wycinka kota o promieniu 3 i kacie 40° jest rowne

O 97

O =

O 8lxw

O 3w



Cwiczenie 15

Odlegtos¢ srodkow Sy i S2 dwdch przecinajacych sie okregdw jest rowna v/ 17. Promienie
tych okregow moga byc¢ réwne

() r1=2ir="7
O 1 =V1Tiry =2V17
O 7°1=1i7'2=3

O 7“1:3i7‘2:6

Cwiczenie 16

Kat srodkowy i kat wpisany oparte sg na tym samym tuku okregu. Wynika z tego, ze miara kata
srodkowego jest wieksza od miary kata wpisanego o

() 100%
O 150%
O 200%

O 50%



Cwiczenie 17

Kat srodkowy, oparty na tuku stanowigcym % dtugosci okregu, ma miare
100°

110°

80°

o O O

O 50°

Cwiczenie 18

Dwa okregi o promieniach 3 i 5 sg zewnetrznie styczne. Kazdy z nich jest styczny wewnetrznie
do okregu o promieniu 10. Srodki tych wszystkich trzech okregdw tworza tréjkat, ktérego
obwadd jest réwny

O 26

O 30

O 20

O 18



Cwiczenie 19

Srodek okregu o promieniu 10 jest oddalony od cieciwy AB tego okregu o 6. Dtugoéc tej
cieciwy jest réwna

O 16

O 8

O 20

O 12



Cwiczenie 20

Dane s3 trzy okregi o Srodkach Sy, S5, S3 i promieniu 4. Kazdy z tych okregéw przechodzi
przez srodki dwdéch pozostatych.

Pole zacienionej figury (zwanej tréjkatem Rellaux) jest rowne

87T—|—8\/§
5 1 8v3

87— 8v3

o O O O

2 —8V3



Cwiczenie 21

Odlegtos¢ miedzy srodkami stycznych wewnetrznie okregdw o promieniach r i R jest rowna 7.
Odlegtos¢ miedzy srodkami stycznych zewnetrznie okregdédw o promieniach r i R jest réwna 23
. Promienie r i R maja dtugosci

O 10i13

O 11i12

O 8i15

O 6i17

Cwiczenie 22

Dany jest okrag o $rodku S i promieniu 17 oraz dwie réwnolegte cieciwy tego okregu, kazda
o dtugosci 30. Oblicz odlegtos¢ miedzy tymi cieciwami.



Cwiczenie 23

Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do jego bokéw w punktach D, E i F tak, jak
pokazano na rysunku. Dtugosci odcinkéw BE, CF i AD sa réwne |BE| = 10, |CF| = 5 oraz
|AD| = 6. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

C

A D B

Cwiczenie 24

Punkty A i B lezg na okregu o $rodku S. Kat sSrodkowy ASB ma miare 110°. Oblicz miare
kata, pod jakim przecinaja sie styczne do tego okregu poprowadzone przez punkty A i B.



Cwiczenie 25

Na okregu kota o promieniu 5 lezg punkty A, B, C (patrz rysunek). Oblicz pole
zacieniowanego odcinka kota.

Cwiczenie 26

Dwa okregi o promieniach 2 i 6 sg styczne zewnetrznie, a takze s styczne do ramion kata
(patrz rysunek). Oblicz odlegtosci srodkéw tych okregdéw od wierzchotka kata.




Cwiczenie 27

Dwa okregi o promieniach 5 i 13 sg wspotsrodkowe. Oblicz dtugosé cieciwy wiekszego okregu,
ktora jest styczna do mniejszego okregu.

Cwiczenie 28

Do okregu o promieniu 8 poprowadzono styczne odpowiednio w punktach A i B. Styczne te
przecinaja sie w punkcie O. Dtugosci odcinkéw AO i BO tych stycznych sg rowne 15. Oblicz
dtugos¢ odcinka AB.

Cwiczenie 29

W okregu o $rodku S dane sa katy srodkowe ASB oraz BSC takie, ze |<<ASB| = 32° oraz
|<<BSC| = 70°. Oblicz miary katéw trdjkata ABC.

Cwiczenie 30

Dane s3 dwa okregi: pierwszy o $rodku Sy i promieniu 2, a drugi o $rodku S5 i promieniu 6.
Odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregéw jest réwna 10. Wspdlna styczna do tych okregéw
przecina prostg S1.52 w punkcie O. Oblicz dtugosci odcinkéw S10 i S50 . Rozwaz dwa
przypadki.



Cwiczenie 31

Trzy okregi o $Srodkach A, B, C'i promieniach odpowiednio réwnych 2, 3, 10 s3 parami styczne
zewnetrznie. Punktami stycznosci sg punkty D, E, F'. Wykaz, ze okrag wpisany w tréjkat
ABC jest styczny do jego bokéw w punktach D, E, F.

10




Siatki i modele bryt

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje sze$cian. Dwa jednakowe sze$ciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG
https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki szeScianu, ktore sktadaja si¢ w jednakowe
szeSciany. SzeScian zamienia si¢ w kostke do gry, ktora lezy z innymi kostkami na stole.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje kolumny. Kreslone sg krawedzie jednej kolumny - powstaje
prostopadiosScian. Dwa jednakowe prostopadtosciany rozktadajg sie na dwie rozne siatki
prostopadtoscianu.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktore sktadaja sie w jednakowe
prostopadtosciany. Prostopadtos$cian zmienia si¢ w kolumne, ktora stoi obok innych
kolumn.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje nakretki na Sruby. Kreslone s3 krawedzie jednejnakretki — powstaje
graniastostup o podstawie szeSciokgta foremnego. Dwa jednakowe graniastostupy
rozkladajg si¢ na dwie rozne siatki graniastostupa.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG
https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki graniastostupa, ktore sktadajg sie w jednakowe
graniastostupy. Graniastostup zamienia si¢ w nakretke lezacqg miedzy nakretkami.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki w ksztatcie bryt. Kreslone sg krawedzie jednego
klocka - powstaje ostrostup. Nastepnie dwa jednakowe ostrostupy rozktadaja si¢ na dwie
rozne siatki ostrostupa.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG
https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie siatki ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktore sktadajg
sie w jednakowe ostrostupy. Ostrostup zamienia si¢ w drewniany klocek lezacy miedzy
innymi klockami.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje stojgce na stole kubki w ksztalcie walca. Kreslone sg krawedzie
jednego kubka - powstaje walec, ktory nastepnie rozktada si¢ na siatke walca.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG
https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje siatke walca, ktora sktada sie w walec. Nastepnie walec zamienia si¢
w kubek. Na stole stojg kubki w ksztatcie walca.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje stojace na drodze pachotki drogowe w ksztalcie stozka. Kreslone sg
krawedzie jednego pachotka - powstaje stozek, ktory nastepnie rozkiada si¢ na siatke

stozka.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG
https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje siatke stozka, ktora nastepnie sktada sie w stozek. Stozek zamienia
sie w pachotek drogowy. Na drodze stoja cztery pachofki.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje bateri¢ elektryczng. Kreslone sg krawedzie - powstaje walec.
Nastepnie przekroje sko$ne i poprzeczne dzielg walce na dwie bryly.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG
https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje prostopadlo$cian i ostrostup trojkatny, ktore obracajg sie.



https://zpe.gov.pl/a/DU2LT09NG

Stowniczek

Twierdzenie: 4

Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu dlugosci dwoch jego bokow i sinusa kata
zawartego miedzy tymi bokami.
Przy oznaczeniach takich jak na rysunku

Prpc = %ab siny.

C 2 B

A

Twierdzenie: Cechy przystawania tréjkatow

Przystawanie trojkgtow ABC i DEF wynika z kazdej z nastepujacych cech przystawania
trojkatow:

» cecha przystawania bok-bok-bok (bbb)

Trojkaty ABC i DEF sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy dlugosci bokéw jednego
trojkata s3 odpowiednio rowne dtugosciom bokow drugiego trojkata.

[AB|=|DE|, |[AC|=|DF|, |[BC| = |EF|.




C F
‘////j//////’ ‘////j//////’
o ©
A 2 B D a E

» cecha przystawania bok-kat-bok (bkb)

Trojkaty ABC i DEF sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy dtugosci dwoch bokéw i kat
miedzy tymi bokami w jednym tréjkacie s3 odpowiednio rowne dwom bokom i kgtowi
miedzy tymi bokami w drugim trojkacie

IAB| = |DE|, | AC| = |DF|, |{BAC| = |<EDF.

C F
//\ //\
A a B D a E

» cecha przystawania kat-bok-kat (kbk)

Trojkaty ABC i DEF s3a przystajgce wtedy i tylko wtedy, gdy dlugosci boku i miary katow
przylegtych do tego boku w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne dtugosci boku
i miarom katow przylegtych do tego boku w drugim trojkacie

|AB| = |DE|, |<BAC|= |<EDF|, |<ABC| = |<DEF|.



Twierdzenie: Dziatania na pierwiastkach

Jesli a i b sg liczbami nieujemnymi, n i m s3 liczbami naturalnymi wigkszymi od 1, k jest
dodatnig liczbg naturalng, to

Vaeb = {/ae /b
VE=% b#0
(Va)" =a
(v/a)* = /a*

Jesli w powyzszym twierdzeniu liczby n i m (stopnie pierwiastkow) sa nieparzyste, to

twierdzenie pozostanie prawdziwe rowniez dla ujemnych liczb podpierwiastkowych (a
lub d) .
Definicja: Dziatania na potegach

Dla dowolnejliczby dodatniej a i dowolnych liczb wymiernych z i y prawdziwe sa
rownosci

e a® e a¥ = a®¥ (wzér nailoczyn poteg o tych samych podstawach)
. g—y = a” ¥ (wzor nailoraz poteg o tych samych podstawach)
o (a*)¥ = a™¥ (wzor na potege potegi)

Twierdzenie: Dziatania na potegach 01
« Iloczyn poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos¢



Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
i wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wykiadniki, a podstawe
pozostawiamy bez zmiany.

' ’ | f

- o

= Fa

VR PR

-

r

an.am= an_,_m

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» [loraz poteg o tych samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
—25, | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
Z% pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY
https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

Animacja

o Potega potegi

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

(an)m — anom.

I
i

Y

SEVERIRLR & J8 il &

(aﬂ)m - am.n |

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

« Iloczyn poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".


https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

5. Dla dowolnych liczb a i b réznych od zera oraz dowolnej liczby naturalnej n,
#7 n-ta potega iloczynu tych liczb jest rowna iloczynowi n-tych poteg tych liczb.

SRR O & b i gs o e

(@a-b)'=3". p

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

» Iloraz poteg o tych samych wyktadnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a % 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc

Z2 Dla dowolnych liczby a i b réznych od zera oraz liczby naturalnej n:

-0 Potega ilorazu dowolnych liczb réznych od zera jest rowna ilorazowi

7 4 poteg tych liczb.

rd

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY
https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

Animacja

Definicja: Dziedzina

Zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych wzor funkcji ma sens liczbowy
nazywamy dziedzing funkciji.
Definicja: Funkcja

Funkcja f ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, ktore kazdemu
elementowi zbioru X przyporzadkowuje dokladnie jeden element zbioru Y.
Symbolicznie piszemy f : X — Y. Czytamy ,funkcja f odwzorowuje zbiér X w zbior Y™

e Zbior X nazywamy dziedzina funkcji, a jego elementy - argumentami funkcji f.
e Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Kazdy element y zbioru Y, ktory zostat
przyporzadkowany co najmniej jednemu argumentowi  nazywamy wartoscia funkcji
f dla argumentu «, co zapisujemy symbolicznie y = f(z). Zbior Z tych elementow y
nazywamy zbiorem wartoSci funkciji.
Definicja: Funkcja malejaca

Funkcja f jest okreslona w przedziale (a; b).
Jezeli dla dowolnych z1, 25 € (a, b) takich, ze z; < x5 spelniony jest warunek:

fz1) > f(2),
to mowimy, ze funkcja f jest malejagca w przedziale (a, b).

Funkcja malejaca

Funkcja f jest malejaca

jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X1 oraz Xz takich, ze

L
»

xeg- ——

X1 < X2, zachodzi warunek () > f(x2)

—————x

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje wykres funkcji malejace;j.



https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

Definicja: Funkcja monotoniczna przedziatami

Jesli funkcja, ktorej dziedzing mozna podzieli¢ na roztagczne przedziaty tak, aby w kazdym
z nich funkcja ta bytla monotoniczna, to powiemy, ze jest ona monotoniczna przedziatami.
Definicja: Funkcja niemalejaca

Jezeli dla dowolnych zq, 25 € (a;b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:
f(z1) < f(22),

to moéwimy, ze funkcja f jest niemalejgca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja nierosnaca

Jezeli dla dowolnych z1, 25 € (a;b) takich, ze 1 < x5 spelniony jest warunek:
f(xl) > f(w2))

To mowimy, ze funkcja f jest nierosngca w przedziale (a, b).
Definicja: Funkcja stata

Jezeli dla dowolnych z1, 2y € (a;b) takich, ze z; < x5 spelniony jest warunek:
f(x1) = f(=2),
to funkcje f nazywamy stalg w przedziale (a, b).

Funkcja stata

Funkcja f jest stata

f F(x1) Tf(x2) jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X1 oraz Xz takich, ze

X — ——
3 el s e
9

X1 < X2, zachodzi warunek f(x:) = f(x2).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje wykres funkcii state;j.

Definicja: Katy naprzemianlegte i odpowiadajace


https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

o Katy:aiaq, Bify, yi~yiorazdid; nazywamy katami odpowiadajacymi.
« Katy a; i 6 oraz (i v nazywamy katami naprzemianleglymi wewnetrznymi.
» Katy Bi~y; oraz a i 6; nazywamy katami naprzemianleglymi zewnetrznymi.

Definicja: Katy przylegte i wierzchotkowe

» Katy przylegte to dwa katy, ktore majg jedno ramie wspolne, a pozostate ramiona
dopelniaja si¢ do proste;.

» Katy wierzchotkowe to dwa katy, ktore maja wspolny wierzchotek i przedtuzeniem
ramion jednego kata s3 odpowiednie ramiona drugiego kata.

Na przyktad o i vy na rysunku sg katami przylegtymi. Pary katow wierzchotkowych to
aiforazyid.



Definicja: Miejsce zerowe funkcji

Kazdy argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartos¢ 0 nazywamy miejscem zerowym
tej funkcii.
Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi dtugosci
trzeciego boku, to trojkat jest prostokatny.
Twierdzenie: o dwusiecznych katéw trojkata

Dwusieczne kazdego z katow w trojkacie przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Punkt ten jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

|

|
A |
|
Odcinki taczace $rodek S okregu wpisanego w tréjkat ABC z wierzchotkami tego
trojkata podzielily trojkat na trzy tréjkaty ABS, BCS i ACS.
Wysokosc¢ kazdego z tych trojkatow jest rowna promieniowi okregu wpisanego w trojkat
ABC (jak na rysunku).



A

Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatow BCS, ACS i ABS
Papc = Pocs + Pacs + Paps = 5ar + gbr 4 jor = &2 o,

WyprowadziliSmy w ten sposob wzor na pole trojkata, w ktorym wystepuja dlugosci jego
bokow oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat.
Twierdzenie: o katach wierzchotkowych

Katy wierzchotkowe sg rowne.
Twierdzenie: o linii sSrodkowej w trapezie

Odcinek taczacy Srodki ramion trapezu jest rownolegly do podstaw tego trapezu, a jego
dtugosc¢ jest rowna Sredniej arytmetycznej dtugosci podstaw trapezu.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DotlEGQXY

Twierdzenie: o symetralnych bokow trojkata

Symetralne trzech bokow trojkata przecinajg sie w jednym punkcie.

Punkt ten jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.
N
\ /s
S ‘ C P

Dowad

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DotIEGQXY

Twierdzenie: Pitagorasa

W trojkacie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dlugosci przeciwprostokatnej

a® + b* = 2.


https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY
https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

Dowadd

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DotlIEGQXY

Twierdzenie: Pole tréjkata

Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, c oraz promieniu r okregu wpisanego w ten trojkat
wyraza sie wzorem

P:%b“r.

Gdy oznaczymy ¢ = p wzér przyjmuje posta¢ P = pr.

Definicja: Pole wycinka
Pole wycinka kota o promieniu r i kgcie « jest rowne
2

P, wycinka — ?)GQT e 7r
Definicja: Potega o wyktadniku %

Dla dowolnejliczby nieujemnej a i liczby naturalnejn wigkszejod 1 przyjmujemy


https://zpe.gov.pl/a/Dot1EGQXY

Definicja: Proporcjonalnos¢ prosta

Funkcja f, opisujaca zalezno$¢ miedzy dodatnimi wielko$ciami wprost proporcjonalnymi
Y nazywamy wspotczynnikiem tej

T

x 1 y nazywana jest proporcjonalno$cig prosta, a iloraz
proporcjonalnos$ci. Oznaczajac ten wspotczynnik przez a, zapisujemy funkcje f wzorem

f(z) = ax,

gdzie z > 0.
Uwaga: Wprost z definicji wynika, ze a > 0.
Definicja: Wielkosci wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielkoSci dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli iloraz tych
wielkosci jest staty.
Twierdzenie: Wtasnosci podobienstwa

Jezeli trojkat A’B’C’ jest podobny do trojkata ABC w skali podobienstwa k, to stosunek
obwodow tych trojkatow jest rowny skali podobienstwa, a stosunek ich pol jest rowny
kwadratowi skali podobienstwa

Lypo _

Ljgc k
Pypo 1.2
Pagc k.

Definicja: Wycinek kota

Wycinkiem kota nazywamy kazda z dwoch jego czeSci wyznaczonych przez dwa
promienie tego kota wraz z tymi promieniami. Kat pomiedzy tymi promieniami
nazywamy katem wycinka.



Twierdzenie: Wykres funkcji f(z) = ax

Wykresem funkcji f(z) = ax, gdzie a to ustalona liczba rzeczywista, jest prosta
o rOwnaniu y = ax.
Reguta: zaokraglania liczb

Jezeli liczbe dodatnig zaokraglamy do ustalonego rzedu wielkosci, np. do tysiecy, setek,
dziesigtek, jednosci, czesci dziesigtych, czesci setnych itd., to wszystkie cyfry stojace po
prawej stronie ostatniej (liczac od strony lewej) cyfry znaczacej zastepujemy zerami.

Z cyframi znaczgcymi postepujemy nastepujaco:

» gdy pierwsza cyfra z prawej strony ostatniej cyfry znaczacej jest mniejsza od 5, to
wszystkie cyfry znaczace pozostawiamy bez zmian,

» gdy pierwsza cyfra z prawej strony ostatniej cyfry znaczgcej jest co najmniejrowna 5,
a ostatnia cyfra znaczaca jest mniejsza od 9, to te cyfre zwiekszamy o 1, a wszystkie
poprzednie cyfry znaczace pozostawiamy bez zmian. Jesli natomiast ostatnia cyfra
znaczaca jest 9, to zamiast niej piszemy cyfre 0 i te samg procedure stosujemy do
poprzednich cyfr znaczacych.



