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Wielomiany jednej zmiennej tworzg w algebrze strukture zwang pierscieniem
wielomianow. Pojecie to przekracza zakres programowy szkoty Sredniej, wiec nie bedziemy
sie nim tu zajmowac. Wazne, ze analogiczny pierscien tworza liczby catkowite.

Pewne odwotania do analogii miedzy liczbami catkowitymi i wielomianami znajdujemy
w szkolnych programach nauczania matematyki. Mozna wspomnie¢ np. o rozktadzie liczb
catkowitych i rozkladzie wielomianow na iloczyn czynnikow nierozktadalnych.

Korzystajgc z liczb catkowitych tworzymy liczby wymierne - czyli utamki zwykle, ktorych
licznik i mianownik to liczby catkowite, przy czym mianownik nie moze by¢ zerem. Takie
ulamki mozemy rozszerzac i skraca¢, mamy tez okreslone dla nich podstawowe dziatania -
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie.

Postepujgc analogicznie z wielomianami jednej zmiennej uzyskamy utamki algebraiczne,
w ktorych liczniku i mianowniku mamy wielomiany - takie ulamki nazwiemy wyrazeniami
wymiernymi. Kazde wyrazenie wymierne okresla odpowiednig funkcje wymierna.

Twoje cele

e Nauczysz si¢ wyznaczac dziedzin¢ wyrazenia wymiernego.
e Sprawdzisz, kiedy wyrazenia wymierne sg rowne.






Przeczytaj

Definicja: wyrazenie wymierne

Wyrazeniem wymiernym zmiennej rzeczywistej  nazywamy wyrazenie algebraiczne
postaci %, w ktorym P(z) i Q(z) sg wielomianami zmiennej z, przy czym Q(z) nie jest
wielomianem zerowym.

Dziedzing wyrazenia wymiernego % jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych
z wyjatkiem pierwiastkow wielomianu Q(z).
Przyktad 1

Wyznaczmy dziedzine wyrazen:

3z2-2
5x+11

» Do dziedziny nalezg wszystkie liczby rzeczywiste procz rozwigzan rownania
5z + 11 = 0.

e Rozwigzaniem réwnania jest z = —%.

o Zatem x€R\-115.

3z2-2
x2—13

e Rozwigzujemy rownanie z2 — 13 = 0

(a:—\/1_3)(3:+\/1_3) =0
z=+13lubz = —/13.

e Zatem xER\-13:13.

3% -2
x24-3z+4
e Rozwigzujemy réwnanie z? + 3z + 4 = 0
A =9 —16 < 0,wigec réwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych.
o Zatem xER.

3z2-2
x2—2—30

 Rozwigzujemy rownanie kwadratowe x> — z — 30 = 0
Ma ono dwa rozwigzania: ¢ = —5lubx = 6.
e Zatem xER\-5:6.

Przyktad 2
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Wyznaczmy dziedzing wyrazenia ——.

o Szukamy rozwigzan réwnania z* — 9 = 0.

» Uzywajac wzordéw skroconego mnozenia (réznica kwadratow) mozemy zapisac
(z* —3)(z*+3) =0
(:c—\/g)(m+\/§)(a22—|—3) =0
Zatem rozwigzaniami rzeczywistymi sg * = —V/3, 2 =+/3.

 Drziedzina wyrazenia to zatem zbior R \ {—\/g; \/g}

Definicja: rownos¢ wyrazen wymiernych

Wyrazenia wymierne sg rowne, gdy majg tg sama dziedzine i dla kazdego argumentu
z dziedziny przyjmuja odpowiednio te same wartosci.

Przyktad 3

2+ 2246
3 2 " 3z 32249z

Poréwnajmy wyrazenia wymierne

» Na poczatek okres$lmy dziedzing wyrazenia 329” :

ze wzgledu na mianownik z € R\ {0}.
Utamek mozemy skroci¢ przez z:
Zatem — 7 2”” = 2.z cR\{0}.
e Drugie wyraZenie to utamek nieskracalny, po okresleniu dziedziny mozemy zapisac
3%; z € R\ {0}.

o OkreSlmy dziedzin¢ wyrazenia 32‘513 rozwigzujgc rOwnanie
322+ 92 =0
3z(x+3)=0
x = 0lubz = —3 - te liczby nie nalezg do dziedziny wyrazenia.
Zauwazmy, ze utamek mozna skrocic¢ przez z + 3.
Zatem
Bt = miey = %@ € R\ {-3;0}.
o Podsumowujac: wszystkie trzy wyrazenia da si¢ sprowadzi¢ do posta01 , trzecie

z nich ma jednak inng dziedzing, niz dwa poprzednie.

32”6 i l sg rowne.

« Mozemy tez stwierdzi¢, ze wyrazenia +%., 32w i 24— sarownedlaz € R\ {-3;0}.

e Mozemy powiedziec¢, ze wyrazenia

Przyktad 4

x—4 x2—16 x3—4x24zx—4

x+47 2248x+16 " x3+4x’4z+4 53 rowne.

Wykazemy, ze wyrazenia
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e Zapiszmy drugie wyrazenie uzywajac wzorow skroconego mnozenia:

2?-16  _ (z—4)(z+4)
2+8z+16 —  (gya)?
Wyrazenie z mianownika przyjmuje wartos¢ 0 tylko dla z = —4, po skroceniu przez
x + 4 mamy
2-16  _ (e—4)(@@td) 24,
z2i8x+16 - (m+4)2 - £+4 iz eR \ {_4}-

e Sprowadzmy licznik i mianownik ostatniego wyrazenia do postaci iloczynowej przez
odpowiednie pogrupowanie wyrazow:
o —dz’ta—4 _ 2(z—4)+(z—4) (z—4)(2*+1)

r3+dz24+z+4 — 22(z+4)+H(z+4) T (z+4)(x2+1) °
Zauwazmy, ze jedynym rzeczywistym mejscem zerowym mianownika
(z + 4)(z® + 1) jest z = —4, bo wyrazenie z* + 1 nie przyjmuje wartosci 0 dla

zadnej liczby rzeczywistej. Ponadto mozemy utamek skroci¢ przez z* + 1. Zatem

4z tz—4 _ 2 (z—4)+(@@-4) _ ($*4)($2+1) _ z—4.
:63-1-47321:5—1—4 T 2 (z+4)+(z+4) T (z+4)(z2+1) $+4’x € R\{_4}

o Wszystkie trzy wyrazenia mozna zatem sprowadzi¢ do postaci

z—4
x+4"

wszystkie majg

taka samg dziedzine R \ {—4}, sg wiec réwne.

Stownik

pierwiastek wielomianu

dla wielomianu W (z) jednejzmiennej z to liczba x taka, ze W(zg) =0
rownos¢ wyrazen wymiernych

wyrazenia wymierne s3 rowne, gdy majg tg samg dziedzineg i dla kazdego argumentu
z dziedziny przyjmuja odpowiednio te same wartosci

wielomian zerowy

wielomian okreslony wzorem W (z) = 0 (czyli funkcja stala przyjmujgca warto$¢ 0 dla
kazdejliczby rzeczywistej); wielomian ten nie ma okreslonego stopnia

wyrazenie wymierne

zmiennej rzeczywistej x to wyrazenie algebraiczne postaci %, w ktorym P(z) i Q(x)

sg wielomianami zmiennej z, przy czym @Q(z) nie jest wielomianem zerowym.

P(z)

dziedzina wyrazenia wymiernego )

to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem pierwiastkow wielomianu Q(z)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawionymi w animacji przyktadami wyznaczania dziedziny wyrazenia

wymiernego.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D50ae9wFX

Film przedstawiajacy przyklady wyznaczania dziedziny wyrazenia wymiernego.

Polecenie 2

Wyznacz dziedzine wyrazen wymiernych. Upros¢ wyrazenia, jesli to mozliwe.

2’ —6z
2x2—3x

. x24z+1
x3—1

2z2—11z+5
2224+-5x—3



https://zpe.gov.pl/a/D5Oae9wFX

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz dziedzine wyrazenia %H

O R\{1}

O R

O R\ {-1}

Cwiczenie 2

Wskaz wyrazenia, ktorych dziedzing jest zbior R \ {2}.

O o o O




Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia wymierne o tej samej dziedzinie.

Cwiczenie 4

Wskaz dziedzine wyrazenia %.

R\ {2,3}

R\ {-3,3}

o O O

R\ {-3,2}

O R\{-2,3}

Cwiczenie 5

2

Wskaz liczbe, ktora nalezy do dziedziny wyrazenia (

O -2

m+1)(2;—1)(w+2) :



Cwiczenie 6

Wskaz liczbe, ktéra nie nalezy do dziedziny wyrazenia %
O _1
3
3
O %
1
O 3
O 3
Cwiczenie 7
Wskaz liczby nalezace do dziedziny wyrazenia Wﬁ%'

] -4

(] 4

B



Cwiczenie 8

Wskaz wyrazenia wymierne, ktorych dziedzing jest zbior R \ {2, % .

3z
D (22—6)(5z—2)

O w5y

3z
D (2z—4)(2z—5)

B ==

Cwiczenie 9

Zaznacz liczby nalezace do dziedzin podanych wyrazen.

Wyrazenie —2
o O
= O
s O

Cwiczenie 10

Potacz w pary wyrazenia o tej samej dziedzinie.

r+4
x2—4x+4

3
1-2x+22

9z2—4

Oagjgjl-

DL
r—2

132

(2z—4)(2+2)

x34+1
z—1

1-2z

(92—6)(6z+4)

Og|d|e



Cwiczenie 11

. p . . . T S T 1
Wskaz liczbe, ktéra nalezy do dziedziny wyrazenia 5—¢ — 5276 T =-

O -2
O 2
O 0

O 4
Cwiczenie 12

r—1 _ 3 2
T z—1°

Ktore z ponizszych liczb nie naleza do dziedziny wyrazenia m—2|—2 +

o
M -1
] —2

(] 1

Cwiczenie 13

57

T "

Ktére z ponizszych liczb nalezg do dziedziny wyrazenia 2;3_3

no|wo

o 0O o O

ot



Cwiczenie 14

. . . . . 2
Wskaz dziedzine wyrazenia ﬁ.

R\ {-2,0,2}

R\ {—4,4}

o O O

R\ {-2,2}

O R\{2}

Cwiczenie 15

2x—1

Wskaz liczbe nalezacg do dziedziny wyrazenia

O -1

O 0

O 1

O 2

Cwiczenie 16

Wskaz liczbe, ktéra nie nalezy do dziedziny wyrazenia

O -2
O 6
O -3

O 3

z(z?-1) °

z—3
x246x2+9 °



Cwiczenie 17

Wskaz liczby nalezace do dziedziny wyrazenia —rf:ftlg .

wolro

o o o
vo|co

|

1
) -3
Cwiczenie 18

Wskaz liczby, ktére nie naleza do dziedziny wyrazenia m.

) -2
0 2
o

O v2



Cwiczenie 19

Wskaz wyrazenia wymierne, ktérych dziedzing jest zbiér R \ {—3, 3}.

z+2
(z+3)(z®—62+9)

O o O

z2—6x+9
O 2%
2249
Cwiczenie 20

Wskaz dziedzine wyrazenia — + %

O R\{-1,1}
O R\{_]-)O,]-}

O R\{0,1}

Cwiczenie 21
Wskaz wyrazenia, ktérych dziedzing jest zbidr R \ {— %, %}

x—1 z2
2x—1 + 2x+1

)
O
O
)



Cwiczenie 22 O

Przyporzadkuj kazde wyrazenie do jego dziedziny.

R\ {1,3}

1 2 4 _
w71+m73 ’ ﬁ_%’
+3 2
T T ‘ = + ﬁ
3 2
R\ {-1,3} 63z T o1
R\ {1,2}
Cwiczenie 23 O
Przyporzadkuj kazde wyrazenie do jego dziedziny.
R\ {1,2,3}
1
222 T 25070 ’
-5 2 1 2246
:L'm27x + m_ic3 2 + :U2:c4w+3 ’
1 4+ 6
R\ {0,1,3} 2 T2 | @

1—4z 6x
2x2—8x + z—3

3x+2 1
x2—3x+2 + z—3 ’

R\ {0,3,4}







Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz
Przedmiot: Matematyka
Temat: Wyrazenia wymierne i ich dziedzina
Grupa docelowa:
III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:
7. mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres rozszerzony. Uczen:

1. znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych;
2. korzysta ze wzoréw na: a® + b*; (a + b)"; (@ — b)".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza dziedzing wyrazenia algebraicznego,
o sprawdza, kiedy wyrazenia wymierne sg rowne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
e tworzenie przez analogi¢;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiaggni¢cia w trakcie lekcij.
» Uczniowie okreslajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

» Na podstawie informacji zawartych w sekcji ,Przeczytaj” uczniowie
w czteroosobowych grupach zapoznajg sie z metoda wyznaczania dziedziny wyrazenia
wymiernego. Metodg - tworzenie przez analogi¢ — opracowuja algorytm wyznaczania
dziedziny wyrazenia wymiernego, a nastepnie poréwnuja z odpowiednimi treSciami
pokazanymi w animaciji.

« W dalszej czesci kazda grup losuje 8 ¢wiczen interaktywnych z sekcji ,,Sprawdz sie¢”
Nastepnie grupy rywalizuja rozwigzujac zadania. Uczniowie, ktorzy jako pierwsi
bezblednie wykonaja zadanie, wygrywaja rywalizacje.

e Nauczyciel wraz z uczniami analizuje ¢wiczenia, ktore sprawily najwiecej problemow.

Faza podsumowujaca:

» Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do postawionych na poczatku lekcji celow i kryteriéw sukcesu.

Praca domowa:

» Uczniowie przygotowuja infografike ilustrujgcg opracowany podczas lekcji algorytm



Materialy pomocnicze:

» Dziedzina
o Wyrazenia wymierne

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu przed sprawdzianem.


https://epodreczniki.pl/a/dziedzina/DBATGBivx
https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-wymierne-rownania-wymierne/DmG9rAguB

