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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Najbardziej znanym ciggiem arytmetycznym jest oczywiscie cigg liczb naturalnych. Majgc
dwie liczby naturalne a i b tatwo jest okresli¢ liczby naturalne, ktore leza migdzy tymi
liczbami.

Ale w przypadku innych ciggéw arytmetycznych nie jest to juz takie oczywiste.

W tym materiale poznamy wzor pokazujgcy zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami
ciggu arytmetycznego, ktory utatwi znalezienie takich liczb.
Dowiemy sie tez, skad nazwa ciggu - arytmetyczny.

Twoje cele

o Odkryjesz zwigzek miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

» Znajdziesz brakujgce wyrazy ciggu arytmetycznego, korzystajgc ze zwigzku miedzy
wyrazami ciggu.

» Rozwigzujac problemy dotyczgce ciggu arytmetycznego, skorzystasz z poznanych
twierdzen i wnioskow.




Przeczytaj

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanejroznica ciggu.

Jezeli ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o roznicy r, to dla kazdej liczby naturalne;
n c N+

an =01+ ((n—1)-r
Wezmy pod uwage wyrazy a,,_1 i a,1 tego ciggu.
Wtedy:
ap1=a1+Mn—-2)-r
py1 =01 +N-T
Dodajemy stronami zapisane rownosci.
an1+a,1=a+n—-2)-r+a;+nr=2[a;+(n—-1)- 7
ap 1+ ap1 =2[a;+(n—1)-7]|:2

anfl‘ganle — a]_ _|_ (n _ 1) Y d

an—1+an+1
-5 = Qn

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli ciag (an) dlan > 1 jest ciggiem arytmetycznym,
to jego trzy kolejne wyrazy spetniaja powyzsza roOwnosc.

Pokazemy teraz, ze jezeli wyrazy ciggu (an) spetniajg powyzszg réwnos¢, to ciag jest
ciggiem arytmetycznym.

_1ta
an12 n+1 :an‘.2
Up-1+ apr1 =2 ay
Qp-1 1+ Qpt1 = Qp + Qy

Ap-1 — Ap = ap — Ap41

Ostatnia rownos¢ oznacza, ze dlan > 1 roznice miedzy kolejnymi wyrazami ciggu sg state,
zatem ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym.



Rozwazania doprowadzity nas do sformutowania zalezno$ci miedzy trzema kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego.

Twierdzenie: Zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego

Ciag (a,) jest ciaggiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego
ciggu oprocz wyrazu pierwszego (i ostatniego, w przypadku ciggu skonczonego) jest
Srednig arytmetyczng dwoch wyrazéw sasiednich - poprzedniego i nastepnego:

_ Qp1tQpy
an = =5

gdzien >1in € N.

Przyktad 1

Sprawdzimy, czy cigg (ﬁ, 1, %

) jest arytmetyczny,

Srodkowy wyraz ciggu to 1, zatem musimy sprawdzié¢, czy prawdziwa jest rownosc¢

1 2

_ _1v3 VB
1= 2

Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie.

-1 2
—1+V2 V2
_ 1 14V2

2 . N2

~1+v2 12 V2 V2

2=1+v2-+2

2#£1

Odpowiedz:

Dany ciag nie jest ciggiem arytmetycznym.

Przyktad 2

Liczby 4, x, 10 sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Wyznaczymy .
Liczba z jest Srodkowym wyrazem ciggu, zatem:

o = 450

=17

Odpowiedz:




Szukana liczba jest rowna 7.
Przyktad 3
Liczby (—5), z, y, 4 sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Znajdziemy liczby z, y.

Zapisujemy rownania, wynikajgce ze zwigzku miedzy kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego.

Mnozymy przez 2 obie strony kazdego z rownan.

20 = -5 +y
2y=z+4

Wyznaczamy y z pierwszego rownania i wstawiamy do drugiego réwnania uktadu.

y=2r+5
22z +5) =z +4

Wyznaczamy x.
y=2x+5
dr4+10=2x+4
y=2x+5
T = -2

Obliczamy y.
y=2-(-2)+5
T=-—2
y=1
T=—2

OdpowiedZ:

Szukane liczbytox = -2,y = 1.
Przyktad 4

Wyznaczmy te wartoéci ¢, dla ktorych liczby 6t* — 4, t, —t* — 6t tworza w podanej
kolejnosci cigg arytmetyczny.



Srodkowy wyraz tego ciggu jest srednig arytmetyczng wyrazow skrajnych. Otrzymujemy
rownanie:

_ 62—4 —*—6t
t= 2

Przeksztalcamy rownanie, sprowadzajac je do postaci ogolne;j.
5t — 6t —4 =2t

5t2 —8t—4=0

OtrzymaliSmy rownanie kwadratowe, ktore rozwigzujemy.

A =644 80 =144

_8—12 2
1 = 10 — 5

— 8+12 __
t2 10 =2

Odpowiedz:
Dlat = —% otrzymujemy ciag arytmetyczny (—;—g, — %—g, %), dlat = 2 otrzymujemy
cigg arytmetyczny (20, 2, — 16).

Wniosek dotyczacy zalezno$ci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego,
mozna uogolni¢. Zapiszemy to uogolnienie rowniez w postaci wniosku.

Wniosek:

Jezeli cigg (a,,) jest ciagiem arytmetycznym to dla kazdej liczby naturalnejn > k
prawdziwa jest rownos¢

ap_pta
an: nk2 n+k

Wyraz a,, jest Srednig arytmetyczng wyrazow jednakowo od niego odleglych.
Przyktad 5

Liczby 2, z, y, 2, 8 w tej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny (ay ). Znajdziemy wzor
ogolny ciagu i sume wszystkich wyrazow ciggu.

Zauwazmy, ze wyraz y znajduje si¢ w tej samej odlegtosci od 2 i 8. Skorzystamy zatem
z wniosku zapisanego przed przyktadem.

248
Y= "

y=2>3



javascript:void(0);

Wyznaczamy wyrazy x oraz z.
z=25 =35

z=28 =65

Obliczymy roéznice ciggu.
r=3,5-2=1,5

Zapisujemy wzoOr ogolny ciggu.
a, =2+ (n-1)-(1,5)
a,=1,5m+0,5

Obliczamy sume wszystkich wyrazow ciggu.
§=2+4+3,5+5+6,5+8=25
Odpowiedz:

Wzor ogdlny ciggu to a,, = 1, 5n 4 0, 5, a suma wszystkich wyrazow ciggu jest rowna 25.

W ostatnim przyktadzie pokazemy zastosowanie poznanej zaleznosci migedzy kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego.

Przyktad 6

Wyznacz takg liczbe dodatnig z, dla ktorejliczby log, v/z, 1 + log, z, log, =* + % sa
odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego.

Korzystamy z zaleznosci migedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

lo z+log, x3+L1
1+ logyx = BV 2g4 z .2

2 + 2log, x = log, \/z + log, x> + %
Przeksztalcamy otrzymang rownos¢, korzystajgc z wlasnosci logarytmow.

2+ 2log,z = 3log,z + 3log,z + 3

% = %log4x
logjx =1
x=4>0

Odpowiedz:



| Dla z = 4 podane liczby tworzg cigg arytmetyczny.

Stownik
zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego

ciag (an) jest ciggiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciagu
oprocz wyrazu pierwszego (i ostatniego, w przypadku ciggu skonczonego) jest srednig
arytmetyczng dwoch wyrazow sasiednich - poprzedniego i nastepnego:

an_1+a
an: n12 n+1

gdzien >1in €N



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Sprébuj najpierw samodzielnie wykonac zapisane tam
zadania, a nastepnie poréwnaj z proponowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrXMNSEZE

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wzoru ogdlnego ciggu arytmetycznego.

Polecenie 2

Znajdz takie liczby a, b, dla ktorych ciag (15, a, 5, b) jest arytmetyczny.


https://zpe.gov.pl/a/DrXMNSEZE

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. W ciggu arytmetycznym (a,,) wyraz ajgpg = 8 i wyraz
a102 = 18. Zatem wyraz a;g; jest rowny:

12

14

o O O

10

O 13

Cwiczenie 2 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag (—24, z, y, 3) jest ciagiem arytmetycznym. Zatem:

O z—y=—9
O z-y=
O z-y=-6
O z—y=




Cwiczenie 3

W kazde wolne pole wpisz takg liczbe dodatnig, aby uzyskany cigg byt ciggiem
arytmetycznym.

(18, , 2)
(64, , 36)
(3, , 13, )

( , 10,

Cwiczenie 4

, 26)

Potacz w pary wyrazy ciggu i liczbe n, dla ktérej dany cigg jest ciggiem arytmetycznym.

(—4, n, 4n +2) —y
(n+6, 2n + 3, 27) 1
(n—1, 5, n—9) 10
(n, 5, n+ 24) 9
Cwiczenie 5

Dany jest nieskonczony ciag arytmetyczny (an):

1
.y as, (—2), aig, a1, @12, @13, a14, (—3%), ae, - -
Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz
Wyraz a12 tego ciggu wyraza sie liczbg catkowita.
Roéznica tego ciagu jest liczbg dodatnia.

Prawdziwa jest rownos¢ ag2 = —ay.

O|0|0|0O
O|0|0|0O

Ciag (an) jest ciagiem rosnacym.



Cwiczenie 6
Uzupetnij rozwigzanie podanego zadania, przeciagajac odpowiednie wyrazenia.

Dla jakiej wartosci z ciag (a, b, c) jest ciagiem arytmetycznym, jesli
a=32>—-4,b=2>+3,c=1z— 2.

Rozwiazanie:

Korzystajac ze zwigzku miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, zapisujemy

rownanie:

2_ _
3z 42+w 2 =$2+3

Przeksztatcamy otrzymane réwnanie kwadratowe do postaci ogdlne;j.
224+2—-12=0

Rozwigzujemy réwnanie.

2 = (—1- ):2=—4

m=( yi2=

Odpowiedz:

Ciag (a, b, c) jest ciagiem arytmetycznym dla : ------------------- lubx = —4

HAEEEEE)

Cwiczenie 7 @

Liczby a, b, ¢ w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny.

Jezeli drugg z tych liczb podzielimy przez dwa, a trzecia przez trzy, to réwniez otrzymamy ciag
arytmetyczny.

Jezeli natomiast pierwsza z tych liczb podzielimy przez trzy, a do trzeciej dodamy dwa, to tez
otrzymamy ciag arytmetyczny. Znajdz liczby a, b, c.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze jesli w ciagu arytmetycznym (a,,) $rednia arytmetyczna wyrazéw ay i ag jest rowna
wyrazowi as, to ciagg ten jest ciggiem statym.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zalezno$¢ miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» odkrywa zwigzek miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego

» znajduje brakujace wyrazy ciggu arytmetycznego, korzystajac ze zwigzku miedzy
wyrazami ciggu

e rozwigzujac problemy dotyczgace ciggu arytmetycznego, korzysta z poznanych
twierdzen i wnioskow

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
e pracaz ekspertem metodg stolikow zadaniowych

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Krotkie powtorzenie wiadomosci na temat ciggu arytmetycznego — nauczyciel
wyznacza 3 uczniow, ktorzy na przemian odpowiadaja na pytania zadawane przez
kolezanki i kolegow (zadajacy pytania moga korzystac z zeszytow i ksigzek).
Odpowiadajgcy uczniowie zostajg nagrodzeni ,plusami” lub ukarani ,minusami”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wspolnie ogladajg film samouczek, nauczyciel wyjasnia niezrozumiate
kwestie.

2. Uczniowie pracujg w 5 grupach metodg stolikow zadaniowych. Przy kazdym stoliku
siedzi ekspert, ktory w domu przygotowat jedno z zagadnien omawianych w sekcji
»Przeczytaj” (wedtug problemow podanych w kolejnych Przyktadach). Opracowat tez
swoje zadania podobnego typu. Jego zadaniem jest zapoznanie kazdej grupy z danym
problemem i pokazanie sposobu rozwigzywania zadan danego typu. Moze wspomagac
sie przygotowang wczesniej przez siebie prezentacjg lub przygotowanymi ¢wiczeniami
interaktywnymi.

3. Po zapoznaniu si¢ z zagadnieniami przy wszystkich stolikach, uczniowie wspolnie
sporzadzajg mape mysli obrazujacg typy zadan zwigzanych z zalezno$ciami miedzy
trzema wyrazami ciggu arytmetycznego.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci. Eksperci - uczniowie
»odpowiedzialni” za poszczegolne stoliki komentuja prace grup, zwracajgc szczegolna
uwage na sposob pracy grup, wzajemne relacje miedzy uczniami, itp.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i ekspertow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Cigg arytmetyczny

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany na zajeciach utrwalajgcych umiejetnosci
wykorzystania i przeksztalcania wyrazen algebraicznych.


file:///a/DyliBdW4j

