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Przeksztatcanie wykresow funkcji kwadratowej

Wykres funkcji kwadratowejjest parabola. Do naszkicowania paraboli wystarczy znalez¢
wspotrzedne jej wierzchotka, wspotrzedne punktow przeciecia wykresu z osig odcietych (o
ile istniejg), wspoirzedne punktu przeciecia z osig Y oraz ustali¢, jak skierowane sg ramiona
paraboli.

Twoje cele

» Przeksztalcisz wykres funkcji kwadratowe;.
o Wyznaczysz wzor funkcji kwadratowej, ktorej wykresem jest dana parabola.
» Naszkicujesz wykres paraboli o zadanym wzorze.




Przeczytaj

Juz wiesz

Funkcje okreslong na zbiorze R wzorem f(z) = ax?® + bz + ¢, gdzie a,b,c € Roraz a # 0
nazywamy funkcja kwadratowa.

Wykres funkcji kwadratowej to parabola.
Jezeli f(x) = az® + bz + ¢, to:

e dlaa > 0ramiona paraboli, bedacejwykresem funkcji f skierowane sg do gory,
e dlaa < 0 ramiona paraboli, bedacej wykresem funkciji f skierowane s3 do dotu.

Wykres funkcji kwadratowej f mozemy przeksztalcac.

e g(x) = f(z — p) -wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu funkcji
f wzdtuz osi X uktadu wspotrzednych o p jednostek w prawo dla p > 0 lub p jednostek
w lewo dla p < 0 (jest to rbwnowazne z przesunieciem paraboli, bedacej wykresem
funkcji f o wektor o wspotrzednych [p, 0)),

o h(xz) = f(z) + q - wykres funkcji h otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu
funkcji f wzdluz osi Y uktadu wspotrzednych o g jednostek w gore dlag > 0 lub g
jednostek w dot dla g < 0 (jest to rownowazne z przesuni¢ciem paraboli, bedacej
wykresem funkcji f o wektor o wspétrzednych [0, gl),

e k(z) = —f(x) - wykres funkciji k otrzymano w wyniku odbicia symetrycznego
wykresu funkcji f wzgledem osi X ukladu wspétrzednych,

e m(x) = f(—=x) - wykres funkcji m otrzymano w wyniku odbicia symetrycznego
wykresu funkcji f wzgledem osi Y ukladu wspétrzednych.

Przyktad 1
Naszkicujemy wykres funkciji f okreslonejwzorem f(z) = —z% + 2.
Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze zgodnie z opisanymi przeksztalceniami, wystarczy naszkicowac parabole,
bedaca wykresem funkciji y = 22, a nastepnie odbi¢ ten wykres symetrycznie wzgledem
osi X ukladu wspolrzednych i przesunac¢ o 2 jednostki w gore wzdtuz osi Y ukladu
wspolrzednych.
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Wazne!

Przesuniecie paraboli, bedgcej wykresem funkcji f o p jednostek w prawo lub w lewo
oraz o q jednostek w gore lub w dot mozemy zapisac jako przesuniecie wykresu funkcji f
o wektor [p, q|.

Przyktad 2
W celu naszkicowania paraboli, bedacej wykresem funkcji f okreslonej wzorem

f(z) = (z + 1) + 3 wystarczy przesuna¢ wykres funkcji y = z2 o wektor [—1, 3].
Wyznaczymy oS symetrii tej paraboli oraz zbior wartosci podanej funkci.

y=(z+1°+3




Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze osig symetrii naszkicowanej paraboli jest prosta o rownaniu * = —1, za$
zbiorem warto$ci funkcji przedziat (3, c0). Ma to $cisty zwigzek z przesunieciem
wykresu funkcji o wektor.

Wazne!

 po przesunieciu paraboli, bedacejwykresem funkcji f(z) = 22 0 p jednostek wzdtuz
osi X ukladu wspolrzednych, otrzymujemy parabole, ktorej osig symetrii jest prosta
T =Dp.

 po przesunieciu paraboli, bedacejwykresem funkcji f(z) = 22 0 g jednostek wzdtuz
osi Y ukladu wspolrzednych, otrzymujemy parabole, bedgca wykresem funkcji
kwadratowej, ktorej zbior wartosci rézni si¢ od zbioru wartosci funkcii f.

Wykres funkcji kwadratowejf mozna tez przeksztalca¢ w inny sposob.

e g(x) = |f(x)| - wykres funkcji g jest przystajacy do wykresu funkciji f, gdy wartosci
funkciji f s3 nieujemne, natomiast jest do niego symetryczny wzgledem osi X ukladu
wspotrzednych, gdy wartosci funkciji f sg ujemne,

e h(xz) = f(]z|) -wykres funkcji h otrzymano w wyniku przeksztalcenia, ktore polega na
dotaczeniu do odpowiadajgcej argumentom dodatnim cze$ci wykresu funkcji f, jego
odbicia symetrycznego wzgledem osi Y ukladu wspotrzednych.

Przyktad 3

Naszkicujemy wykres funkeji f okreslonejwzorem f(z) = (|z| — 1)°.

Rozwiazanie:

Do naszkicowania paraboli, bedgcej wykresem funkcji f wystarczy narysowa¢ wykres
funkcji y = (z — 1)?, a nastepnie czeé¢ wykresu dla argumentéw nieujemnych odbié¢
symetrycznie wzgledem osi Y.
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y = (jal - 1)°

Parabole, bedace wykresami funkcji kwadratowych mozemy takze ,rozszerzac” lub
»zwezac” wzdtuz osi X lub osi Y uktadu wspotrzednych.

« Parabole, bedgca wykresem funkcji okreslonejwzorem a f(z) dlaa > 0 otrzymujemy
przez ,rozciggniecie” (dla a > 1) lub ,zwezenie” (dla a < 1) wykresu funkcji f(z)
wzdtuz osi Y uktadu wspotrzednych,

« Parabole, bedgca wykresem funkcji okreslonejwzorem f(az) dlaa > 0 otrzymujemy
przez ,rozciggniecie” (dlaa < 1)lub ,zwezenie” (dla a > 1) wykresu funkcji f(z)
wzdtuz osi X uktadu wspotrzednych.

Przyktad 4
Naszkicujemy wykres funkcji okre$lonejwzorem f(z) = 2z% — 1.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze zgodnie z opisanymi przeksztalceniami, wystarczy naszkicowac wykres
funkciji okre$lonej wzorem y = x2, nastepnie ,rozszerzy¢” go odpowiednio wzdtuz osi Y’
uktadu wspotrzednych i przesunac o 1 jednostke w dot.
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Przyktad 5

Naszkicujemy wykres funkcji f okreslonejwzorem f(z) = |(ac —2)° - 3|, a nastepnie

okreslimy liczbe rozwigzan rownania f(x) = m, w zaleznosci od parametru m € R.
Rozwiazanie:

Wykres funkcji wyglada nastepujgco:

Jezeli rozwigzujemy rownanie f(z) = m, to rozpatrujemy liczbe punktéw wspolnych
prostej o rownaniu y = m z parabolg, bedacg wykresem funkcji f. Zatem réwnanie
f(z) = m, gdzie m € R ma:



 0rozwigzan, dlam € (—o0,0),
 2rozwigzaniadlam € {0} U (3, 00),
 4rozwigzania dlam € (0, 3),

e 3 rozwiazania dlam = 3.

Przyktad 6
Naszkicujemy wykres funkeji f okreslonejwzorem f(z) = (|z| — 1)°.

Rozwigzanie:

W celu naszkicowania wykresu funkciji f okreslonejwzorem f(z) = (|z| — 1) wystarczy
wykonac kolejne kroki:

o szkicujemy wykres funkcji okreslonejwzorem y = (z — 1),
o dlaz > 0 wykresy funkcji fiy = (z — 1)? pokrywaja sie,
o wykres funkcji f(z) = (|z| — 1)? jest symetryczny wzgledem osi Y.

Zatem wykres funkcji f przedstawia sie nastepujaco:

y=(z—1)°

Przyktad 7

Funkcja f przyporzadkowuije kazdejliczbie rzeczywistej jej kwadrat pomniejszony o 3.
Wyznaczymy wzor funkcji g(z) = |f(z + 1) — 3|, a nastepnie naszkicujemy jej wykres.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = z* — 3.

Wobec tego funkcja g jest okreslona wzorem:



g9(z) = |(z +1)* — |

W celu naszkicowania wykresu funkcji g nalezy wykonac nastepujace kroki:

o naszkicowa¢ wykres funkciji y = x2,

 przesungc¢ otrzymany wykres o wektor o wspotrzednych [—1, —6],
e czeSC otrzymanej paraboli, znajdujgca sie pod osia X, odbijamy symetrycznie
wzgledem tej osi.

Zatem wykres funkcji g przedstawia si¢ nastepujaco:
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Stownik

funkcja kwadratowa

funkcja okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € Roraza # 0
wykres funkcji

zbiér wszystkich punktow (z, f(x)), gdzie x nalezy do dziedziny funkcji f




Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Wykonaj test, a nastepnie ponizsze polecenie.
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Test

Przeksztatcanie
wykresow funkcji
kwadratowej

Umiegjetnosci. Uczen:

« rozpoznaje rézne przeksztatcenia wykreséw
funkcji kwadratowej,

« podaje wzér funkcji kwadratowej po
przeksztatceniu jej wykresu,

« okresla wtasnosci funkcji kwadratowej po
przeksztatceniu jej wykresu.

Liczba pytan: Limit czasu: Twaj ostatni

8 10 min "™

‘ Uruchom




Polecenie 2

Wykres funkcji f okreslonej wzorem f(z) = 2 przesunieto o wektor [3, —2] i otrzymano
wykres funkgcji g.

a) Wyznacz wzér funkcji g,
b) okresl zbiér wartosci funkcji g,

c) naszkicuj wykres funkcji g i okresl liczbe rozwiazan réwnania |g(x)| = 2.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary wzér funkcji z odpowiednim wektorem przesuniecia paraboli, bedacej
wykresem funkcji okreslonej wzorem y = z2

flz)=2"+3 [1,3]
flz)y=2*-1 (-1, -3]
fl)=(z-1)"+3 [0, 3]
f@) = (@ +1)° -3 0, 1]
Cwiczenie 2
Zbiorem wartosci funkcji okreslonej wzorem f(z) = —(x — 2)? + 3 jest przedziat:

O (_007 2>

O (=00,3)

O (3,00)

Cwiczenie 3




Cwiczenie 4

Uporzadkuj w odpowiedniej kolejnosci etapy szkicowania wykresu funkcji

fz)=—|(z—2)" - 3]:

przeksztatcenie wykresu o wektor [2, —3]
przeksztatcenie wykresu | f()|

odbicie symetryczne wykresu wzgledem osi X

y==1

Cwiczenie 5

Jezeli przeksztatcimy parabole, bedaca wykresem funkcji y = 22 o wektor [1, —3],

a nastepnie wykonamy przeksztatcenie f(|z|), to otrzymamy wykres funkcji okreslonej
wzorem:

O flz)=|(z-1)* -3
O flz)=(je| -1)* -3

O fl@)=|(z—-1)" -3

Cwiczenie 6
Wstaw liczby w odpowiednie miegjsca:

Jezeli prosta x = 2 jest osig symetrii paraboli, bedacej wykresem pewnej funkcji

kwadratowej, a wartos$¢ najwieksza tej funkcji wynosi 4, to takg funkcje mozemy opisac
wzorem f(z) = —(z—| )2+

4] =) [2)
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Cwiczenie 7

Potacz wzor funkcji z wtasnoscia jej wykresu:

wierzchotkiem paraboli, bedacej
wykresem funkcji f jest punkt
o wspotrzednych (1, 3)

funkcja f przyjmuje tylko wartosci
niedodatnie

funkcja f przyjmuje tylko wartosci
nieujemne

zbiorem wartosci funkcji f jest
przedziat (—oo, 1)



Cwiczenie 8

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f okreslonej wzorem f(z) = ‘(ac — 2)2 — 3|.

Uzupetnij zdania:

Réwnanie f(z) = m ma 3 rozwiazania dla m :‘ ’

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat <‘ ,00).

Osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji f jest prosta o rownaniu x =




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeksztalcanie wykresow funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcjiy = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

Zakres rozszerzony 1) na podstawie wykresu funkcjiy = f ( x ) rysuje wykres funkcjiy =|f (x) |

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

» na podstawie wzoru funkcji kwadratowej szkicuje jej wykres,
» okresla wilasnosci funkcji kwadratowejna podstawie jej wykresu,
» rozpoznaje wykres funkcji kwadratowej o danym wzorze.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e burza mozgow.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zajec¢: ,Przeksztatcanie wykresow funkciji
kwadratowej’ i prosi, by na jego podstawie uczniowie sformutowali cel lekcji oraz
kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,, Test samosprawdzajacy’.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy
z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Przeksztalcanie wykresow funkcji kwadratowej’).

Materialy pomocnicze:

o Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanoniczneji ogolne;j.

Wskazowki metodyczne:

» ,Test samosprawdzajgcy” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
wiadomosci w zakresie przeksztalcania wykresow funkcji kwadratowe;.

» ,Test samosprawdzajgcy” mozna zastosowac na kolejnejlekcji jako sprawdzenie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczacych przeksztatcania wykresow funkcii
kwadratowe;j.
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