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Zrodto: dostepny w internecie: www.pixabay.com.

W tej lekcji powtorzysz wiadomosci dotyczgce dziatan na wektorach oraz poznasz nowe
pojecia takie jak: kombinacja liniowa i iloczyn skalarny. Oba majg swoje zastosowanie

w matematyce oraz fizyce. lloczyn skalarny wektorow sity i przemieszczenia danego ciata
jest rowny pracy wykonanejnad tym ciatem. Pojecie kombinaciji liniowej obejmuje za$ duzo
wiecej obiektow matematycznych niz tylko wektory.

Twoje cele

Przypomnisz sobie pojecia dodawania i odejmowania wektoréw oraz mnozenia
wektora przez liczbe.

Zastosujesz dzialania na wektorach do wyznaczania kombinacji liniowej wektorow.

Obliczysz iloczyn skalarny wektorow.

Wyznaczysz cosinus kata miedzy wektorami przy uzyciu iloczynu skalarnego.



Przeczytaj

Twierdzenie: o rownosci wektorow

Wektory w uktadzie wspotrzednych o = [a; b], v = [c; d] sa rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy maja rowne odpowiednie wspolrzedne a = coraz b = d.
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Dla wektoréw o = [a; b] = [¢; d] definiujemy dziatania w nastepujacy sposob:

v = [a+ ¢;b+d],

2. réznica wektorow © — v = [a —¢;b—d],

, =
1. suma wektorow u —+

3. iloczyn wektora U przezliczbe k: k' = [ka; kb.
Wprowadzimy teraz nowe pojecie, wykorzystujace dziatania na wektorach.
Kombinacjg liniowg wektorow 17{, 175, 175, cee u? o wspotczynnikach ay, as,as, ..., a,
— — — —
nazywamy a;u; + QaUs + aguz + ...+ a,u,.
Przyktad 1

Kombinacja liniowg wektorow u = [—2; 3] i up = [1; —2] o wspoétezynnikach a1 = —3 i
ay = 2jest ayuy + agug = —3[—2; 3] + 2[1; —2] = [6; —9] + [2; —4] = [8; —13].
Przyktad 2

Przedstawimy wektor o wspotrzednych [5; —4] jako kombinacje liniowg wektorow

o wspotrzednych [1; 0] i [0; 1]. Zauwazmy, ze

[5; —4] = [5;0] + [0; —4] = 5 - [1;0] — 4 - [0; 1]. A zatem wektor o wspotrzednych [5; —4]
jest kombinacjg liniowg wektoréw o wspotrzednych [1; 0] i [0; 1] ze wspotczynnikami 5 i
(—4). Wspomnijmy przy okazji, ze wektory o wspotrzednych [1;0] i [0; 1] nazywamy
wersorami osi ukladu wspotrzednych.

Przyktad 3

Przedstawimy wektor o wspotrzednych [—4; 5] jako kombinacje liniowg wektordw [2; 1] i
[—1; 3]. Szukamy takich liczb a i b, aby spetniony byt warunek

al2; 1] + b[—1; 3] = [—4; 5], ktory jest kolejno rownowazny
2a; a] + [—b; 3b] = [—4; 5]
[2a — b;a + 3b] = [—4; 5]

Korzystajac z twierdzenia o rownosci wektorow, otrzymujemy uktad rownan
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2a —b= -4
a+3b=5"

ktorego rozwigzaniem jest paraliczb a — 11 b = 2. Zatem wektor o wspolrzednych

[—4; 5] jest kombinacjg liniowa wektorow [2; 1] i [—1; 3] ze wspdtczynnikami (—1) i 2.

Przypomnijmy rowniez, jak wyznacza¢ wspotrzedne punktu, ktory dzieli dany odcinek
w podanym stosunku.

Przyktad 4

Wyznaczymy wspotrzedne punktu dzielagcego odcinek o koncach A = (—9;3) i
B = (6; —6) w stosunku 2 : 3, liczac od punktu A.

—  2—
Niech szukany punkt nazywa sie S i ma wspotrzedne (x; y). Wowczas AS = gAB.
Wyznaczmy wspotrzedne wektorow.

H
AS =[x+ 9;y — 3]

2— 2
—AB = —[15; —9] = [6; —3, 6].

5 5

Z twierdzenia o rownosci wektorow porownujemy wspoirzedne

[z +9;y — 3] = [6; —3, 6], coprowadzi doréwnanz + 9 = 6iy — 3 = —3, 6, zktérych
wynika, ze © = —3 iy = —0, 6. Zatem punkt S ma wspotrzedne (—3; —0, 6).

Kolejnym dzialaniem, ktore mozna wykona¢ na wektorach jest iloczyn skalarny.

Definicja: lloczyn skalarny

Iloczynem skalarnym wektorow uiv nazywamy liczbe

Lo = ‘7‘ . ‘7‘ - COS <I(7, 7), gdzie 4(7, 7) oznacza kat miedzy wektorami o

.=
1 v.

Wyjasnijmy od razu, ze katem miedzy wektorami nazywamy kgt miedzy prostymi bedgcymi
kierunkami tych wektorow. Nie definiujemy kata miedzy wektorem zerowym a innym
wektorem, ale przyjmujemy, ze iloczyn skalarny dowolnego wektora przez wektor zerowy
jest rowny 0.

Zauwazmy rowniez, ze gdy wektory o i nie sa wektorami zerowymi, to rowniez ich
dtugosci nie sa rowne zeru, zatem ich iloczyn skalarny jest zerem doktadnie wtedy, gdy
cosinus kata miedzy wektorami jest rowny zeru, co ma miejsce dokladnie wtedy, gdy
wektory sg prostopadle. Zatem mozemy sformutowac¢ nastepujacy wniosek.
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Wniosek

Dwa niezerowe wektory sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jest

rowny zeru Wov =0.

Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie: o iloczynie skalarnym wektoréw o danych wspétrzednych
Niech @ = la; b] i v = [c; d]. Wowczas oo U =ac+bd.

Przyktad 5

Wyznaczymy cosinus kata miedzy wektorami U= [1;—3] i v = [2; —1]. Najpierw
obliczymy iloczyn skalarny tych wektorow z definiciji:
Yo = 410 - \/g-cos<z(ﬂ>,_>).

Mozemy tez obliczy¢ iloczyn skalarny, korzystajac z przytoczonego wczesnie;
twierdzenia.

Woo =[1;-3]0[%-1=1-24(-3)(-1)=2+3=5
Z przyrownania obu wartosci otrzymujemy réwnanie:
v 10 - \/g-cos<z(ﬂ>, 7) =9,

co sprowadza si¢ do

(—> %) 5 V2
cos<|u,v)=——=—
5v2 2
Na podstawie wyznaczonej wartosci cosinusa mozemy stwierdzi¢, ze kat ostry miedzy
danymi wektorami ma miare 45°.

Stownik
wersor osiowy

wektor o dtugosci rownej1 oraz o kierunku i zwrocie zgodnym z kierunkiem i zwrotem
osi tworzgcej uktad wspotrzednych; w przypadku prostokatnego uktadu wspoirzednych
na plaszczyznie wersory osiowe maja wspotrzedne [1; 0] oraz [0; 1]

. A Bve
iloczyn skalarny wektorow u i v
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liczba (skalar) okreslona wzorem Uo = ‘7‘ . ‘7‘ cos < (7, 7), gdzie <I( ) 7)

. . L= = . . —

oznacza miare kata miedzy wektorami w i v'. Dla wektorow o wspotrzednych v = [a; b]

i v = [c; a] iloczyn skalarny mozna obliczy¢ korzystajgc ze wzoru Yot =ac+bd
T R e S — . .

kombinacja liniowa wektoréw v ¢, © 9, w3,..., u , 0 wspétczynnikach a,, as,as,...,a,

wektor zdefiniowany w nastepujacy sposob aq 71 + asy 72 + a3 73 + .-+ anﬁn



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w galerii zdjec¢ interaktywnych, a nastepnie rozwigz zadania.

Polecenie 2

4

+27 da W = [2; —4] i v = [—2; 1]. Wpisz odpowiednie liczby.

l_>

Pierwsza wspotrzedna wektora —5 u + 27 ‘ ’

Druga wspétrzedna wektora —%ﬂ) + 27 ‘ ’

Polecenie 3

Przedstaw wektor o wspétrzednych [0; 11] jako kombinacje liniowa wektoréw
o wspdtrzednych [3; —1] i [2; 3]. Wpisz odpowiednie liczby.

Wspétezynnik a w kombinacji a[3; —1] + b[2; 3] jest réwny‘ ’

Wspdtczynnik b w kombinacji a[3; —1] 4 b[2; 3] jest réwny‘ ’

Polecenie 4

Wyznacz wspotrzedne punktu S dzielacego odcinek o koricach A = (2; —1) i B = (—4; —4)
w stosunku 2 : 1 liczac od punktu A. Wpisz odpowiednie liczby.

Pierwsza wspédtrzedna punktu S to‘ ’

Druga wspétrzedna punktu S to ‘ ’




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)
Cwiczenie 3

Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Przedstaw podane wektory jako kombinacje liniowe wektoréow o wspoétrzednych [1; 2] i
[—2; 1]. Podaj wspétczynniki tych kombinacji - przeciggnij wtasciwe odpowiedzi
w odpowiednie miejsca.

wspotczynnik przy
wektorze o wspétrzednych
[—2;1]

wspotczynnik przy wektorze

wspotrzedne wektora u
o wspo6trzednych [1; 2]

[—3;4]

[—2; 6]

[—5; 0]

[5; 0]

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7




Cwiczenie 8

Oblicz sinus kata zawartego miedzy wektorami o wspotrzednych [—5; 1] i [3; 2].

2
1
O 3
Cwiczenie 9 @
Cwiczenie 10 @
Cwiczenie 11 @

Prawdziwe jest twierdzenie: dwa niezerowe wektory sg réwnolegte doktadnie wtedy, gdy ich
wyznacznik jest rowny zeru. Korzystajac z przytoczonego twierdzenia oraz wzoru podanego
w poprzednim zadaniu rozstrzygnij, ktére pary wektoréw sg parami wektoréw réwnolegtych.
Wskaz poprawne odpowiedzi.

(] [-2;-3]i[4;6]
() [3;—2]i[9; —6]
) [4-2]i[16; —8]

() [3;2]i[~2;-3]



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na wektorach w ukladzie wspélrzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje
wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarowno analitycznie, jak
i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

» Przypomnisz sobie pojecia dodawania i odejmowania wektoréw oraz mnozenia wektora
przez liczbe.

» Zastosujesz dziatania na wektorach do wyznaczania kombinacji liniowej wektorow.

» Obliczysz iloczyn skalarny wektorow.

» Wyznaczysz cosinus kata miedzy wektorami przy uzyciu iloczynu skalarnego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rOzmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Galeria zdje¢
interaktywnych” i ¢wiczenia interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zajec¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przechodzi do sekciji ,Sprawdz sie”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

2. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie porownujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Dziatania na wektorach w uktadzie wspotrzednych”).

Materialy pomocnicze:
e Suma/r6znica wektorow w uktadzie wspolrzednych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczgce analizy problemu w temacie ,Dziatania na wektorach w uktadzie
wspotrzednych”


https://epodreczniki.pl/b/suma/roznica-wektorow-w-ukladzie-wspolrzednych/PMPSUEP30

