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Na poprzedniejlekcji dowiedziale$ sie, jak rozwigzywan proste rownania typu cos ¢ = a,
gdzie a jest liczbg rzeczywista. Na tejlekcji dowiesz sig, jak sprowadzi¢ bardziej

skomplikowane rownania do postaci cos * = a. W tym celu wykorzystamy poznane przez

Ciebie tozsamosci sin? z + cos®> z = 1 oraz tgz = et

Twoje cele

» Nauczysz sie sprowadzac¢ rownania do postaci cos x = a.

» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ podstawowe tozsamosci trygonometryczne do
rozwigzywania rownan.




Przeczytaj

NauczyliSmy sie rozwigzywa¢ réwnania postaci sin * = a oraz cos ¢ = a, gdzie a jest
pewna liczbg rzeczywista. W tej lekcji kazde rownanie, o ile to tylko mozliwe, bedzie
starali sie sprowadzi¢ do rownania postaci sinx = a lub cosz = a.

Pamietajmy o kilku charakterystycznych elementach rozwigzywania rownan:

1. Sprawdzamy dziedzine rownania. Najcze¢Sciej wypisujemy zatozenia zwigzane
z dzieleniem i pierwiastkowaniem: mianownik utamka musi by¢ rézny od 0 i wyrazenie
pod pierwiastkiem stopnia parzystego musi by¢ nieujemne.

2. Sprowadzamy rownanie do wartos$ci jednej funkcji trygonometryczne;.

3. Czesto stosujemy podstawienie ¢ = sinx lub ¢ = cos x.

Przyktad 1

tgx
cosx—1

Rozwigzemy rOwnanie = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie:

sinz
cosx’
Wowczas rownanie z zadania przyjmuje postac:

Wykorzystamy tozsamos¢ tg z = zakladajgc jednoczes$nie, ze cos x # 0.

sin =0
cosz(cosz—1)

Zapiszmy zatozenia: cosx # Oicosx # 1,czylix # 4 + kmiz # 2km, gdzie k € Z.
Rozwigzaniami rOwnania sg liczby spelniajgce zatozenia oraz warunek: sinz = 0.
Otrzymujemy zatem z = wkix # 4 + krwix # 2km, gdzie k € Z.

Ostatecznie odpowiedz jest nastgepujgca: * = m + 27k, gdzie k € Z.

Przyktad 2
Rozwigzemy rownanie: 2-%22 — () w zbiorze liczb rzeczywistych
q y * cosz ywistych.
Rozwigzanie:
Réwnanie % = 0 jest rownowazne koniunkcji warunkéw: cos 2z = —1icosz # 0.
Otrzymujemy zatem:

2z = 7w+ 2kmi x # T + km, gdzie k € Z.
Ostatecznie otrzymujemy:
r=45 tkrix# 5 + km gdzie k € Z. Zatem nie istniejg liczby x spetniajgce rownanie.

Przyktad 3




Rozwigzemy rownanie 1 — sinz - cos ¢ 4 sinz — cosx = 0 w zbiorze liczb
rzeczywistych.

Rozwigzanie:

Bedziemy postepowac tak, aby uzyskac postac iloczynu dwoch wyrazen:
1+sinxz — (sinz-cosx +cosz) =0

1+sinz —cosz(sinz +1) =0

(sinz+1)(1 —cosz) =0

Stad dostajemy warunki: sinz = —1lubcosz = 1.

Otrzymujemy zatem odpowiedZ:

T = —5 + 2kmlub x = 2km, gdzie k € Z.

W nastepnym przykladzie wykorzystamy metode¢ podstawiania.
Przyktad 4

Rozwigzemy réwnanie 2 cos? (3:):) — 5 cos (3:3) +2=0
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze rownanie przypomina rownanie kwadratowe. Wobec tego wprowadzmy
nowg zmienng: t = cos(3x).

Réwnanie przyjmuje postaé: 2t> — 5t + 2 = 0.

Obliczamy A =25—-4-2-2=09.

Pierwiastki rownania sg rowne: t; = 2,ty = %

Wracamy do zmiennej :

cos 3z = 2lub cos 3z = %

Rownanie cos 3x = 2 jest sprzeczne, a rbwnanie cos 3z = % ma rozwiazania:

3r = § + 2kmlub 3z = — % + 2km, gdzie k € Z.
Odpowiedz:
wzg—l—%lubazz—%—k%,gdziekez
Przyktad 5

W zalezno$ci od warto$ci parametru m rozwigz réwnanie:
cos(m + ) —cos(m —z) =0

Zatem rozwigzaniemsa: m + x = m — z + 2kmlubm + x = —m + x + 2km, gdzie
ke Z.

Otrzymujemy zatem rownania: * = km lubm = km, gdzie k € Z.
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Teraz kluczowa jest interpretacja wyniku.

1. Jezeli m # km, to x = km, gdzie k € Z.
2.Jezeli m = km, x jest dowolna liczba rzeczywista.

Przyktad 6
- ) _ |cosz+cosy=0
Rozwigzmy uktad réwnan: dr
r—Y= 3
Rozwigzanie:

Wyliczmy « z rownania drugiego x = y + 43—” i podstawmy do réwnania pierwszego:
cos(y + 4F) + cosy = 0. Zapiszmy réwnanie w postaci:

cos(y + %) = —cosy,

Co mozemy zapisac jako:

cos(y+ %) = cos(7r — y).

Wowczas:

y+ %—W =nm—y+2kmluby+ 43—” = —7 + y + 2km, gdzie k € Z.

Drugie rownanie jest sprzeczne, natomiast pierwsze réwnanie daje rozwigzanie

y= —¢ + km, gdzie k € Z. Zatem rozwigzaniem uktadu jest para liczb
=<+ (kE+1
v=g+(kt )W,gdziekEZ.
y=—5 tkr
Przyktad 7

2

Rozwigzemy réwnanie cos® x — cos = x> + 2x + 3 w liczbach rzeczywistych.

Zwr6¢my uwage na to, ze mamy do porownania dwie funkcje: trygonometryczna

i kwadratowgq. Nie istnieje ogolny sposob rozwigzywania takich réownan. Ale

w szczegolnych przypadkach mozemy rozwigzac¢ to rownanie korzystajac z porownania
zbioréw wartoéci funkcji y = cos? z — cosz iy = x + 2z + 3.
Zauwazmy, ze funkcje kwadratowa y = z* + 2z + 3 mozna przedstawié¢ w postaci

y = (x + 1)% + 2, a zatem jej zbiorem wartosci jest zbior (2, +00). Wartoé¢ najmniejszg 2
funkcja przyjmuje dla z = —1.

Wprowadzmy oznaczenie: t = cos x, gdzie t € (—1,1). Wowczas funkcja

y = cos’ x — cos z przyjmuje posta¢ funkciji kwadratowejy = t> — t, ktorej dziedzina jest
przedziat: (—1, 1). Woéwczas zbidr wartosci tej funkciji to <— %, 2>. Warto$¢ najwieksza 2

funkcja przyjmuje dlat = —1, czylidlacosz = —1.

2

Zatem rownanie cos? z — cosx = x2 + 2x + 3 ma rozwigzanie dla z spetniajacego

warunki:xz = —licosxz = —1.



| Odpowiedz: Taki z nie istnieje.

Stownik
postac iloczynowa réwnania

to taka postac¢ rownania, gdy po jednej stronie rownania wystepuje 0, a po drugiejiloczyn
kilku czynnikow; dzi¢ki takiej postaci rownanie jest rownowazne alternatywie kilku
rownan.




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg, a nastepnie wykonaj polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/Dkf8Tj5hy


https://zpe.gov.pl/a/Dkf8Tj5hy

Polecenie 2
Wszystkie rozwigzania rownania cos 2z - cos 3x = 1 s postaci:

xr = km,gdziek € Z
T =—+5 + km gdziek € Z
r = —4 + 2km, gdziek € Z

x:—%—l—wg—”,gdziekEZ

o o O O O

8
I

2k, gdziek € Z

O 2=+ &2 gdziek € Z

Polecenie 3

Rozwiaz réwnanie: cos 2x - cos 4x - cos 6 = —1.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz wszystkie rozwiazania réwnania: 4 cos? (3:3) = 3 cos (3:13)

O z=%+2krlubz = § +2krlubx = —§ + 2km, gdziek € Z

O z=2+8br=L+2ubz=—L + & gdziek € Z

O 332%—1—%Iuba:=%+%Iubm=—%+2—?,gd2iekéz
O z=T 420 \upg=2 4 27 \ypgp = T 7 edziekcZ
Cwiczenie 2

4coslz—1 —0
s2z+3cosz+1

Wskaz wszystkie rozwigzania rownania: 5

m:%—i—ﬂmlubx:—% + 2km, gdziek € Z
r=% tkrlubz = —% + km, gdziek € Z

x:%—l—kﬂlubw:—% + km, gdziek € Z

o o 0O O

T =% +2krlubx = — % + 2km, gdziek € Z



Cwiczenie 3
Potacz w pary: réwnanie i jego rozwigzania.
2cos’xz —3cosz—2=0 zecl

2cos’z +Tcosz+6=0 z=2Z +2krlubz = —Z + 2km,

gdziek € Z
_ _ 2m _ _2n
2cos2w+(4—\/2>cosx—2\/§:( B == +2k:7rl.uba:— 5 + 2k,
gdziek € Z
2. B x = 2kmwlubx = ¢ + 2km lub
2cos”x (2—1—\/§)cosx+\/§—0 %=X | 2k, gdziek € Z

Cwiczenie 4

Wszystkimi rozwigzaniami rownania: 153 liczby z = % + % lubx = % + km, gdzie
ke Z.

cos 2x = cos 3x ’ ‘ sin 2z = cos 3z ’ ‘ sin 2z = cos 3z ’ ‘ cosbxr = —cos 3z ’
Cwiczenie 5

Kazdemu réwnaniu przypisujemy najmniejsze rozwigzanie w przedziale (0, 27). Ustaw
rownania od najmniejszej do najwiekszej liczby.

sinxz +cosxz =0 =
sinx +cosx =1 =
sinxz +cosx = —1 =

sinx + cosx = \/5

214



Cwiczenie 6

Wskaz wszystkie réwnania, ktére nie majg rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych.

B (cosw . 3) (4 cosT — V 17) (sinGw + cos® a:) =0
3 _

(] cos®z—35 =0

(] 8sinzcosz+9=12cosz + 6sinz

() cos®’ —Tcosz+14=0

Cwiczenie 7
lle rozwigzan ma 12 cos 3z cos 4z + 1 = 3 cos 3z + 4 cos 4z w przedziale (0, 27).
Cwiczenie 8

Rozwigz rownanie cos mx = z? — 4z + 5 w zbiorze liczb rzeczywistych.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie rownan z funkcja cosinus

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:
2

sina .

, )
4) korzysta z wzorow sin” a + cos Py

a=1tga =

Zakres rozszerzony. Uczen:
6) rozwigzuje rOwnania i nierownosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wiekszym
niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1,2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje podstawowe tozsamosci trygonometryczne do rozwigzywania rownan
trygonometrycznych,
« analizuje rOwnanie trygonometryczne w celu sprowadzenia go do postaci cos ¢ = a.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
i ¢wiczenia interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg sie z medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniéow w temat lekcji, nawigzujac do zagadnien opisanych
w sekcji ,Wprowadzenie”.
2. Nauczyciel omawia cele lekcji i wraz z uczniami ustala i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przechodzi do sekciji ,Sprawdz sie”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

2. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 3, a nastgpnie poréwnuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwiazujg zadania 4-6 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie 71 8, a nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezankg Praca indywidualna - implementacja poznanej



techniki do rozwigzywania problemoéw informatycznych — wykonywanie ¢wiczen
z sekcji ,Sprawdz sig¢”.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzujg i na nastepnejlekcji porownuja wyniki.

Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekciji ,Prezentacja multimedialna” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczgce analizy problemu w temacie ,Rozwigzywanie rownan z funkcjg
cosinus”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

