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W tym materiale kilka informacji na temat
sposobu oprocentowania, zwanego

procentem skladanym.

W $redniowieczu ten sposob
oprocentowania pozyczek, uwazany byt za
najgorszy rodzajlichwy i potepiany w wielu
krajach. Bankierzy mimo to oszukiwali
algorytmu, ktory pozwoli na okreslenie po ilu
latach kapitatl ztozony na dany procent
sktadany podwoi sie. W 1494 r. wloski
matematyk Luca Pacioli w pracy Summa de
Arithmetica podaje wzor, tzw. regute 72,
dzigki ktorej mozna w przyblizeniu okresli¢
poszukiwany okres.

W 1613 r. angielski matematyk Richard Witt
opublikowal prace Arithmeticall Questions,
ktorg uwaza sie za przetomowa w historii

Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.
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badan zwigzanych z procentem sktadanym, gdyz cata bytla poswiecona tym zagadnieniom.



Zawierala miedzy innymi ponad 100 przykiadow obliczen zwigzanych z zastosowaniem
procentu skladanego.

Twoje cele

o Wykonasz obliczenia pieni¢zne.
» Zastosujesz obliczenia z zastosowaniem procentu sktadanego.

» Dobierzesz model matematyczny do rozwigzania problemu z kontekstem
realistycznym.




Przeczytaj

Procent skladany to sposob oprocentowania wktadu pienieznego polegajacy na tym, ze
odsetki za dany okres oprocentowania sg doliczane do wktadu (podlegaja kapitalizaciji)
i w ten sposob ,sktadajg sie” na zysk wypracowywany w okresie nastepnym.

Zatem kapitalizacja odsetek to powigkszanie kapitatu poprzez dopisanie odsetek, ktore
zostaly wygenerowane przez ten kapitat, czyli przeksztatcenie odsetek w kapitat. Czas, po
ktorym nastepuje dopisanie odsetek do kapitatu, nazywamy okresem kapitalizacji.

Fatwo zauwazy¢, ze kapital ztozony na procent sktadany zwieksza si¢ o wiele szybciejniz na
procent prosty. OczywisScie im czestsza kapitalizacja, tym kapital wzrasta szybcie;.
W modelu kapitalizacji cigglej, odstep miedzy kapitalizacjami maleje do zera.

Wykorzystanie zasady oprocentowania skladanego nie wymaga obliczania warto$ci kapitatu
i odsetek w poszczegolnych okresach kapitalizacji. Podobnie jak w przypadku procentu
prostego, mozemy skorzysta¢ z prostego wzoru. Przy czym w obliczeniach nie bedziemy
uwzglednia¢ podatku od odsetek.

Wazne!
Wzor na procent skladany

Oznaczmy:

K, - kapital poczatkowy,

K - kapitat koncowy,

n - liczba lat depozytu,

m - liczba kapitalizacji w roku,
b5 - roczna stopa procentowa.

Jesli kapitalizacja odbywa si¢ raz w roku, to:
K = Ko- (1+ 155)"

Jesli kapitalizacja odbywa sie m razy w roku, to:

K= Ko- (1 + o100 )n.m
Zastosowanie wzoru na procent sktadany przesledzimy na przyktadach.

W przypadku uzyskania utamka dziesietnego nieskonczonego, bedziemy podawac¢ kwote
z dokladnoscig do czesci setnych.

Przyktad 1


javascript:void(0);

Klient wplacit do banku 8000 zt na dwuletnia lokate z oprocentowaniem rocznym
w wysokos$ci 5%. Odsetki dopisywane s3g do kapitalu po uptywie kazdego roku.

Obliczymy, jaka bedzie warto$¢ oszczednosSci na koniec okresu oszczedzania.
Rozwigzanie:

Dane:

K, = 8000 zt

n=2

07 = T00

Szukane:

K =?

Korzystamy ze wzoru na procent sktadany.

K =8000- (1+ )

K = 8000 - (1,05)*

K = 8000 -1,1025 = 8820

OdpowiedZ:

Kwota oszczedno$ci na koniec okresu oszczedzania bedzie rowna 8820 zt.

Przyktad 2

Kwote w wysokosci 15000 zt wptacono na czteroletnig lokate z rocznym
oprocentowaniem 2% i coroczng kapitalizacjg odsetek.

Obliczymy kwote odsetek, jakg bank dopisze na koniec okresu oszczedzania.
Rozwigzanie:

Dane:

Ky = 15000 zt

n=4

P
100 —

2
100

Szukane:
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K =?

Kwota odsetek =7

Korzystamy ze wzoru na procent sktadany.

K = 15000 - (1+ )"

K = 15000 - (1,02)*

K =16236,481. ..~ 16236,48

Obliczamy kwote odsetek, jako roznice miedzy kwotg koncowg, a wptacona.
16236,48 — 15000 = 1236,48

Odpowiedz:

Uzyskana kwota odsetek jest rowna 1236,48 zt.

Pokazemy teraz, jak obliczy¢ kapitat koncowy, gdy odsetki kapitalizowane sg co pot roku,
korzystajgc z tego samego wzoru, co w poprzednich przyktadach.

Przyktad 3

Kwote 12000 z wptacono na 2 lata na procent sktadany, z rocznym oprocentowaniem
lokat 4%. Odsetki kapitalizowane s3 co p6t roku.

Obliczymy wartos¢ kapitatu po zakonczeniu lokaty.
Rozwigzanie:
Ko = 12000 z}

Kapitalizacja odsetek odbywa si¢ co pol roku, wiec w ciggu 2 lat dobedzie si¢
czterokrotnie.

n=4

Oprocentowanie w skali roku wynosi 4%, zatem potroczne bedzie rowne 2%.

2

P _
100 100
Stad:

2 \4
K =12000- (1 + 157)

K = 12000 - (1,02)*



K = 12000 -1,0824321. ..~ 12989,19

OdpowiedZ:

Kwota oszczedno$ci na koniec okresu oszczedzania bedzie rowna o 12989,19 zt.
Przyktad 4

Obliczymy, jaki dochéd przyniesie po dwoch latach lokata 20000 zt, ktora jest
oprocentowana w stosunku rocznym w wysokosci 8%, a odsetki sg kapitalizowane co
kwartat.

Rozwigzanie:
Ky = 20000 zt
n =2

m=4

8
100 — 100
Powyzsze dane podstawiamy do wzoru:
K =Ko (1+ i )n.m

8 4.2
K =20000- (1+ 2)

Obliczamy:

K =20000- (1 + -5)°

K = 20000 - (1,02)°

K ~ 23433,18 zt

Obliczamy, jaki dochod przyniesie lokata.
K — Ky = 23433,18 — 20000 = 3433,18

OdpowiedZ:

Lokata przyniesie dochod w wysokosci 3433,18 zt.

Od odsetek dopisywanych do kapitatu ztozonego na lokate, pobierany jest podatek.
W praktyce na procent sktadany stosowany jest wiec nieco inny wzor niz ten, ktory do tej
pory wykorzystywaliSmy.
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Jesli potracony jest r—procentowy podatek od odsetek to procent skladany obliczamy
ze wzoru:

K=Ky [1+ 58 (1 7)™
Przyktad 5
Beata zalozyla w banku roczng lokate (na procent sktadany) w wysokos$ci 4800 zt.
Oprocentowanie roczne tejlokaty jest state i wynosi 6%.

Kapitalizacja odsetek odbywa si¢ co kwartat.

Bank pobiera od kazdych naliczonych odsetek 18% podatku od dochodéw kapitatowych,
oblicz, jaka kwotg bedzie dysponowac Beata po roku.

Rozwigzanie:

K, = 4800 zt

Korzystamy ze wzoru, w ktorym uwzgledniony jest podatek od odsetek.
K =4800- [1+ £5- - (1— )"

K = 4800 - [1+ 0,015 - (0,82)]**

K = 4800 - (1,0123)"

K ~ 5040,55 zt

Odpowiedz:

Po roku Beata bedzie dysponowa¢ kwota rowng 5040,55 zi.

Stownik
procent sktadany

to sposob oprocentowania wktadu pienieznego polegajacy na tym, ze odsetki za dany
okres oprocentowania sg doliczane do wkiadu (podlegajg kapitalizacji) i w ten sposob




»sktadaja sie” na zysk wypracowywany w okresie nastepnym



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Sprobuj samodzielnie rozwigzac prezentowane tam zadania i dopiero

nastepnie poréwnaj rozwiazania.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3bnOvt9i

Film nawigzujgcy do tresci lekcji dotyczacej pojecia procenta sktadanego.

Polecenie 2

Ewelina wptacita do banku na dwuletnia lokate 10000 zt z rocznym oprocentowaniem
w wysokosci 3% i coroczna kapitalizacja odsetek. Oblicz, jaka kwote odsetek uzyska na koniec

okresu oszczedzania.


https://zpe.gov.pl/a/D3bnOvt9i

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Patryk wptacit do banku 5000 z} na 2 lata z rocznym oprocentowaniem w wysokosci 2%
i coroczna kapitalizacjg odsetek. Jakg kwote odsetek uzyska Patryk na koniec okresu
oszczedzania? Zaznacz poprawng odpowiedz.

404 zt
202 zt

10 zt

o O O

() 100 zt

Cwiczenie 2 @)

Pani Justyna wptacita do banku na rok 4000 z} na z oprocentowaniem rocznym 12%
i comiesieczna kapitalizacjg odsetek. Jakg kwotg bedzie dysponowata pani Justyna na koniec
okresu oszczedzania? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 12-4000- (1 + =) 2k
O 4000 (14 & - 42)" 2t
O 4000 (14 w5)" #

O 4000 + (1 + 15) 2t




Cwiczenie 3

Kwote 15000 zt wptacono na péttoraroczna lokate z rocznym oprocentowaniem 4%. Odsetki
kapitalizowane sg co kwartat. Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Odsetki po skonczonym okresie oszczedzania od wptaconego kapitatu poczatkowego wyniosa
wiecej niz 1000 zt.
Prawda Fatsz

Aby obliczy¢ wartos¢ kapitatu koncowego, mozemy skorzystac¢ ze wzoru
K =15000- (1+ 155)", gdzien = 1, 5.
Prawda Fatsz

Po skonczony okresie oszczedzania stan konta bedzie wiekszy niz 15900 zt.
Prawda Fatsz

Cwiczenie 4

Kapitat w wysokosci 20000 zt ztozono na trzyletnia lokate. Stopa procentowa wynosi 5%,
a odsetki kapitalizowane sg co 6 miesiecy. Uzupetnij obliczenia prowadzace do wyznaczenia
wartosci odsetek, ktére bank dopisze do kapitatu na koniec okresu oszczedzania.
Przeciagnij odpowiednie liczby w puste pola.

Podstawiamy odpowiednie liczby do wzoru na procent sktadany i przeksztatcamy otrzymang

rownosc:
= i+ oo
~ v
K- zt

(6] (26200 [3] [ | (20000 (2] [ sy | [20000




Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazy w puste pola.

______________

‘ procent prosty ’ ‘ procentem ’ ‘ kapitalizacja ’ ‘ kapitat ’ ‘ odsetki ’ ‘ procent sktadany

okresem




Cwiczenie 6

Pan Henryk wptacit do banku pewnga kwote na dziesiecioletnig lokate z rocznym
oprocentowaniem 5%. Po ukoriczonym okresie lokaty otrzymat 8100 zt. Obliczamy, jaka
kwote wptacit do banku pan Henryk.

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosSci rozwigzanie powyzszego zadania. Ztap element

i przesun go w gore lub w dét.

Rozwiazanie:

K, = 8100 : 1,62

Liczba lat depozytu:
n =10

Powyzsze dane podstawiamy do wzoru:
Odpowiedz: Pan Henryk wptacit do banku 5000 zt.

Kapitat koncowy:
K = 8100 zt

8100 = Ky - (1 4 o25) """

Roczna stopa procentowa:
p 5

100 — 100

Wyznaczamy kwote, ktérg wptacit do banku pan Henryk:

Obliczamy:

Liczba kapitalizacji w roku:

m=1
Kapitat poczatkowy:
Ky, ="?

8100 ~ K, - 1,62 zt

114

114

214

114

114

114

114

O

214

114

114

O



K=K (14 355)"" v

5 \10 a

8100 = Ky - (14 17) =
Ky = 5000 zt s

10 a

8100 = Ky - (1,05) s
Cwiczenie 7 @

Kapitat w wysokosci 1000 zt ztozono na lokate przy rocznej stopie procentowej p%. Odsetki
naliczane sg co dwa miesigce. Zapisz, jaka bedzie wysokos$¢ ztozonego kapitatu po uptywie
roku.

Cwiczenie 8 @

Udzielono pozyczki w wysokosc 6000 zt na 2 lata. Umowa przewiduje oprocentowanie
w wysokosci 10% w skali roku. Kapitalizacja odsetek nastepuje co 6 miesiecy. Oblicz, jaka
kwote trzeba bedzie oddac.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Procent skladany

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykonuje obliczenia pieni¢zne z wykorzystaniem procentu sktadanego
o dobiera model matematyczny do rozwigzania problemu z kontekstem realistycznym
e rozwija umiejetnosci zwigzane z pelnieniem wyznaczonych rol w grupie

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» karta kotowa
e planowanie z przysztosci



Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Metodg karty kotowej uczniowie przypominaja wiadomosci i umiejetnosci zwigzane
z wykonywaniem obliczen pieni¢znych z zastosowaniem procentow.

2. Nauczyciel przedstawia problem i dzieli uczniow na grupy. Kazdej grupie rozdaje karty
kotowe z pytaniami:
- Jakiego rodzaju obliczenia pieniezne najczesciej wykonujemy?
- W jaki sposob obliczamy procent danejliczby?
- W jaki sposob obliczy¢ jakim procentem jednejliczby jest druga liczba?
- W jaki sposob wyznaczy¢ liczbe na podstawie danego jej procentu?
- Jakie znasz rodzaje oprocentowania lokat?
- W jaki sposob mozna wyznaczy¢ odsetki od kapitalu ztozonego na procent?
Przedstawiciele poszczeg6lnych grup prezentujg swoje karty.
W wyniku dyskusji podsumowujgcej, uczniowie powinni zauwazyc, ze nie potrafia
wyznaczac odsetek od ztozonego kapitatu w przypadku procentu sktadanego.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metode planowania z przysztosci.
Punktem startu jest stwierdzenie przez uczniow, ze potrafia wykonywac obliczenia
pieniezne z wykorzystaniem procentu skladanego. Patrzac z przysztosci okreslajg
dziatania, jakie wykonali by to osiggnac. Cofajgc si¢ wstecz - okreslajg czynnosci, ktore
musza obecnie wykonac, aby uksztaltowa¢ dane umiejetnosci.
W ulozonym planie dziatan powinni uwzgledni¢ wiadomosci, ktére moga pozyskac
z sekciji ,Przeczytaj’ i sekcji ,Animacja”

2. Grupy postepuja zgodnie z utozonym planem. Po uptywie czasu wyznaczonego przez
nauczyciela, rozwiazuja ¢wiczenia sprawdzajace - grupy kolejno rozwigzuja zadania,
wykonujac obliczenia na tablicy, ttumaczac ich rozwigzania pozostatym.

Faza podsumowujaca:



1. Liderzy grup podsumowujg prace swoich grup, wskazujac na uzyskane umiejetnosci
i przedstawiajg swoje obserwacje dotyczgce petnienia przez uczniow wskazanych rol
w grupie.

2. Nauczyciel wskazuje mocne i stabe strony pracy ucznioéw, ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest przeanalizowanie w domu ofert roznych bankow i wybranie tych,
ktore oferujg oprocentowanie na procent sktadany. A nastepnie utozenie i rozwigzanie
zadania, opartego o pozyskane dane.

Materialy pomocnicze:
Procent sktadany
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ przy okazji tematow zwigzanych z ciggiem geometrycznym.
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