Wzor na sume | roznice tangensow

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrodto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Do tej pory poznates$ wzory na funkcje trygonometryczne sumy oraz roznicy katow. Na tej
lekcji dowiesz si¢, w jaki sposob ze znanych wzorow wyprowadzi¢ wzory na sume oraz
roznice funkciji tangens. Na podstawie tych nowych wzoréw bedziesz oblicza¢ wartosci
wyrazen oraz zmienia¢ sumy algebraiczne zwigzane z funkcjami trygonometrycznymi na

iloczyny.
Twoje cele
» Dowiesz sig, jak wygladajg wzory na tg o + tg S oraz tg a — tg S.

» Nauczysz si¢ stosowac¢ wzory na tg a + tg 8 oraz tg a — tg S do obliczania warto$ci
wyrazen.




Przeczytaj

Do wyprowadzenia wzoréw na sume i roznice tangenséw wykorzystamy poznane wzory na
sinus sumy oraz sinus roznicy. Przypomnijmy je zatem.

Twierdzenie: wzér na sinus sumy argumentéw, wzor na sinus réznicy argumentéw
Dla dowolnych «, 8 € R zachodza nastepujace wzory:
sin(a 4 ) = sina cos B + sin S cos

sin(a — B) = sina cos B — sin S cos

Teraz udowodnimy twierdzenie o sumie tangensow i roznicy tangensow.

Twierdzenie: wzér na sume tangensoéw, wzor na réznice tangenséw

Dla dowolnych a, 8 € R spelniajgcych warunki: cos a # 0 i cos 8 # 0, zachodza
nastepujgce wzory:

sin(a+p)
cos acos 3

tg a+ tg B =

sin(a—p)
tg a—t8 8= sacess

Dowdd

1. Skorzystamy z tozsamosci: tg o = 22 gdzie cos o # O:

tg ot tg f = S% + 55

Cos

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika, korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow:

sinf _ sinacosf+sinfBcosa _ sin(a+p)
~ cosacosf

sin +

cos cosfB cos acos 8

co konczy dowod.

2. Skorzystamy z tozsamosci: tg o = ‘fg;g , gdzie cos a # 0:

sinag __ sinf

tg o— tgﬂ: cos cosf3*

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika, korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow:

sin o sinf _ sinacosf—sinfBcosa _  sin(a—p)
cos o cosff cosacos B ~ cosacosf

co konczy dowod.



Przyktad 1

(1+tg10")-cos 10°
V/2sin 55°

Obliczymy wartoS¢ wyrazenia:

Rozwigzanie

W wyrazeniu podstawmy tg 45° w miejsce liczby 1.

(1+tg10°)-cos10°  (tg45°+tgl0°)-cos10°
V25sin55° N V2sin55°

Nastepnie skorzystajmy ze wzoru na sume tangensow.

sin(45°+10°)
cos45° cos10°

V/2sin55°

-cos 10°

Po redukcji rownych wyrazen otrzymujemy wynik.

sin55°

— cos45° — sin 55° — 1
V/25sin55° sin 55
Przyktad 2

Uzasadnimy, ze wyrazenie tg (% + %)+ tg (% = %) nie przyjmuje wartosci 0 dla

zadnego argumentu a.

Rozwigzanie

W wyrazeniu:

tg (F+5)+te(F— 1) =
zastosujemy wzoOr na sume tangensow.

2T

sin = V3

cos(g+i)<cos(g—5)  2cos(g+i)cos(y—7)

Z postaci wyrazenia wynika, Ze licznik jest zawsze rozny od zera, a zatem caly utamek jest
rozny od 0.

Przyktad 3

Obliczymy wartos¢ wyrazenia cos x cos y, jezeli wiadomo, ze tgx + tgy = 5 i
x+y=150".

Rozwigzanie

Zapiszmy wzOr na sume tangensow.

sin(z+y)
18T +18Y = Toszcosy -
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Korzystajgc z warunku z + y = 150" otrzymujemy wyrazenie:

. o L1
sin 150 _ 2
COS T COS Y coszcosy

tgxr +tgy =
Z faktu, ze tg z + tgy = 5 otrzymujemy roOwnanie:

[ —
cosrcosy 5

COS T COSY = 1—10.

Przyktad 4

Udowodnimy, ze tg20° + tg40° < V2.
Rozwigzanie

Korzystajgc z faktu, ze funkcja tangens jest rosngca w przedziale (0, %), mozemy
probowac szacowac w nastepujacy sposob:

tg20° + tg40° < tg30° +tg45° < 2 41,
iestety, v2 < 3= + 1, a zatem ten sposob nie daje poprawnego dowodu zadania.

Musimy podejs¢ inaczej do tego problemu.

Skorzystajmy ze wzoru na sume¢ tangensow:

=

tg20° + tgd0® = Sn20H0) _ sin60"

2
c0s20° cos40” c0s20° cos40” cos20” cos40” °

Korzystajgc z faktu, ze funkcja cosinus w przedziale (O, %) jest malejaca, zauwazmy, ze:

cos20° > cos30° = @

oraz

cos40° > cos4h” = @

E)
: o o ; .
Zatem mozemy oszacowac z gOry Wyrazenie —-55-sosqo= -

V3 V3
2z <2 =12
cos 20° cos 40° V3 V2 !
2

>

co konczy dowod.

Stownik
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wzOr na sume tangenséw, wzor na roznice tangensow

Dla dowolnych a, 8 € R spelniajgcych warunki: cos a # 01 cos 8 # 0, zachodza
nastepujgce wzory:

sin(a+0)
cosacosf’

lL.tgat+ tg B =

sin(a—_)
2.tg a— t8 B = o5acos 8-



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenia znajdujace sie pod nim.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14rsrORS8

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcego wzor6éw na sume i roznice tangensow.
Opowiada Piotr Kryszkiewicz.

Polecenie 2

Uzasadnij, ze jezelitgxz — tg 3z = 0, to sin 2z = 0.

Polecenie 3

oblicztg22,5° 4+ tg67,5".


https://zpe.gov.pl/a/D14rsrOR8

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowe dokoniczenie zdania. Wyrazenie tg z — tg(x + 30°) jest rowne:

1
O 2coszsin(60°—z) *

O - V2
2cosz cos(z+30°)

O - V3
2cosz cos(z+307)

1
O 2coszsin(60°—z)

Cwiczenie 2
Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Wyrazenie tg 100° + tg 20° jest réwne:

_ 2/3cos10°
sin40°

V3
2sin10° cos20° *

2v/3 cos 10°
sin40°

. V3
2co0s100° cos20° *

V3
2sin10° cos20° ~

V3
2c0s100° cos20° *

o o 0o O 0O 0O




Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia réwne.

tg(60° — x) + tg(x +60")

tg(60° — z) — tg(x +60°)

tg(x +45°) + tg(x —45°)

tg(x —45°) — tg(z +457)

Cwiczenie 4

sin 2z

~ cos(z—607)cos(z+607)

sin 2x
sin(45° —x) cos(x—45")

V3

25in(30°+z) sin(30° —z)

=il
sin(45°+z) cos(z+45")

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wyrazenie tg 40°+ tg 50° ma wartos¢:

2
sin40° cos40° *

cos240° °

2, 1.

o o O O O

cos10° *



Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wyrazenie tg? (o + 3)— tg? (a — f) jest rowne:

sin 2asin 23
O cos(a+f) cos(a—p)

cos 2a. cos 23
O cos(a+0) cos(a—p)

sin 2a sin 28
O cos?(a+p) cos?(a—p)

cos 2a.cos 23
O cos?(a+p) cos?(a—p)

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jezelia — B = % ia+ g = % to wartos$¢ wyrazenia
tg a — tg B jest rowna:

V3+1.

V3-—1.

V2
2.

o O O

V3
O 4
Cwiczenie 7
Udowodnij, ze tg40° + tg50° < 2v/2.
Cwiczenie 8

Oblicz wartos$¢ wyrazenia: tg 9° — tg 27°— tg 63"+ tg 81°.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na sume i réznice tangensow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

sina .
cosa’

4) korzysta z wzoréw sin a + cos? a = 1, tga =
Zakres rozszerzony. Uczen:

6) rozwigzuje rOwnania i nieréwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wigkszym
niz w przyktadach: 4 cos 2x cos 5 = 2cos 7z + 1,2 sin?z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.
Cele operacyjne:

Uczen:

e korzysta ze wzorow na sume i roznice tangensow,
o dowodzi prawdziwos$ci wyrazen zawierajacych sume lub roéznice tangensow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Film samouczek”.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Wzor na sume i roznice tangensow” oraz celow
lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,,Sprawdz sie”



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,WzoOr na sume i réznice tangensow”
i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji , Film samouczek” mozna wykorzystac¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wzor na sume i roznice tangensow’.


file:///a/DtTIRqwDI

