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Zrédto: geralt, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tejlekcji poznasz wzor na odleglo$¢ miedzy prostymi rownolegltymi. Zapoznasz si¢

z przyktadami jego zastosowania w rozwigzywaniu problemow zwigzanych z geometria
analityczng wielokgtow. W oczywisty sposob mogg one dotyczy¢ na przyklad wielokatow,
ktore zawierajg przynajmniejjedng pare bokow rownoleglych. Ponadto poswiecimy nieco
uwagi zagadnieniom zwigzanym z parametrami.

Twoje cele

e Obliczysz odleglo$¢ miedzy prostymi rownolegtymi.

» Zastosujesz wzor na odlegto$¢ miedzy prostymi rownolegltymi do rozwiazywania
zadan z geometrii analityczne;.

 Zastosujesz wzor na odlegto$¢ miedzy prostymi rownoleglymi do wyznaczania

warto$ci parametru spetniajacych dane warunki.



Przeczytaj

Odlegtos¢ miedzy prostymi réwnolegtymi ki m to dlugos$¢ najkrotszego sposrod odcinkow,
ktorych jeden koniec nalezy do prostej k, za$ drugi - do prostej m. Latwo zauwazyc¢, ze
odcinek ten jest prostopadly do rozwazanych prostych.
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Zaczniemy od rozwigzania prostego przyktadu.
Przyktad 1

Obliczymy odleglo$¢ miedzy prostymi o rownaniachm : y =2z —lorazk: y =2z + 3
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Czesto popetniany btad w tego typu zadaniach polega na zinterpretowaniu odlegtosci
miedzy prostymi jako réznicy miedzy wyrazami wolnymi obu prostych, z czego
wynikaloby, Ze odlegto$¢ miedzy danymi prostymi jest rowna 4. Wykorzystany do tego
rachunku odcinek nie jest najkrotszy z mozliwych, rownowaznie - nie jest prostopadty
do rozwazanych prostych.

W celu obliczenia rzeczywistej odleglosci miedzy prostymi wybierzemy punkt na proste;
k, niech bedzie to punkt A o wspotrzednych (0, 3), i skorzystamy ze wzoru na odlegtoéc
punktu od prostej(w tym przypadku od prostejm : 2z —y — 1 = 0):



_ _ o [20-3-1 _ 4 _ 45
d(k, m) = d(A, m) = —22+(71)2 NG y

Zatem odleglo$¢ miedzy prostymi o rownaniach y = 2z — 1 oraz y = 2z + 3 jest rowna
45
-

Wykorzystujac pomyst zawarty w powyzszym przykladzie wyprowadzimy teraz wzor na
odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi opisanymi roOwnaniami ogolnymi.

Rozwazmy proste k: Az + By+ C =0orazm : Aiz + Biy+ Ci1 = 0. Poniewaz
proste te majg by¢ réownolegte, wiec wspotczynniki przy zmiennych w jednym réwnaniu
sa proporcjonalne do wspotczynnikow przy odpowiednich zmiennych w drugim
rownaniu.

Po podzieleniu drugiego réwnania przez wspotczynnik proporcjonalnosci otrzymamy
rownanie o wspolczynnikach przy zmiennych rownych Ai B.

Mozemy zatem przyjaé, ze proste majg rownania k : Ax + By + C = 0 oraz
m : Az + By + D = 0, ktore r6znig sie tylko wyrazami wolnymi.

Wybierzmy punkt A = (zo, yo) nalezacy do prostej k. Poniewaz A lezy na prostej k, wiec
jego wspolrzedne spetniajg rownanie prostej k. Zachodzi wiec rownos¢

Azo + Byo + C' = 0, ktoéra jest rownowazna réwnosci Azg + Byy = —C. Skorzystajmy
teraz ze wzoru na odlegtos¢ punktu od proste;j:

d(A, m) _ | Azo+Byo+D|

VA +B?
Poniewaz Az + By, = —C, wiec powyzsze wyrazenie przyjmuje postac
Axo+Byo+D| |-C+D| |C—D]|
d(A, m) = AztButDl _ =
(4, m) VAL B? VAL B? VAL B?

Wazne!

Zatem wzor na odleglo$¢ prostych rownoleglych o rownaniach k: Az + By+ C =0
orazm : Ax+ By+ D =0to

C—
d(k, m) = %

Przyktad 2
Obliczymy odleglo$¢ miedzy prostymi o rownaniach £ : 3z 4+ 5y — 2 = 0 oraz

m : 6z 4+ 10y 4+ 7 = 0. Zauwazmy najpierw, ze wspotczynniki przy odpowiednich
zmiennych w obu réwnaniach sg proporcjonalne.

Po podzieleniu drugiego réwnania obustronnie przez 2 otrzymujemy rownanie
m: 3z + 5y + 3,5 = 0. Teraz mozemy juz zastosowac wzor na odlegtos¢ miedzy
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prostymi rownolegtymi:

_ |-2-35] _ 55 _ 55V34 _ 11V34
d(k, m) = V3 34 34— 68

Przyktad 3

Wyznaczymy warto$ci parametru m tak, aby odlegto$¢ miedzy prostymi o rownaniach
k:x—2y+3=0orazl: —2zx+ 4y + m = 0 bylarowna 5.

Zauwazmy, ze proste kil sg rownolegle gdyz1 -4 = —2 - (—2). Po pomnozeniu obu
stron pierwszego réwnania przez (—2) otrzymujemy réwnanie k: — 2z + 4y — 6 = 0.
Ze wzoru na odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi wynika rownanie:

5= d(k, ) = |2

ktore mozna przeksztalcic¢ kolejno do:

5v/20 = |m + 6|

10v/5 = |m + 6|
Powyzsze robwnanie jest rownowazne alternatywie:

m+6 = 10v/5
lub

m + 6 = —10v/5
Zatem szukane warto$ci parametru m to 10v/5 — 6 oraz —10v/5 — 6.
Przyktad 4

Obliczymy pole pieciokata ograniczonego prostymi o rownaniach
k:y=x+5,

l: y=T1,

m: y=z—38,

n:y= —%w + 10,

p:y= —%aj — 2.

Rozwigzujac kolejno uktady rownan
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{yz—%x—l—lO

y=z—38
y=z—38
y=—%w—2

{yz—gw—2
y=z+5

Otrzymujemy odpowiednio wspotrzedne wierzchotkow pieciokata:
_ _ _ _ _(_14 1
A=(2,7),B=(6,7),C=(12,4),D=(4, —4),E= (%, 3)

Zauwazmy, ze czworokat ACDE jest trapezem o podstawach CD i AE. Jego wysoko$¢ h
mozemy obliczy¢ korzystajgc ze wzoru na odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi:

h = d(pr.CD, pr. AE) = '-ﬁjz =1 - 13V2

Podstawy za$ maja dtugosci:

|ICD| = \/(12 — 42+ (4-(—4)* =64 164 =82

4B = /(-5 -0 4 (5 -7) = B = 2

Zatem pole trapezu ACDE jest rowne

5. 20V2
P _ V2R 4305 a6
ACDE — D) S

Pozostaje obliczy¢ pole trojkagta AC'B. W tym celu wystarczy obliczy¢ dlugos¢ odcinka
BC'i odlegtos¢ punktu A od prostej BC"

\BC\:\/(6—12)24—(7—4)2:\/36—1—9:3\/3
o 24+27-200 4 43
d(A, pT.BC)—W—%_T
Pacp=1.3v5. 45 —¢

Zatem pole rozwazanego pieciokata jest rowne

286 304
Pupcpe = 5+ 6 = 5~


javascript:void(0);

Stownik

proste réwnolegte

w geometrii euklidesowej sg to proste, ktore nie majg punktow wspolnych
odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi

dtugos¢ najkrotszego sposréd odcinkow A B, ktorego koniec A znajduje sie na jedne;j
z prostych, za$ koniec B na drugiej; odcinek AB jest prostopadty do kazdej
z rozwazanych prostych rownolegtych




Aplet

Polecenie 1

W ponizszym aplecie mozesz zmienia¢ suwakami wspoétczynniki prostych o réwnaniach

Az + By + C = 0oraz Ax + By + D = 0. Przeanalizuj, jak potozony wzgledem tych
prostych jest odcinek, ktérego dtugos¢ jest rowna odlegtosci tych prostych. Zwréé uwage, jak
zmienia sie odlegtos¢ miedzy prostymi wraz ze zmiang wspotczynnikdw w ich réwnaniach. Na
podstawie apletu wykonaj polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIGWww9Iml


https://zpe.gov.pl/a/D9GWww9ml

Polecenie 2

Dla podanych par prostych réwnolegtych wyznacz ich odlegto$¢. Przeciagnij prawidtowe
wyniki w odpowiednie miejsca.

r—y+3=02x+y—1=0,3z—-2y—4=0,3z+4y—5=0,z—y—2=0,
2c +y+3=0,3x—2y+2=0,3z+4y+4=0

Réwnanie prostej k Réwnanie prostej m QOdlegtos¢ miedzy prostymi &
im

z—y+3=0 r—y—2=0

2r+y—1=0 br +y+3=0

3r —2y—4=0 Br —2y+2=0

3xr+4y—5=0 Bz +4y+4=0




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Whpisujemy jako cyfra nie stownie.

Réwnania prostych kim
k:z—y+5/2=0
m: a:—y—\/izo
k: az+2y+\/5=0
m: z+2y—+/5=0
k: 3z —y+4v/10=0
m: 3a:—y—3\/1_0:0
E:2x—3y+2/13=0
m: 2z — 3y —2v/13 =0

k:3x—4y+12=0
m: 3x—4y—3=0

Wyznacz odlegtos$¢ miedzy prostymi. Wpisz prawidtowg liczbe.

Odlegtos¢ miedzy prostymi kim




Cwiczenie 2

Woyznacz odlegto$¢ miedzy prostymi k i m. Przeciagnij i upusc.

Réwnania prostych kim

Odlegtos¢ miedzy prostymi ki m

k:z—y+5=0 7T
m:z—-y—-1=0 |
k:z+2y=0 T
m:z+2—4=0 .
k:3z—y+7=0 T
m:3c—-y—3=0 i
k:2x—3y+2=0 Ty
m: 2$—3y—2:0 ______________________________________________________________________

k:3z—-4y+4=0
m: 3z—4y—3=0

______________________________________________________________________

T A A ] | A
5 V13 V5 V2 V10




Cwiczenie 3 Q@

Liczba znajdujaca sie w pierwszej kolumnie oznacza odlegtos¢ miedzy prostymi ki m.
Przeciagnij i upus¢ rownania prostych odlegtych od siebie nawzajem o dang liczbe.

Odlegtos¢ miedzy prostymi kim Réwnania prostych kim
P
vis®ooo e
4T
viso o h
P
vis®.ooo e
P
visoo e

8
V13

_____________________________________________________

k:3z+2y—12=0
m: 3z +2y—4=0

k:3z+2y—4=0
m: 3x+2y—2=0

k:3xz—2y+12=0
m: 3r—2y+6=0

k:3x—2y—2=0

m:3x—2y—6=0||m: 3z+2y+8=0

‘k: 3z+2y—2=0




Cwiczenie 4

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Odlegtos¢ miedzy prostymik : 2z —5y+3 =0im: 2x — 5y + 10 = 0 jest rowna

0

) 7v29
7

U 7=

Odlegtos¢ miedzy prostymik: 2 — 3y —4=0im : 2x — 3y + 9 = 0 jest réwna

-
O 5
] V13
3
O 75

Odlegtos¢ miedzy prostymik: 2z +y+3 =0im: 4x 4+ 2y — 4 = 0 jest réwna



Odlegtos¢ miedzy prostymik: 3z +4y+3=0im: 9z + 12y + 18 = 0 jest
rowna

o 1O O
— wlm
e

SH[SY

Cwiczenie 5 Q@

Wyznacz rownania prostych, ktére lezg w odlegtosci 5 od prostej k o rownaniu
3z —4y+7=0.




Cwiczenie 6 Q@

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Odlegtos¢ miedzy prostymi k : 4z + 3y — 10 =0 orazl: 4z + 3y +m = 0 jest
rowna 10 dla m réwnego

] 40
] —60

] 20

Odlegtos¢ miedzy prostymi k : 4x — 3y — 10 = 0 orazl: 8x — 6y + m = 0 jest
rowna 4 dla m réwnego

O —28
O 20
O -12

Odlegtos¢ miedzy prostymi k : bz + 12y — 10 = 0 orazl: 5x + 12y + m = 0 jest
rowna 1 dla m réwnego

] —23

] 3

) -11



Odlegtos¢ miedzy prostymi k : 8x + 15y — 10 = O orazl : 24x + 45y + m = 0 jest
rowna 2 dla m réwnego

O 7
] —132
] 132
Cwiczenie 7 @

Wyznacz pole szeéciokata ograniczonego przez proste k : 2x — 3y + 19 = 0,
[: 2 —3y—8=0m: 24+3y—22=0,n: z+3y+5=0,
p:dbr—3y+25=0,7: 5z — 3y — 20 = 0.

Cwiczenie 8 @
Dane sa punkty A = (1, 5) i B = (3, 1). Wyznacz réwnanie prostej k przechodzacej
przez punkt A oraz réwnanie prostej m przechodzacej przez punkt B, aby proste kim

byty réwnolegte i oddalone od siebie o 3.




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglos¢ prostych réwnoleglych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na plaszczyZnie na podstawie ich rownan,

w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wiasno$ciach (takich jak na przykiad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtosc lub
prostopadlos$¢ do innej prostej, stycznos¢ do okregu);

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = r2;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza odleglo$¢ miedzy prostymi rownoleglymi,

e stosuje wzor na odlegtos¢ miedzy prostymi rownoleglymi do rozwigzywania zadan
z geometrii analitycznej,

 stosuje wzor na odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi do wyznaczania wartosci
parametru speiniajacych dane warunki.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e Cwiczen przedmiotowych;

e zuzyciem komputera;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Aplet” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow w temat lekcji, nawigzujgc do zagadnien opisanych
w sekcji ,Wprowadzenie”. Omawia cele lekciji.

2. Nauczyciel wprowadza uczniow w temat lekcji. Nastepnie prosi, by uczniowie
przygotowali - kazdy indywidualnie - mape mysli zwigzang z tematem. Wybrana osoba
lub ochotnik zapisuje propozycje na tablicy

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie analizuja przyktady w sekcji ,,Przeczytaj’, nauczyciel ttumaczy watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.



4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.
Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Aplet” i rozwigzuja polecenia z nim
zwigzane.

Materialy pomocnicze:

» Proste i odcinki rownolegte
» Proste rownolegle, proste prostopadte

Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Aplet” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajq sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,,Odlegtos¢ prostych
rownolegtych”.


https://epodreczniki.pl/a/proste-i-odcinki-rownolegle/D10BTNtBk
https://epodreczniki.pl/a/proste-rownolegle-proste-prostopadle/DePf7G83i

