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Zrédto: this is engineering, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Kiedy proste s3 prostopadte? Jak definiujemy prostopadtosc¢?

Prostopadtosc¢ to relacja na przyktad miedzy dwiema prostymi, dwiema ptaszczyznami,
miedzy prostg a ptaszczyzng, miedzy parg krzywych czy wektorow. Dwie proste sg do siebie
prostopadte, jezeli przecinajg si¢ w taki sposob, ze dziela ptaszczyzne na cztery przystajgce
(takie same) katy. Upraszczajagc mozna powiedzie¢, ze proste prostopadte, to proste, ktore
jak sama nazwa moéwi, przecinajg sie¢ pod katem prostym.

W tym materiale dowiesz si¢, jak definiujemy proste prostopadie w uktadzie
wspotrzednych i o czym decyduje wspotczynnik kierunkowy wykresu funkciji liniowe;j.

Twoje cele

e Zbadasz prostopadlo$c¢ prostych w ukitadzie wspotrzednych.

o Wyznaczysz rOwnanie prostej przechodzacej przez dany punkt i prostopadlejdo
danej proste;j.

» Wyznaczysz wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadiej do danej proste;j.




Przeczytaj

Aby proste byly rownolegte, ich wspotczynniki kierunkowe muszg by¢ rowne. Teraz
okreslimy warunek konieczny do tego, aby dwie proste byly prostopadtie.

Na poczatek przypomnijmy znany nam juz fakt dotyczacy prostych rownolegtych do osi
uktadu wspotrzednych.

Twierdzenie: prosta prostopadta

Prosta prostopadta do prostej x = a i przechodzgca przez punkt (a, b) ma rownanie
y=>=.

Przyktad 1

Napiszemy réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (1, —3) i prostopadtejdo
prostejy = —3.

Rozwigzanie

Szukana prosta musi by¢ pionowa, to znaczy mie¢ rownanie x = a, gdzie a jest pewna
liczbg rzeczywistg. Aby punkt (1, —3) nalezat do szukanej prostej, a musi by¢ réwne 1,
poniewaz taka jest pierwsza wspotrzedna punktu P. Robwnanie prostej ma wiec postac:
=1
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Pokazemy teraz, jaki jest zwigzek miedzy wspotczynnikami kierunkowymi zapisanymi
w rownaniach dwoch prostych prostopadtych, ktore nie sg potozone w ukiadzie
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wspotrzednych w tak szczegodlny sposob, jak oméwiony powyzej.

Na poczatek rozwazymy sytuacje, gdy punkt przeci¢cia takich prostych znajduje si¢
w poczatku ukladu wspotrzednych.

Przyktad 2
Znajdziemy prosta prostopadta do prostej o rownaniu y = %ac
Rozwigzanie

Rozpatrzmy trojkat prostokatny o wierzchotkach:
O = (0,0), B=(3,0) oraz C = (3,1).

Poniewaz tg(£LCOB) = % wiec jego przeciwprostokatna OC'lezy na prostej o réwnaniu

_ 1

Obr6¢my ten trojkat 0 90° wokot punktu O, w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara. Otrzymamy trojkgt OB’C” jak na rysunku ponize;.
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Zauwazmy, ze poniewaz prosta OC"’ przechodzi przez punkt O = (0, 0), wiec jej
réwnanie mozna zapisa¢ w postaci y = ax.

Ponadto rozwazana prosta przechodzi przez punkt C’ = (—1, 3), a to oznacza, ze
a-(—1)=3,skad a = —3.

Poniewaz proste OC'i OC” s3 prostopadte, wiec prosta prostopadia do prostejy = s

1
3
i przechodzaca przez punkt (0,0) ma rownanie y = —3z.

Wynik z powyzszego przyktadu mozna uogoélnic.

Twierdzenie: prosta prostopadtfa do prostej przechodzacej przez punkt (0, 0)

Prosta prostopadta do prostej o rownaniu y = ax ma rownanie:

Zatozmy, ze proste y = ajx oraz y = asx Sg prostopadle. Przy oznaczeniach z rysunku
ponizej mamy réwnosci: a; = tga oraz a; = tgp.



Zatem, korzystajac z zaleznosci trygonometrycznych, otrzymujemy:
tg B =tg(180° — (90° — a)) = tg(180° —90° +a) = —tg(90° —a) == — - = -1

Przyktad 3
Napiszemy réwnanie prostej przechodzgcej przez punkt O = (0, 0) i prostopaditejdo
prostej o rownaniu y = %a:

Rozwigzanie

Poniewaz liczba przeciwng do odwrotnosci liczby % jestliczba — %, wiec

z powyzszego twierdzenia wynika, Ze szukana prosta ma rOwnanie y = — %x

Podamy teraz warunek, jaki musza spetnia¢ wspotczynniki kierunkowe dwoch prostych

prostopadtych.

Twierdzenie: proste prostopadte

Proste y = ax + borazy = cx + d, gdzie a # 0i c # 0, s prostopadie wtedy i tylko

wtedy, gdy:
a-c= —1.
Dowad

Na podstawie udowodnionego powyzej twierdzenia wiemy, ze proste o rownaniach

y = ax oraz y = cx s3 prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy c = —+.

a



Poniewaz:

« dla dowolnejliczby rzeczywistejb prosta o rownaniu y = ax jest réwnolegta do
prostejo rownaniu y = az + b,

 dla dowolnejliczby rzeczywistej d prosta o rownaniu y = cz jest réwnolegla do
prostejo rownaniu y = cz + d,

wigc proste o rownaniach y = ax + b oraz y = cx + d sg prostopadie wtedy i tylko
1

a

wtedy, gdy ¢ = —
Wynika stad, ze a - ¢ = —1.
Koniec dowodu.

Przyktad 4

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze:

e proste o rOwnaniach y = %az + 11 oraz y = —b5x + 2 s3 prostopadte;
w tym celu wystarczy sprawdzi¢, ze - (—5) = == = —1,

e proste orownaniach y = 2,5x — 3,8 orazy = —%m + % nie sa prostopadte;
w tym celu wystarczy sprawdzic, ze —% 2,5 = —% . % = —% —1.

Przyktad 5

Wyznaczymy warto$ci wspotczynnika m, dla ktorych proste o rownaniach
y= 32+ (5m —11) orazy = 232 4 1
sg prostopadte.

Z twierdzenia o prostych prostopadtych wynika, ze iloczyn wspotczynnikow
kierunkowych danych prostych musi by¢ rowny —1. Odczytujemy wiec wspotczynniki
kierunkowe podanych prostych i zapisujemy rownanie

3—-m  m+3 __ -1

8 2
ktore po przeksztatlceniach rownowaznych zapisujemy kolejno:

—(m—3)-(m+3)=-1-2-8
(m—3)-(m+3) =16

m2 —9 =16

m2 —25=0

(m—5)- (m+5)=0.

Stad:
e m = 5 (wtedy dane proste maja rownaniay = —%az + 14 orazy = 4z + 1),
« m = —b5 (wtedy dane proste maja rownaniay = z — 36 orazy = —x + 1).

Stownik



prosta prostopadta

prosta a nazywamy prostopadia do prostej b, jezeli prosta b jest osig symetrii prosteja
i jest od niejrozna

wspotczynnik kierunkowy

wspolczynnik kierunkowy funkciji liniowej, to tangens kata nachylenia prostej bedacej
wykresem tej funkciji do osi X



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie rozwigz é¢wiczenia.

Polecenie 2

Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = 2z + 3 i przechodzacej przez punkt
(0, —4).

Polecenie 3

W jakiej odlegtosci od prostej y = x lezy punkt A = (0,1)?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Symetralna odcinka AB na rysunku obok przechodzi przez
punkt:
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Cwiczenie 2 @)

Prostay = —%zc + 1 jest prostopadta do prostej y = ax + b. Wynika stad, ze:

O b=2
O b=-2
() a=-2
() a=2
Cwiczenie 3 ®

Prosta [ ma réwnanie y = 4 — 1. Rdwnanie prostej prostopadtej do prostej [ i przechodzacej
przez punkt (0, 3) ma postac:

(] y=-0,25z+3
() y=—3z+3
() y=3z+3

() y=0,25z+3
) y=-3z++
(] y=—-4z+3



Cwiczenie 4 >

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka C' w trojkacie ABC
na rysunku ponizej ma rownanie:
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Cwiczenie 5

Symetralna odcinka AB, gdzie A = (—2, 1) oraz B = (0, 3), ma réwnanie:

O y=-z-1
O y=-—=z

O y=-z+1
O y=-z-2

Cwiczenie 6

Prostay = —x + % jest symetralng odcinka AB, gdzie A = (0, —%) Wtedy:

O B=(24)
O B=(-)
O B=(14)
O B=(1,2)



Cwiczenie 7

Prosta k jest prostopadta do prostej y = \/§x — 1. Wynika stad, ze prosta k jest nachylona
do osi X pod katem:
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Cwiczenie 8

Prosta k jest prostopadta do prostej I. Prosta [ jest nachylona do osi X pod katem 33°.
Woynika stad, ze wspotczynnik kierunkowy prostej k:

(O jest wiekszy od (—tg337)

() jest mniejszy od (—tg33°)

(O jestrowny (—tg33")

() jestréowny tg33°



Cwiczenie 9

Proste k i [ przecinaja sie w punkcie (1, 1) pod katem prostym. Wiadomo tez, ze prosta k
przechodzi przez punkt (3, 2). Wynika stad, ze prosta [ przechodzi przez punkt:

O (_1)5)
O (_273)
O (_2’4)

O (_2’ 1)

Cwiczenie 10

Prosta k przecina prosta y = %az — 1 w pewnym punkcie na osi Y pod katem prostym.
Woynika stad, ze prosta k przecina o$ X w pewnym punkcie z przedziatu:

O (0;1)
O (=2;-1)
O (1;2)

O (=10)

Cwiczenie 11

Znajdz wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do prostej:
ay=3x — 2;
b)y=—x+1;
Qy= %:r: —1;

dy = V/3z.



Cwiczenie 12 @

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (0, 1) i prostopadtej do prostej:

aAy=z — 1,

b)y = 2z + 1;

Qy= %:c— 1;

d)y = —%:c— 1.

Cwiczenie 13 @

Znajdz rownanie symetralnej odcinka AB, jezeli:
a) A = (2,0) oraz B = (4,0);
b) A = (1,4) oraz B = (1,6).

Cwiczenie 14 @

Potacz w pary réwnania prostych prostopadtych.

_2., 1 _ 12, 14

Yy=327 1 Yy=—11% 7

B NI ] - _3 1

Yy=1T— 11 y=—3T+ 3

_1,._2 — _3,._1

Yy=7T— 3 Yy= 3T 7

_ 2 1 _

Yy=3r— 3 y=—4x—11
Cwiczenie 15 @

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (1, 0) prostej k o réwnaniu:

a)y = —%w +7;
b)y = %m + /5.
Cwiczenie 16 @

Znajdz réwnanie prostej zawierajgcej wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka C' do podstawy
AB w trdjkacie o wierzchotkach :

a)A=(1,2),B=(2,4)orazC = (1, 3);

b) A= (—1,2), B=(2,8) orazC = (—2,5).



Cwiczenie 17 @

Napisz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdzie:
a) A = (1,2) oraz B = (3,4);
b) A= (1,0)oraz B = (3,—1).

Cwiczenie 18 @

Prosta k przechodzi przez punkt P = (—1, 2) i jest prostopadta do prostej [ o réwnaniu
y= —%m + 23. Znajdz wspotrzedne punktu ), w ktérym prosta k przecina prosta .

Cwiczenie 19 @

Oblicz odlegtos¢ punktu A = (1, 1) od prostej k o réwnaniu:

a)r = 4;

b)y=x+ 1;

Ady=—-x+1;

dy = —%w%— 1.

Cwiczenie 20 @

Znajdz wspdtrzedne punktu przeciecia wysokosci w trojkacie o wierzchotkach: A = (1, 2),
B = (2,4)orazC = (-1, 3).

Cwiczenie 21 @

Dane sg parami rézne punkty A = (ay,as), B = (b1, bs) oraz O = (0,0).
Wykaz, ze jedli odcinek AQO jest prostopadty do odcinka BO, to:
aq b1+a2 b2 =0.



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawetl Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Proste prostopadte w ukladzie wspolrzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan, w tym
znajduje wspodlny punkt dwoch prostych, jesli taki istnigje;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;
kompetencije cyfrowe;
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e bada prostopadtos¢ prostych w ukladzie wspoirzednych,

e wyznacza rownanie prostej przechodzgcej przez dany punkt i prostopadiejdo danej
prostej,

e wyznacza wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadiej do danej proste;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego;
» metoda kota i myszy;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat i cel lekcji.
2. Uczniowie formutuja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego w parach analizujg tresci z sekcji ,Przeczytaj”
Po zapoznaniu si¢ z kazdym z przykladow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane s3 na forum klasy.

2. Nastepnie nauczyciel wraz z uczniami omawia zadania w galerii zdje¢. Przedstawia
problem, uczniowie probuja go rozwigzac, ostatecznie poroéwnuja swoj tok
rozumowania z tym przedstawionym w galerii

3. Uczniowie w parach metodg kot i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji
»Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich
poprawnosc. Po dwoch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby
gra toczyla sie dalej - role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢
powtarza.

Faza podsumowujaca:

Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

Uczniowie wykonuja polecenia 2 i 3 w sekcji ,,Galeria zdjec”.

Materialy pomocnicze:

» Proste rownolegle, proste prostopadte
» Warunek prostopadtosci prostych
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Wskazowki metodyczne:

Galeria zdje¢ moze zosta¢ wykorzystana na przyktad na lekcji o wzajemnym potozeniu
prostych na ptaszczyznie kartezjanskie;.



