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Zastosowanie wzoru na sume n poczatkowych
wyrazow ciagu arytmetycznego

—

Zrédto: Daniele Levis Pelusi, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

W tym materiale zajmiemy si¢ przykladami zastosowania wzoru na sume n poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego, do wyznaczania wielkoSci zwigzanych z takim ciggiem -
na przykiad roznicy ciagu, czy jego pierwszego wyrazu. Bedziemy rozwazac gléwnie ciggi
majgce skonczong liczbe wyrazow. W przypadku ciggdow nieskonczonych, bedziemy
uwzgledniac¢ tylko niektore ich wyrazy.

Przed zapoznaniem si¢ z treSciami zawartymi w tym materiale, warto przypomnie¢ sobie
sposoby rozwigzywania rownan i uktadow rownan.

Twoje cele

e Obliczysz sume skonczonejliczby wyrazow ciggu arytmetycznego.
o Wykorzystasz wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego do
wyznaczania wielko$ci zwigzanych z tym ciagiem.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych pojec i wzorow, zwigzanych z ciggiem
arytmetycznym. Bedziemy przy tym zaktada¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okreslony dla
n>1inéeN.

Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej roznica ciggu.

Ciag arytmetyczny (a,,)
Wyraz ogolny ciagu Zaleznos¢ miedzy tl:z?ma kolejnymi  Suman po'czqt.kowych
wyrazami ciggu wyrazow ciggu
ap,=a1+n—-1)-r  a,= —a"’lga"“ S, = —“1;% ‘n

W pierwszym przyktadzie pokazemy, ze znajgc sume kilku wyrazow ciggu arytmetycznego
mozna znalez¢ wzor ogdlny tego ciggu.

Przyktad 1

W dziesieciowyrazowym ciggu arytmetycznym (a,,) suma wyrazéw parzystych jest rowna
15, a suma wyrazéw nieparzystych 12, 5. Znajdziemy wzor ogdlny tego ciggu.

Oznaczmy:
a — pierwszy wyraz ciagu,
r - roznica ciagu.

Pie¢ wyrazow nieparzystych ciggu tworzy rowniez cigg arytmetyczny o pierwszym
wyrazie a i roznicy 2r.

Korzystajgc ze wzoru na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego,
zapisujemy:

atatdr .5 =12,5

2a+8

2.5 =12,5

a+4r =2,5

Podobnie, wyrazy parzyste ciggu tworza rOwniez ciagg arytmetyczny o pierwszym wyrazie
a + riroznicy 2r.



javascript:void(0);

Korzystajgc ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego,
zapisujemy:

atatr+9r g __
atatridr .5 — 15

2a+10r
+T.5:15
a+5r =3

Otrzymali$my uklad rownan, ktory rozwigzujemy, odejmujac stronami rownania uktadu.

r=20,5

B a+5r =3
a+4r =2,5

Obliczamy pierwszy wyraz ciggu.
a-+5r=3

a+5-0,5=3

a=20,5

Zapisujemy wzOr ogolny ciggu.
a,=0,5+(n—-1)-0,5

a, =0,5n

W nastepnym przykiadzie pokazemy, ze znajac wzor okreslajgcy sume poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego, mozna okresli¢ niektore jego wlasnosci.

Przyktad 2

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu (a,,) okreslona jest wzorem S,, = 3n? — 16n.
Wykazemy, ze cigg ten jest ciggiem arytmetycznym.

Aby ustali¢, czy ciag jest arytmetyczny, nalezy zbadac¢ roznice a, 1 — a,,.
Wyznaczymy najpierw a, 1.

a1 = Spi1 — Sy

a1 =3(n+1)2—16(n+1) —3n2 +16n

an1 =3(n?+2n+1) — 16(n + 1) — 3n? + 16n

ant1 = 3n® +6n+ 3 — 16n — 16 — 3n® + 16n




Teraz wyznaczamy a,.

ap, = Sp — Sp—1

an = 3n2 —16n —3(n — 1) +16(n — 1)

a, =3n?—16n —3(n?> —2n+1) + 16(n — 1)

ap = 3n? —16n — 3n? + 6n — 34 16n — 16

a, = 6n —19

Okreslamy roznice a, 1 — ay,.

api1 — ap =6n —13 — (6n — 19) = 6n — 13 — 6n + 19

apy1 — @y = 6

Roznica dwoch kolejnych wyrazow ciggu jest stala, zatem jest to cigg arytmetyczny.

Na podstawie wzoru ciggu arytmetycznego okreslimy wiasnosci sumy ciaggu
arytmetycznego.

Przyktad 3

Dla pewnych liczb z, y warto$ci wyrazen ¢ + y, 4z — y, 3= + 4y + 1, 9 — 4y + 1 sg w tej
kolejnosci czterema poczatkowymi kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.
Obliczymy, ile co najmniej poczatkowych kolejnych wyrazow tego ciggu nalezy dodac,
aby ich suma byta wigksza od 100.

Korzystamy z wtasnosci kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego. Zapisujemy
i przeksztalcamy odpowiedni uktad réwnan.

24 —y) =z +y+3x+4y+1
2Bz +4y+1) =4z —y+ 9z — 4y +1

8r —2y=4z +5y+1
6z +8y+2=13z -5y +1

de —Ty=1
—Tx+ 13y =—1

Pierwsze rownanie mnozymy przez 7, a drugie przez 4 i rownania ukladu dodajemy
stronami.

{28:c — 49y =17

3y =3
98z + 52y = -4 7




y=1

Wyznaczonag liczbe podstawiamy do pierwszego rownania uktadu i wyznaczamy z.

4r —7-1=1
4r = 8
=2

Teraz mozemy wyznaczy¢ pierwszy wyraz ciggu i roznice.
T+ y=2+1=3 - pierwszy wyraz ciaggu

4r —y =8 — 1 = 7 - drugi wyraz ciggu

7 — 3 =4 - rbznica ciggu

Aby obliczy¢ ile poczatkowych wyrazéw ciggu nalezy dodac¢, aby otrzymana suma byta
wieksza od 100, rozwigzujemy nieréwnosc:

w.n>100
B3+ (n—1)-2]-n > 100
2n® +n—100 >0

A =1+ 800 = 801

—-1—+/801
ny — —
ny = *1+T V80l 6,8

n € (—oo, _1_4' 801 ) U (_HT ”801, oo) ine N,

Wynikastad,zen =7, 8, 9, ...
Odpowiedz:

Nalezy doda¢ co najmniej 7 kolejnych wyrazow ciggu, aby otrzymana suma byta wi¢ksza
od 100.

Pokazemy teraz zastosowanie wzoru na sume poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego w zadaniach pozornie niezwigzanych z ciggiem arytmetycznym.

Przyktad 4



Obliczymy sume wszystkich liczb dwucyfrowych, ktorych reszta z dzielenia przez 4 jest
rowna 1.

Najmniejsza z liczb dwucyfrowych, ktora przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1 to 13,
anastepne to 13, 17,21,...,97

Kolejne liczby roznig sie o 4.

Mozna wiec przyjac, ze sg wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego (a,, ), w ktorym
pierwszy wyraz to 13, a roznica to 4.

Zapisujemy wzOr na n-ty wyraz tego ciggu.

a, =134+ (n—1)-4=4n+9

Korzystajgc z tego wzoru obliczamy;, ile wyrazow liczy ten ciag.
dn +9 =97

4n = 88

n = 22

Obliczamy sume 22 wyrazow ciggu (a,,).

Spe = 1397 . 22 = 1210

Odpowiedz:

Suma wszystkich liczb dwucyfrowych, ktorych reszta z dzielenia przez 4 jest rowna 1
wynosi 1210.

Przyktad 5
Rozwigzemy rownanie 1 4 7 4 13 + 19+. .. 4z = 481.

Zauwazmy, ze skladniki lewej strony rownania to kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego
(bn), ktorego pierwszy wyraz jest rowny 1, aréznica7 — 1 = 6.

Zapisujemy wzOr ogolny ciggu:
bp=14+(n—-1)-6=6n—-25

Suma wszystkich wyrazow ciggu jest rowna 481, czyli
105 Ly =481

Z uzyskanego roOwnania wyznaczamy n.



6n* —4n — 962 =10 : 2

3n? —2n — 481 =10

A = 5776

VA =76

ny = —% < 0 - liczba nie spetnia warunkow zadania
ng = 13

Dodano 13 wyrazow ciggu, zatem x = b3.

x=6-13-5
x =173
Odpowiedz:

Rozwigzaniem rownania jest liczba 73.

Stownik
cigg arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego

liczby 7, zwanejroznica ciagu



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Najpierw samodzielnie przeanalizuj zapisane tam
przyktady i dopiero poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DvwXvIljY

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania wzoru na sume n poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego.

Polecenie 2

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (an) wyraza sie wzorem
S, = 4n? — 14n. Wyznaczymy wzor ogolny ciggu.



https://zpe.gov.pl/a/DvwXv9ljY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 17, a wyraz
szosty jest rowny 25. Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu jest rowna:

O 960
O 120

O 1124

() 240

Cwiczenie 2 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma czterdziestu poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego jest réwna 5160. Pierwszy wyraz ciggu jest rowny 246. R6znica ciaggu jest
rowna:

O -4
O —6

O 2

O 4



Cwiczenie 3

Lewa strona réwnania

1+6+11+...4+x =342

jest suma kolejnych poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (ay,). Zaznacz wszystkie
zdania prawdziwe.

(] r=3
(] =57
[:] a8:a22

() S5=55

Cwiczenie 4

Uzupetnij obliczenia prowadzace do wyznaczenie sumy

S=-2vV2—-V2+0++2...410V2

kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego (an). Przeciagnij odpowiednie liczby lub kliknij
w luke, aby rozwingc liste i wybraé prawidtowg odpowiedz.

Obliczamy, ile wyrazéw ciggu mamy dodac.

a,=—2v2+(n—1) V2

_ o—2v2lov2 L
S, = =2Y2110v32 |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

) [0va] [s2v2] 23] (V&) 1]




Cwiczenie 5

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,) jest rowna S, gdy n > 1
n € N. Potacz w pary sume i odpowiadajacy jej wzoér ciggu.

S, = 5n? +2n an =0,25n+0,5

S, = &=t an = 8n + 2

n = 4n? + 6n an=mn—4
S, = 0,125n% + 0,625n a, =10n — 3

Cwiczenie 6

Dany jest ciag arytmetyczny (an), gdy n > 1in € N taki, ze:
a; =125, = -5,5,, — S,,_1 = 60.
Uzupetnij réownosci, wynikajace z tresci zadania, wpisujac odpowiednie liczby naturalne.

an =| !

n=| |

- r

Cwiczenie 7 @

W ciagu arytmetycznym (ay,) szeSciowyrazowym suma wyrazow nieparzystych jest o 24
mniejsza od sumy wyrazéw parzystych. Suma wyrazéw parzystych jest rowna 96. Znajdz wzor

na n-ty wyraz ciggu.
Cwiczenie 8 O

Ciag arytmetyczny (an) okreslony jest wzorem a,, = 3n — 28. Oblicz sume wszystkich
ujemnych wyrazéw ciagu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

5) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« oblicza sume skonczonejliczby wyrazow ciggu arytmetycznego

» wykorzysta wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego do
wyznaczania wielkoSci zwigzanych z tym ciggiem

» pelni wyznaczone role w grupie

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

» stoneczko
» praca z tekstem

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg stoneczka przypominaja wiadomosci dotyczace ciggu
arytmetycznego — nieopisane promienie uzupetnig na koncu lekciji.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z tekstem zapisanym w sekcji ,,Przeczytaj”
Pracuja w ten sposob, ze starajg si¢ samodzielnie rozwigza¢ zadania zapisane
w Przyktadach, a nastepnie poréwnac z zapisami.

Lider grupy odpowiedzialny jest za to, aby kazdy z cztonkoéw grupy zrozumiat
rozwiazanie i potrafil samodzielnie rozwigza¢ podobny przykiad.

2. Uczniowie w parach rozwiazuja 4 wybrane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Liderzy grup dzielg sie refleksjg na temat pracy w grupach - przedstawiajg dobre
pomysty i trudnosci. Zwracaja tez uwage na sposob petnienia wyznaczonych rol
w grupie.
Ochotnicy omawiajg rozwigzania ¢wiczen - zwracajac uwage na uksztaltowane
umiejetnosci, w szczegolnosci te, ktére mozna dopisa¢ na promieniach stoneczka.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i prace par.

Praca domowa:



Uczniowie maja w domu rozwigza¢ ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie rozwigzali
w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Ciagi - suma wyrazow ciggu arytmetycznego
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzysta¢ rowniez na zajeciach wprowadzajacych pojecie sumy
ciggu arytmetycznego.
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