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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Znasz juz wykresy funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens. Omawiajac
przeksztatlcenia wykresow funkeji, dowiedziates sie, w jaki sposob z wykresu funkcii

y = f(z) otrzyma¢ wykresy funkcji: y = —f(z), y = f(—z),y = f(z —a) + b,y = f(|z()
oraz y = | f(x)|. Na tejlekcji dowiesz sie, jak stosowaé poznang wiedze do przeksztalcania
wykresow funkcji trygonometrycznych, dzigki czemu bedzie mozna analizowa¢ wlasnosci
tych funkcii.

Twoje cele

o Nauczysz si¢ przeksztalca¢ wykresy funkcji trygonometrycznych.
 Nauczysz sie, jak z wykresu funkcji y = f(z) otrzymac¢ wykresy funkcji: y = a f(x)
orazy = f(ax).




Przeczytaj

Na poczatek lekcji przypomnimy definicje poznanych przeksztalcen wykresow funkcii.

Twierdzenie: o wykresie funkcji y = — f(x)

Wykres funkcji y = — f(x) otrzymujemy przez przeksztatlcenie wykresu funkcji y = f(z)
w symetrii wzgledem osi X.

Przyktad 1
Narysujemy wykres funkcji y = — cos .

Przeksztalcamy wykres funkcji y = cos z w symetrii wzgledem osi X i otrzymujemy
wykres funkcji y = — cos z.
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Twierdzenie: o wykresie funkcji y = f(—x)

Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy przez przeksztatlcenie wykresu funkcji y = f(z)
w symetrii wzgledem osi Y.

Przyktad 2
Narysujemy wykres funkcji y = sin(—z).

Przeksztalcamy wykres funkcji y = sin x w symetrii wzgledem osi Y i otrzymujemy
wykres funkcji y = sin (—z).




Yy =sinx

y =sin(—x)
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Twierdzenie: o wykresie funkcjiy = f(z — p) + g

Wykres funkcji y = f(x — p) + ¢ otrzymujemy przez przeksztalcenie wykresu funkcji
y = f(x) w translacji o wektor [p, q|.

Przyktad 3

wly

Narysujemy wykres funkcji y = sin (33 + ) + %

Przeksztalcamy wykres funkcji y = sin  w translacji o wektor [— T %] i otrzymujemy
wykres funkcji y = sin(a: + %) + 1.
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Twierdzenie: o wykresie funkcji y = | f(z)]
Aby narysowa¢ wykres funkcji y = | f(x)|, wykonujemy nastepujace czynnosci:

1. rysujemy wykres funkcji y = f(z),
2. punkty wykresu funkcji y = f(z), znajdujace sie pod osia X, odbijamy symetryczne
wzgledem osi X,



3. punkty wykresu funkcji y = f(«), znajdujace sie nad osig X i na osi X pozostawiamy
bez zmian.

Opisane przeksztalcenie bedziemy nazywac: symetrig czeSciowa wzgledem osi X.
Przyktad 4
Narysujemy wykres funkcji y = [tg z|.

Przeksztalcamy wykres funkcji y = tg z w symetrii czesciowej wzgledem osi X
i otrzymujemy wykres funkcji y = [tg z|.

Yy =tgx
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Twierdzenie: o wykresie funkcji y = f(|z|)
Aby narysowac wykres funkcji y = f(|z|), wykonujemy nastepujace czynnosci:

1. rysujemy wykres funkcji y = f(z), ograniczajac sie tylko do tych czesci wykresu, dla
ktorych & > 0 (czeSci wykresu lezagce w 11 IV ¢wiartce ukltadu wspotrzednych i na
osi Y),

2. odbijamy symetrycznie wzgledem osi Y wykres funkcjiy = f(z) dlaz > 0
i otrzymujemy cze$¢ wykresu dla xz < 0.

3. Wykres funkcji y = f(z) jest sumg dwoch, powyzej skonstruowanych wykresow
funkciji.

Opisane przeksztalcenie bedziemy nazywac: symetrig czeSciowa wzgledem osi Y.
Przyktad 5
Narysujemy wykres funkcji y = tg|z|.

Przeksztalcamy wykres funkcji y = tg = w symetrii cze¢sciowejwzgledem osi Y
i otrzymujemy wykres funkcji y = tg|x|.
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Przyktad 6

Opiszemy przeksztalcenia, jakie nalezy wykonac, aby z wykresu funkcji y = sin (x — %)
otrzyma¢ wykres funkcji y = [cos(|z + 2F|) — 3.
Rozwigzanie

. I Lo - . .
Najpierw zmienimy we wzorze funkcji y = sin (:c — g) funkcje sinus na cosinus za
pomoca wzorow redukcyjnych:

sin(e — 7) = cos(§ — (¢ - £)) = cos(% — ) = cose — )

Nastepnie wykonamy przesuni¢cie wykresu funkcji y = cos (:1: — 23—”) o wektor [— % ) O}

i otrzymamy wykres y = cos(z).

Kolejnym przeksztatceniem bedzie symetria czeSciowa wzgledem osi Y, ktorej efektem
bedzie wykres funkcji : y = cos(|z|).

Przeksztatcamy wykres y = cos(||) w translacji wektor |[— 3 - %] i otrzymujemy

wykres funkcji y = cos(‘a: + 34—’r|) — %

Ostatnim przeksztalceniem bedzie symetria czesciowa wzgledem osi X, dzigki czemu

otrzymamy szukany wykres y = ‘cos(‘az + 34—” |) — % ‘

Stownik

symetria czeSciowa wzgledem osi X



przeksztatcenie, za pomocg ktérego z wykresu funkcji y = f(x) otrzymujemy wykres
funkeji y = |f(z)|

symetria cze$ciowa wzgledem osi Y

przeksztatcenie, za pomoca ktérego z wykresu funkcji y = f(x) otrzymujemy wykres
funkeji y = f(|=[)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DLQ9wFBZa

Film nawigzujacy do tresSci materialu nawigzujacej do przeksztatcania wykresow funkcii
trygonometrycznych.

Polecenie 2

Jakie przeksztatcenia nalezy kolejno wykonaé, aby z wykresu funkcji y = tg  otrzymac
wykres funkcji y = —2 tg 3x?

() Powinowactwo o o0si Y i (—%) powinowactwo o osi Y i skali 3.
(O Powinowactwo o osi Y i skali (—2), powinowactwo o osi X i skali 3.
() Powinowactwo o osi X i skali (—2), powinowactwo o osi Y i skali %

(O Powinowactwo o osi X i skali 2, powinowactwo o osi Y i skali +-.



https://zpe.gov.pl/a/DLQ9wFBZa

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.

W wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji y = sin ¢ w symetrii czesciowej wzgledem osi X,
a nastepnie otrzymanego wykresu w translacji o wektor [1, 2|, otrzymamy wykres funkcji

0 wzorze:

O y=|sin(z — 1) + 2|
O y=sin(|lz| —1)+2
O y=|sin(z—1)|+2

O y=sin(|lz —1|) + 2

Cwiczenie 2 ®

Jakie przeksztatcenia trzeba wykonaé¢, aby z wykresu funkcji y = cos x otrzymac wykres
funkcjiy = —cos(1 — z) + %? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Symetria wzgledem osi X, translacja o wektor [—1, %}

o=

() Translacja o wektor [1, } symetria wzgledem osi X.

() Symetria wzgledem osi Y, translacja o wektor [1, %]
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() Symetria wzgledem osi X, translacja o wektor [1,



Cwiczenie 3

Ktory z wykresow przedstawia funkcje y = ‘sin (a: + %) | — @? Zaznacz poprawna

odpowiedz.
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Cwiczenie 4

Ut6z w kolejnosci przeksztatcenia, za pomoca ktérych z wykresu y = tg = otrzymamy wykres
funkcji y = |2tg(x — 1) — 2| + 1. Ztap element i przesun go w gore lub w dét.

translacja o wektor [1, —2] =
symetria cze$ciowa wzgledem osi X =
translacja o wektor [0, 1] =
powinowactwo o osi X i skali 2 =

Cwiczenie 5

Ut6z w kolejnosci przeksztatcenia, za pomoca ktérych z wykresu y = sin & otrzymamy

wykres funkcjiy = 2 sin(% — |x|) + % Ztap element i przesun go w goére lub w dét.
symetria cze$Sciowa wzgledem osi X =
translacja o wektor [%, %] =
powinowactwo o osi X i skali 2 =
symetria wzgledem osi X =

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7 @

Opisz przeksztatcenia, jakie nalezy wykona¢, aby z wykresu funkcji y = 3 cos (x + %)

otrzymac wykres funkcji y = — sin(‘x + % |) + 1.

Cwiczenie 8 @

Narysuj wykres funkcji y = —2 tg(|z + 1|) + 2.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeksztalcanie wykresow funkcji trygonometrycznych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele nauczania - wymagania ogolne:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(z) szkicuje wykresy funkcji y = f(z — a),
y=f(z) +by=—f(z),y= f(-=z);

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = | f(z)]|.

VIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;

3) wykorzystuje okresowosc¢ funkciji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca wykresy funkcji trygonometrycznych,
o rysuje wykresy funkcji: y = af(z) oraz y = f(ax) na podstawie wykresu funkciji
y = f().



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metaplan;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,Przeksztalcanie wykresow funkcji trygonometrycznych”
oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytal polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”
- ,Obejrzyj uwaznie prezentacje, a nastepnie wykonaj polecenie pod prezentacjg”
Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materialem. Po ustalonym wczesniej
czasie pyta czy byly watpliwosci z jego zrozumieniem i thumaczy je.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie



wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 71 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Przeksztalcanie wykresow funkcii
trygonometrycznych” i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie
uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to
potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Przeksztalcanie wykresow funkcji
trygonometrycznych”).

Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajq si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Przeksztatcanie
wykresow funkcji trygonometrycznych”.
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