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Momenty bezwtadnosci bryt jednorodnych.

Czy to nie ciekawe?

Jesli uzywamy wiertarki, wiertto obraca sie wokot najdtuzszej osi, bo tak sobie zazwyczaj
zyczymy. Jesli zamiatamy podtoge, kij szczotki wykonuje skomplikowany ruch, zwykle nie
tylko postepowy. Hantelke lapiemy blisko Srodka masy, zapobiegajac obrotowi. A jakiej
trzeba uzy¢ sity dla wprawienia w ruch obrotowy drzwi, czyli prostopadioScianu mogacego
obracac¢ si¢ wokot jednego z bokow (zwykle dluzszego)?

Aby przy zadanych sitach dziatajacych na bryle sztywng moc opisac jej ruch obrotowy wokot
ustalonej z gory osi, musimy znac jej moment bezwladnosci wzgledem tej osi. Jest to
analogiczna sytuacja do znanejnam z opisu ruchu postepowego, gdzie miarg ,sprzeciwu”
ciala wobec dziatajacej na nie sity jest masa - zazwyczaj dana w problemie, dla ciat
jednorodnych proporcjonalna do ich objetosci.

W mechanice bryly sztywnej niebanalnym problemem jest obliczenie momentu
bezwtadnosci. Temu poswiecony jest niniejszy e-materiat.



Rys. a. Zdjecie historycznych drzwi w Pradze. Jak duzego momentu sity trzeba aby je otworzy¢? Fot. Matéj
Batha [CC BY-SA 3.0], via Wikimedia Commons

Twoje cele
W tym e-materiale:

o dowiesz sig¢, czym jest moment bezwladnosci;

e wyznaczysz momenty bezwladnosci wybranych jednorodnych bryl.
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Przeczytaj

Warto przeczytac

Na wstepie przypomnijmy, ze moment bezwladnosci dla skonczonego zbioru punktow
materialnych definiujemy jako sume momentow bezwtadnoSci wszystkich jego elementow:

n n
I = E IZ = E mﬂ“?,
i=1 =1

przy czym r; oznacza odlegtos¢ ¢-tego elementu od osi obrotu. Korzystajac z tej zaleznosci,
odpowiednio uogolnionej, mozna obliczy¢ moment bezwladnosci dowolnej bryty sztywnej. Dla
znanych nam z geometrii bryt zwykle jesteSmy w stanie poda¢ pewng wielko$¢ r o wymiarze
dlugosci, w pewnym sensie charakterystyczng dla bryty. Dla walca czy sfery bedzie to promien, dla
stozka - promien jego podstawy. Uwaga - wybor ten moze si¢ wydawac ,naturalny”, ale nie jest
jednoznaczny - jest kwestiag umowy.

Dla ustalonego dla danej bryly promienia r wynik sumowania w (1) bedzie mozna przedstawic¢ jako

I = kmr?,

gdzie k to bezwymiarowy wspotczynnik, ktory zalezy od ksztattu bryly i tego, ktorg o§ wybrali$my.
Na przyktad dla cienkiego preta o dlugosci I i masie m wspoétczynnik ten wynosi %, jesli obrotu
dokonujemy wokot osi prostopadtej do preta, przechodzacej przez jego koniec. Jesli obracamy
pret wokot srodka masy, prostopadle do jego osi, to wspolczynnik otrzymujemy k = % Ajaka
bedzie warto$¢ wspotczynnika k dla rury?

Spojrzmy na Rys. 1. Wida¢ na nim cienko$cienng rure o promieniu R i zaniedbywalnej grubosci
AR. Podzielimy ja na n matych elementow, jak na czesci B Rys. 1. Masa kazdego z tych elementow
bedzie wynosita Am;. Jaki bedzie moment bezwladnosci takiej bryty?
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Rys. 1. Cienkoscienny pierscien o promieniu R podzielony na n matych elementéw.

Skorzystajmy ze wzoru (1). Otrzymamy

I= Amirf = AmiR*> + AmyR* + ... + Am,R? =

=1
= (Amy + Amy + ... + Am,)R* = mR* .

Zatem moment bezwladnosSci cienkosciennej rury wzgledem jej osi symetrii wynosi

I = mR>2.

Zauwazmy, ze nigdzie nie pojawia sie tu wysokos¢ (czy dlugo$c) tej rury, tj. rozmiar wzdluz osi
symetrii. Mozemy wiec rownie dobrze patrzec¢ na (4) jako na wyrazenie na moment bezwladnosci
cienkiego pierscienia o promieniu R i masie m - znow: wzgledem osi prostopadiejdo jego
plaszczyzny, przechodzacej przez jego $srodek. Mozemy powiedzie¢, ze wspotczynnik k ze wzoru
(2) wynosi tu 1, ale gdybySmy z jakichkolwiek wzgledow zechcieli zmieni¢ umowe co do
promienia, k réwniez by sie zmienito, poniewaz wielko$¢ fizyczna I pozostaje niezmieniona.

Obliczymy teraz moment bezwtadnos$ci jednorodnego walca o wysokos$ci h i promieniu R
wzgledem osi pokrywajgcej sie z jego osig symetrii obrotowej, jak na Rys. 2. Naszym zadaniem
bedzie znalezienie wartos$ci wspotczynnika k, ktory wprowadziliSmy we wzorze (2).
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Rys. 2. Walec o wysokosci h i promieniu R

W pierwszym kroku podzielimy ten walec na dwie czesci. Z walca ,wytniemy” cienki pierscien
o grubo$ci AR. Jego promien zewnetrzny nadal bedzie wynosit R, a wewnetrzny R; = R — AR.

A B

Rys. 3. Wyciecie z jednorodnego walca cienkiego pierscienia

Moment bezwladnosci calego ciala jest suma momentoéw bezwladnosci jego sktadowych. Moment
bezwtadnosSci pelnego walca o promieniu R oznaczmy przez I, 5. Analogicznie, moment
bezwladnos$ci mniejszego walca o promieniu R; oznaczmy przez I, z;. Moment bezwladnosci
pierScienia to I,,, opisany wzorem (4). Ale skoro

IwR - Ip + Ilea

to



I, =I,r — Iypg,.

Innymi stowy: moment bezwtadnosci pierscienia to roznica momentu bezwtadnosci calego walca

o promieniu R i walca o promieniu R;. Masa pierwotnego walca to m. Masa mniejszego - co
2

mozna pokazac, liczac ich objetoSci - wynosi m; = m%. Wstawiajgc ten wynik do wzoru (4),
otrzymamy

I, = I,g — Iur, = kmR* — kmi R} =
2

R m
= kmR? — kmféR% = kF(R‘* —~RY).
Ze wzoru na roznice kwadratow wynika, ze
km ,_, 4 m(R® — RY) 2 2
I, = F(R ~RY) :kT (R*+ R}),

.. m(R?-R?) ST
ale czynnik ———~ to masa pierscienia m,. Wobec tego

I, = km, (R* + R}).
Poniewaz zatozyliSmy, Ze pierScien jest bardzo cienki, to mozemy przyja¢, ze R; ~ R. Wtedy (8)
uprosci sie do
~ 2

I, ~ 2km, R".
Ale to jest inne wyrazenie wyniku, ktory juz znamy. Przyréwnujgc lewe strony (9) i (4), otrzymujemy
warto$¢ wspotczynnika k

mZZ,R2 = 2km,, R?,

skad

=
Il
Do | =

wiec ostatecznie



1
Ip = EmR2

Ogolnie rzecz biorgc tego typu sktadanie i wycinanie jak powyzej, daje prawidtowy wynik, ale nie
zawsze mamy odpowiednik wzoru (4). Np. gdybySmy chcieli w ten sposob ,posktada¢” kule

z koncentrycznych sfer, mozemy to zrobi¢, ale jesli nie znamy momentu bezwladnosci sfery,
powyzsza metoda najwyzej pozwoli nam powigza¢ wspotczynniki k dla sfery i kuli. W harmonii
ponizej mozesz zapoznac si¢ z wyrazeniami opisujagcymi momenty bezwtadnosci réznych
jednorodnych bryt.

Wyrazenia opisujace momenty bezwtadnosci kilku bryt wzgledem pokazanych osi. Kazda z bryt ma mase

m i statg gestosc p.

CienkoS$cienna rura o promieniu r

I =mr

Rura o promieniach wewnetrznym r; i zewnetrznym ro
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Lity walec o promieniu 7

|

Sfera o promieniu r, obrot wzgledem dowolnej Srednicy



Kula o promieniu r, obrét wzgledem dowolnej srednicy

I= %mr2

ProstopadtoScian o krawedziach dtugosci a,, ay i a,.



I, =%m(a,*+a.?)
I, =+m(a:*+a,?)
L =3y m(a:’+ay”)

Pret o dlugosci [ i zaniedbywalnej grubos$ci przekroju poprzecznego, 0§ obrotu w $§rodku masy

preta.

_ 1 2

Pret o dlugosci i zaniedbywalnej grubos$ci przekroju poprzecznego, o$ obrotu na koncu preta.



I = %le

Torus o promieniach gtownym R i wewnetrznym r. O§ obrotu pokrywa si¢ z osig symetrii

obrotowej torusa.

I=m(R?+ 3r?)

Stowniczek
moment bezwtadnosci

(ang. moment of inertia) wielko§¢ fizyczna opisujaca bezwladno$¢ w ruchu obrotowym,
analogicznie do roli masy w opisie ruchu postgpowego.
torus




(ang. torus) dwuwymiarowa powierzchnia obrotowa powstata z obrotu okregu wokot proste;j
w plaszczyznie tego okregu, nieprzecinajgcej go. Ksztalt torusa majg popularne paczki typu
donut (ang. doughnut).



Grafika interaktywna

Momenty bezwtadnosci wybranych bryt jednorodnych

W ponizszej grafice interaktywnej mozesz sprawdzic, jakie momenty bezwtadnosSci majg
ciata o roznych ksztattach.

-

KULA SFERA WALEC PRET OBRECZ

Polecenie 1

Zatézmy, ze dysponujemy pretem o ustalonej dtugosci, ktéry mozemy dowolnie wyginac. Czy
wiekszy moment bezwtadnosci bedzie miat pret prosty, czy wygiety w okrag (osie takie, jak
w infografice)?

() Okrag

() Pret prosty



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj wzér na moment bezwtadnosci do opisu ruchu obrotowego bryty:
Kula, obrot wokot osi przechodzacej 9
. mR
przez Srodek
Walec, obrét wokét osi symetrii %mR2
Pret, obrot wokot osi prostopadtej 172
przechodzacej przez koniec 3
Pret, obrot wokét osi prostopadtej 1 9
. , ﬁml
przechodzacej przez srodek
Obrecz, obrét wokot osi symetrii %mR2
Cwiczenie 2 o

Ktore ciato bedzie miato wiekszy moment bezwtadnosci - obrecz, czy walec, jesli oba maja
promien Ri mase m?

() walec

() obrecz

Cwiczenie 3

Oblicz moment bezwtadnosci walca o masie 10 kg i Srednicy 20 cm, obracajacego sie wokot
osi symetrii. Wynik podaj z doktadnoscia do jednej cyfry znaczacej.

Iy = kg m 2.




Cwiczenie 4

Z otowiu (gestos¢ pp, = 11 340 kg/m ) wykonano kule o masie mi promieniu R;. Nastepnie
otéw przetopiono i uformowano z niego nowy odlew w ksztatcie walca. Wykonano go w taki
sposéb, ze moment bezwtadnosci kuli i walca s3 takie same. Jaka jest wysoko$é¢ H nowego
walca, jesli promien pierwotnej kuli wynosit R, = 1m? Odpowiedz zapisz w formie
nieskracalnego utamka.

H= m.

Cwiczenie 5

Sekacz to tradycyjne ciasto z Podlasia. Powstaje przez obracanie ciasta nad roznem - gdy sie
spiecze, polewa sie wypiek kolejng i kolejng warstwa, tworzac coraz grubszy twér. W ten
sposéb catos¢ zaréwno przybiera na masie, jak i staje sie coraz wieksza. Jaki jest stosunek
momentu bezwtadnosci nowej warstwy do momentu bezwtadnosci walca, na ktérym zostata
ona utworzona? Przyjmijmy, ze sekacz jest jednorodnym walcem o promieniu R. Zatézmy
ponadto, ze za kazdym obrotem powstaje nowa warstwa o tej samej grubosci AR, ktéra jest
pomijalna przy R, a zatem ciasto z nowej warstwy mozemy uznac za cienkoscienna rure.

AR
O 25
O 2

AR
O 45

o

Cwiczenie 6 @
Pitka ma srednice 160 mm i mase 2800 g, jest wypetniona w srodku. Jaki jest jej moment
bezwtadnosci? Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej - z catkowitym wyktadnikiem

i mantysg z przedziatu <1,10>). Mantyse podaj z doktadnoscig do dwdch cyfr znaczacych.

J = ]10[:]kgm2.




Cwiczenie 7 @
Typowa pitka do tenisa ma Srednice 6,65 cm i mase 56 g, w Srodku ma powietrze, ktérego
obecnos¢ zaniedbujemy. Jaki jest jej moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez

jej srodek? Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej, z doktadnoscia do trzech cyfr
znaczacych.

Iy = "10:]kgm2.

Cwiczenie 8 @

Bryta przedstawiona na rysunku ponizej powstaje przez wyciecie z jednorodnego walca
o masie m i promieniu R czterech jednakowych fragmentéw o rozmiarze katowym
a € (0;7/2). Oblicz jego moment bezwtadnosci.




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko autora:

Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa programowa

Dariusz Aksamit

Fizyka

Momenty bezwtadnosci ciat dla réznych jednorodnych
bryt

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres
rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

Wykorzystanie pojec¢ i wielkosci fizycznych do opisu
zjawisk oraz wskazywanie ich przykladow w otaczajace;j
rzeczywistosci.

Rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

Zakres rozszerzony
TresSci nauczania - wymagania szczego6lowe
I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

16) przeprowadza obliczenia i zapisuje wynik zgodnie
z zasadami zaokraglania oraz zachowaniem liczby cyfr
znaczacych wynikajacejz doktadnosci pomiaru lub

z danych,;

IIl. Mechaniki bryly sztywnej. Uczen:

2) stosuje pojecie bryly sztywnej; opisuje ruch obrotowy
bryty sztywnej wokot osi;



Ksztaltowane

kompetencje kluczowe:

Cele operacyjne:

Strategie i metody
nauczania

Formy zaje¢:

Srodki dydaktyczne:

Materialy pomocnicze: -

PRZEBIEG LEKCIJI

Faza wprowadzajaca:

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

- kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

- kompetencje matematyczne oraz kompetencije
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

- kompetencje cyfrowe,

- kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie,

Uczen:

 objasnia, jak oblicza¢ moment bezwtadnosci réznych
jednorodnych bryt

» komentuje wzory opisujace momenty bezwladnosci
jednorodnych bryt

Strategia Ksztalcenia Wyprzedzajgcego

Praca indywidualna

Komputery

Nauczyciel przypomina definicje momentu bezwtadnosci bryly sztywnej jako sumy

momentow bezwladnosci jej poszczegolnych sktadowych. Nastepnie wyprowadza z tej

definicji wzor na moment bezwladnosci rury cienkosciennej oraz walca, tak jak

zaprezentowano to w niniejszym e-materiale. Nastepnie prosi uczniow o wigczenie

grafiki interaktywne;j.

Faza realizacyjna:



Podczas pracy z grafikg nauczyciel prosi uczniow o sprawdzenie, czy wyprowadzony
przez niego wzor jest taki sam. Po potwierdzeniu nauczyciel prosi uczniow

o sprawdzenie, jakie s3 momenty bezwtadnosci dla pozostatych bryt, ktorych nie
omowiono. Uczniowie odczytujg te wzory, nauczyciel zapisuje je na tablicy.

Nastepnie nauczyciel poleca uczniom sprawdzi¢ obliczenia - uczen wybiera dowolny
obiekt, ustawia parametry wedtug wlasnego uznania i wykonuje witasne obliczenia
momentu bezwtadnosci, nastepnie porownuje je z wynikiem pokazywanym przez
program.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel sugeruje uczniom przepisanie wnioskow z tablicy, czyli listy momentow
bezwtadnosci dla roznych bryt, do zeszytu. Nauczyciel poleca rozwigzac pierwsze
zadanie z zestawu ¢wiczen. Nauczyciel zadaje uczniom prace domowa.

Praca domowa:
Zadania z zestawu ¢wiczen, ktorych nie rozwigzano w trakcie lekciji.

Wskazowki metodyczne , S, . . ,
. . Zgodnie z powyzej omowionym przebiegiem lekcji. Mozna
opisujace rozne ... ; , , ,
PISUJ3 ] rowniez zaczac¢ od rozwigzywania zadan, a prace z grafikg
zastosowania danego ., , . ,
) ) zostawic¢ na koniec lekcji jako podsumowanie.
multimedium



