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Pojecie stycznejdo wykresu funkcji f w punkcie P = (xq, yo) jest cisle zwigzane
z pochodng funkcji f w punkcie x4, bowiem tangens kata nachylenia tej stycznejdo osi X
jest rowny pochodnejfunkcji f dla argumentu xy.

Informacje zawarte w tym materiale pomogg Ci zdoby¢ umiejetno$¢ wyznaczania rownania
stycznej z wykorzystaniem pojecia pochodnej funkcji w punkcie.

Twoje cele

e Wyznaczysz rownanie stycznejdo wykresu funkcji w podanym punkcie.
» Wyznaczysz rOwnanie stycznej o zadanych wtasnosciach.



Przeczytaj

Gdybysmy chcieli wyznaczy¢ styczna do wykresu funkcji f(z) = x> — 4% + 3 w punkcie
(1,0), korzystajac z rownania siecznej, bytoby to mozliwe, ale ucigzliwe.
Sprobujmy uzyc¢ zatem innych narzedzi. Zauwazmy, ze gdy w rOwnaniu siecznej:

Y2—Y1

Y= oo (@—21)+m

przyjmujemy, ze x5 dgzy do x1, to wspotczynnik kierunkowy dazy do pochodnej funkcji f
w punkcie z;. Tym samym mozemy od razu napisa¢ rownanie stycznejdo wykresu
rozniczkowalnej funkcji f w punkcie (z1, y;) w postaci:

y=f(z1)(z—x1) +u
albo rownowaznie:
y=f(z1) -xz+b
gdzie b= y1 — (1) - 1.

W przypadku funkcji f(z) = z* — 42? + 3, jej pochodna wyraza sie wzorem:
f’(z) = 32* — 8z, warto$¢ pochodnejdla z; = 1 wynosi (—5), wiec styczna do wykresu tej
funkcji w punkcie (1, 0) bedzie postaci:

y=—-5(x—1)+0
albo rownowaznie:

y= -5 +5
Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = z* — 22 — = w punkcie (0, 0)

Rozwigzanie

Pochodna funkcji f jest réwna: f'(z) = 3z — 2z — 1, wiec f’(0) = —1, zatem réwnanie
stycznej ma postac:

y=—-1-(z—0)+0,

czyli

Y= —z.
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Przyktad 2
Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 1 — 3 w punkcie (0, 1).
Rozwigzanie

Mamy f’(z) = —3z2, wiec wspdtczynnik kierunkowy stycznejbedzie réowny
a = f’(0) = 0, zatem styczna w tym punkcie bedzie rownolegla do osi X i jejrownanie
bedzie postaci:

y=1.
Styczne o zadanych wlasnosciach

Gdy przecwiczyliSmy wyznaczanie stycznych do wykresu w zadanych punktach, sprobujmy
znaleZ¢ styczne o zadanych parametrach i wlasno$ciach.

Przyktad 3

Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = z? tak, by jej wspétczynnik
kierunkowy byt rowny 6.

Rozwigzanie

Wspotczynnik kierunkowy stycznejw punkcie (zg, yo) jest rowny a = f’(x), musimy
zatem znalez¢ takg wartos¢ x, zeby a = 6.

Pochodna funkgiji f jest postaci f’(x) = 2z, czyli otrzymujemy rownanie 2zy = 6,
ktorego rozwigzaniem jest zo = 3.

Styczna w punkcie(zg, yo) = (3,9) jest postaci y = 6(z — 3) + 9, czyli: y = 6z — 9.
Przyktad 4

Wyznaczymy réwnania takich stycznych do wykresu funkcji f(z) = 2* — 2z, ktérych
wspolczynnik kierunkowy jest rowny 10. Sprawdzimy réwniez, czy istnieja styczne,
ktorych wspotezynnik kierunkowy jest rowny (—10).

Rozwigzanie

Podobnie, jak poprzednio, musimy znalez¢ takie argumenty, dla ktorych pochodna jest
rowna 10.

Pochodna funkcji f jest postaci f’(z) = 3z* — 2, zatem musimy rozwiaza¢ réwnanie:
3z° — 2 = 10,

co daje:




22 = 4.

Rozwigzaniami rownania sg liczby (—2) i 2, istniejg wiec dwie takie styczne, ktore
spelniaja zatozenia zadania.

Beda to:

y=10(x + 2) — 4, czyliy = 10z + 16,
i

y=10(z — 2) + 4, czyliy = 10z — 16.

Sprobujmy teraz wyznaczy¢ réwnania stycznych, ktorych wspotczynnik kierunkowy jest
réwny (—10).

Musimy w tym celu rozwigza¢ réwnanie 3z? — 2 = —10, czyli 2% = —%. Rownanie to nie
ma rozwigzania rzeczywistego, zatem nie istniejg takie styczne.

Jezeli przeanalizujemy wykres funkcji f, to zauwazymy, ze najmniejsza warto$¢ ma
wspotezynnik kierunkowy stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie (0, 0) i wynosi on

P(0) = 2.

YA
y =10z + 16 2
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y = 102 — 16
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Przyktad 5

Wyznaczymy réwnania takich stycznych do wykresu funkciji f(z) = 2% — 3, ktore
przechodza przez punkt (0, —4).

Rozwigzanie



Zatozenie zadania oznacza, ze wspotczynnik b wynosi (—4), czyli rownanie stycznej
bedzie postaci y = azx — 4.

Prosta ta musi przechodzi¢ nie tylko przez zadany punkt (0, —4), ale rbwniez przez
punkt stycznosci (zg, Yo ), czyli musi by¢ spelniony warunek yo = azy — 4.

Przez punkt styczno$ci musi réwniez przechodzi¢ wykres funkciji f, czyli
yo = f(zo) = =5 — 3.

Wspotczynnik kierunkowy a wyznaczamy ze wzoru na pochodng f'(z) = 2z, czyli
a = 2x.

Ostatecznie, 1aczac powyzsze informacje, otrzymujemy rownanie, zawierajace tylko jedna
niewiadomg, postaci:

m3—3:2m0-w0—4,

po redukcji wyrazow podobnych:

zi = 1.

Otrzymujemy dwa rozwigzania: o = 1lub zy = —1.

Wyznaczamy rownania stycznych przechodzacych przez punkt (0, —4):

y= 2z —4iy=2z—4.

YA

Sprobujmy teraz wyznaczy¢ rownania stycznych, ktore maja wiecej niz jeden punkt
wspolny z wykresem funkcji. Styczna z definicji nie moze mie¢ innych punktow wspolnych



z wykresem w bliskim otoczeniu punktu stycznosci, ale moze je mie¢ daleko od punktu
stycznoSci.

Przyktad 6

Rozpatrzmy funkcje f(z) = x>, jej pochodna jest réwna f’(z) = 3z, zatem wspotczynnik
kierunkowy prostej stycznejw punkcie (zg, yo) bedzie rowny a = 3x%, i wzor prostej
stycznejbedzie mial postac:

y=3x2- (z —xo) +

Zastanowmy sie, czy istnieje inny punkt (z1, y1 ), nalezgcy do wykresu funkciji f, przez
ktory przechodzi ta styczna.

Rozwigzanie
Punkt (z;,y;) musi naleze¢ do wykresu funkcji f, zatem wiemy, ze y; = 3.
Ponadto punkt ten musi naleze¢ do wyznaczonej stycznej, zatem wiemy, ze:
Y1 = 3z - (21 — x0) + T}
taczac te dwa fakty otrzymujemy rownanie:

3

3z3 - (z1 — ) + zp = 2.

Po uporzadkowaniu wyrazow i wylaczeniu wspolnego czynnika przed nawias rownanie
to przyjmuje postac:

2
(z1 — 20)" (21 + 220) = 0,
czyli albo 1 = xo, co jest oczywistym rozwigzaniem tego réwnania, albo z1 = —2xo.

OtrzymalisSmy zatem drugi punkt przeciecia stycznej z wykresem funkcj:
(x1,y1) = (—2330, —83:3), przy czym punkt ten ponownie pokrywa si¢ z punktem (o, o)
,gdy xg = 0.

Przyktad 7
Wykazemy, ze nie istnieje styczna do wykresu funkcji f(z) = |2z — 1| w punkcie (5,0).
Rozwigzanie

oczywiscie nie istnieje pochodna funkeji f(z) = |2z — 1| w punkcie (5, 0), zatem nie

mozemy wykorzysta¢ rownania styczne;j.

Wyznaczamy zatem sieczne do wykresu tej funkcji w poblizu punktu (%, 0):




« jezeli bedziemy sie do niego zbliza¢ z lewej strony, sieczne zawsze bedg tej samej
postaci:y = —2z + 1,

» gdybedziemy sie zbliza¢ z prawej strony, to przyjma inng, ale rowniez caly czas te
samg postac: y = 2x — 1.

Tym samym nie istnieje mozliwos¢ ustalenia jednej stycznej, czyli takiej, ktora bedzie
miata w okolicy wyznaczonego punktu jeden punkt wspolny z wykresem oraz ktorej
wykres bedzie przebiegal podobnie do wykresu funkciji.

Zatem, styczna do wykresu funkcji f(z) = |2z — 1| w punkcie (1,0) nie istnieje.

Stownik
styczna do krzywej

prosta, ktéra w maltym otoczeniu tego punktu ma przebieg zblizony do przebiegu
krzywej oraz ma w tym otoczeniu dokladnie jeden punkt wspolny z krzywg



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza galeriag zdje¢ interaktywnych i przeanalizuj raz jeszcze sposéb
wyznaczania stycznej do wykresu wielomianu i funkcji wymiernej.

Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji:
f(x) =23+ 5x% — 2z — 10

w punkcie o odcietej g = 1

Rozwigzanie:

Réwnanie stycznej ma postaé: y = f' (xo) (x — xo) + f (xo) -

Wyznaczamy f (xo) |

fo)=f(1)=1>+5-12—-2-1—-10= —6

Wyznaczamy f’ (xg)

fflxg)=f'(1)=3-12+5-2-1—2=11

: e
Przyktad 1
Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji:
f(x) =23+ 522 —2x — 10
w punkcie o odcietej g = 1
Rozwigzanie:
Réwnanie stycznej ma postaé: y = f' (xo) (x — xo) + f (x0) -
Wyznaczamy f (zo) |
fxo)=f(1)=13+5-12—-2-1—10= —6
Wyznaczamy f’ (o)
f’(aco)=f’(1)=3-12—|—@2-1—2:11 (
B NS

V G=
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1. {audio}Wyznaczamy najpierw warto$¢ funkcji f dla argumentu 1, ktéra

wynosi (—6). Nastepnie wyznaczamy warto$¢ pochodnej funkcji f dla



argumentu 1 i otrzymujemy 11.

Polecenie 2

Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(ac) =225 +422 —z—1w punkcie
o odcietej xyg = —1.

Polecenie 3

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = —%5; = € R w punkcie (—3; 0, 3).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Przeciggnij poprawng odpowiedz.

Styczna do wykresu funkcji f(z) = —z% + 2z w punkcie (1,1) ma réwnaniei

‘y:2xHy:2x—i—1Hy:1’

Cwiczenie 2 ®

Ktdra z ponizszych prostych jest styczng do wykresu funkcji f(z) = z® — 22 + 1 w punkcie
(1,1)? Zaznacz poprawna odpowiedz.

y=1

Zadna z podanych.

o O O

y=2zr+1

O y=2z

Cwiczenie 3 @
Wopisz poprawna liczbe.

Wspétczynnik kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji y = z2 — 1 w punkcie (2,3)

WYnosi




Cwiczenie 4
Wohisz poprawna liczbe.

Wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji y = 2 — 1w punkcie (2, 7)

WYNosi

Cwiczenie 5

Dla jakiej wartosci argumentu x nie istnieje prosta styczna do wykresu funkcji
y = 2|z — 1| + 3? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O z=1
O z=3
() z=0

() Taka warto$¢ nie istnieje.

Cwiczenie 6

Niech dana bedzie rézniczkowalna funkcja £, dla ktérej wiemy, ze f(0) = 1, f(1) = 2,
f(0) = 2, f’(1) = —2. Zaznacz wszystkie opisy pasujace do tej funkcji.

(] Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (1,2) jest postaciy = —2x + 4.
(] Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (1,1) jest postaci y = 1.

[ ] Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (0, 1) jest postaciy = 2z + 1.
[ ] Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (1, 0) jest postaciy = —2x + 4.
)

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (0, 0) jest postaci y = 2z + 1.



Cwiczenie 7

Potacz w pary wzory funkcji i opisy.

f(z) = —|z +2|

Cwiczenie 8

Funkcja f w pewnym punkcie posiada
styczna o rownaniu y = .

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji
f w punkcie (1,1) jest postaciy = 1.

Funkcja f w pewnym punkcie nie
posiada stycznej.

Roéwnanie stycznej do wykresu funkcji
f w punkcie (0, 0) jest postaci y = —z.

@

Dana jest funkcja postaci f(z) = cx — x? z parametrem rzeczywistym c. Potacz wartosci

parametru ¢ z odpowiednimi opisami sytuacji.

Nie ma takiej wartosci c.

c<0

c>0

Wspétczynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkcji w punkcie (0, 0) jest
ujemny.

Wspotczynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkcji w punkcie (0, 0) jest
dodatni.

Funkcja f w pewnym punkcie nie
posiada stycznej.

Styczna do wykresu funkcji w punkcie
(0,0) jest rownolegta do osi X.



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ rownanie stycznej?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza réwnanie stycznejdo wykresu funkcji w podanym punkcie;
e wyznacza rownanie stycznej o zadanych wlasnosciach.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 lekcja odwrocona;



» pokaz multimedialny.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja

» Uczniowie przed lekcjg zapoznaja sie ze wstepem oraz Przyktadami 11 2 z sekcii
LPrzeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja definicje sieczneji stycznej do wykresu funkcji. Wskazany
uczen zapisuje na tablicy rownanie stycznej.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢. Wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy tresci Przyktadow 3 - 5 z sekcji ,Przeczytaj” i omawia
ich rozwigzanie.

2. Uczniowie indywidualnie rozwigzujg ¢wiczenia 1 - 4 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
pyta wybranych uczniéw o odpowiedzi i rozwigzania, pozostali uczniowie dyskutujg
nad poprawnoscig przedstawionych rozwigzan. W razie potrzeby, koryguja je.

3. Uczniowie ogladaja Galerie zdje¢ interaktywnych. Indywidualnie rozwiazuja Polecenie
2 i Polecenie 3. Nastepnie zostaja podzieleni na 4 - osobowe grupy. W obrebie grupy
sprawdzajg wzajemnie rozwigzania i dyskutuja nad wyborem ich zdaniem poprawnego
sposobu. Jeden z uczniéw przedstawia poprawne rozwigzania na tablicy.

4. Uczniowie pozostaja w podziale na grupy. Rozwigzuja ¢wiczenia 6 - 8 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Wskazani przez nauczyciela uczniowie przedstawiajg rozwigzania na tablicy.

5. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek i zwracajgc uwage na
staranno$¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”
Praca domowa:
Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenie 5 z sekciji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:

e Rownanie ogolne prostej
» Pochodna funkcji w punkcie
» Pochodne funkcji elementarnych

Wskazowki metodyczne:

Galeria zdje¢ interaktywnych moze zosta¢ wykorzystana jako materiat powtorzeniowy
przed sprawdzianem lub w czasie realizacji tematu: ,Interpretacja geometryczna
pochodnej funkciji”.


https://epodreczniki.pl/b/rownanie-ogolne-prostej/PnFgvUlg7
https://epodreczniki.pl/b/pochodna-funkcji-w-punkcie/PlXFy9xdH
https://epodreczniki.pl/b/pochodne-funkcji-elementarnych/PPKnj5moS

