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Réznica wektorow

Zrodto: dostepny w internecie: www.pixabay.com.

W tym rozdziale omowimy graficzne odejmowanie wektorow. Tak jak w zbiorze liczb
rzeczywistych, w zbiorze wektorow odejmowanie jest dzialaniem odwrotnym do
dodawania. W praktyce oznacza to, ze jesli potrafimy juz dodawac, to odejmowanie
bedziemy mogli zdefiniowa¢ przy pomocy dodawania...

Twoje cele

e Dodasz lub odejmiesz graficznie co najmniej dwa wektory.

» Przedstawisz wektor jako roznice wektorow.

» Wykonasz dzialania dodawania i odejmowania wiecejniz dwoch wektorow za
pomoca metody trojkata i rownolegtoboku.




Przeczytaj

Przypomnijmy, ze aby od liczby b odjac¢ liczbe¢ a (czyli wykona¢ dziatanie b — a), wystarczy
do b doda¢ liczbe przeciwng do liczby a (czyli wykona¢ dziatanie b + (—a)). Analogicznie
definiujemy odejmowanie w zbiorze wektorow.

Aby od wektora o0 odja¢ wektor bt (czyli wykona¢ dziatanie U — v = ﬁ), wystarczy do
wektora @ dodaé wektor przeciwny do wektora v (czyli wykonac dziatanie
u+ (—?) = _>). Dla porzadku przypomnijmy tutaj, ze wektor przeciwny do wektora b
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ma ten sam kierunek i dtugos¢, co wektor v, ale przeciwny zwrot.

Roznica dwoch wektorow - reguta rownolegloboku, reguta trojkata. Skoro roznice
wektorow definiujemy poprzez sume, to oczywistym wydaje si¢ fakt, ze do odejmowania
wektorow mozna zastosowac regute rownolegtoboku i regute trojkata.

Aby wyznaczy¢ roznice wektorow Tiv dzialamy nastgpujaco: obieramy dowolny punkt O
, ktory bedzie stanowit poczatek wektora . Na jego koncu zaczepiamy (umieszczamy)
wektor — v (przeciwny do 7). Teraz, rysujac odcinek od punktu O do konca wektora —?,

e e N . .
otrzymamy wektor w — v, ktoéry nazywamy roznicqg wektorow « i v'. Zauwazmy, ze po
wyznaczeniu okreslonego uprzednio odcinka, otrzymujemy trojkat.
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Do wyznaczenia powyzszej roznicy zastosowaliSmy regute trojkata, ktora omowiliSmy
szczegotowo w rozdziale dotyczacym dodawania wektorow.

Aby wyznaczy¢ roznice dwoch wektoroéw o roznych kierunkach, mozemy tez zastosowac

regute rownolegloboku, ktéra orzeka, ze wektor reprezentujgcy réznice wektoroéw i


javascript:void(0);

mozna uzyskac jako przekatna rownolegtoboku rozpigtego przez i —7, czyli takiego,
ktérego odpowiednie (widoczne na rysunku ponizej) boki mozemy utozsami¢ z wektorami
vi-. Regute rownolegtoboku rowniez omowiliSmy szczegotowo w rozdziale
dotyczacym dodawania wektorow, tutaj spojrzmy tylko na ilustracje ponize;j:
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Przyktad 1

Wyznaczymy graficznie wektor U-v -, Aby wykonac¢ zadanie bedg nam potrzebne

. I T . )
wektory przeciwne do wektorow v i w . Poich wyznaczeniu wystarczy zastosowac

regute tancucha i wykona¢ dodawanie o+ (—7) + (—ﬁ)
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Zwrocmy jeszcze uwage, ze na wektorach mozemy wykonywac operacje dodawania
i odejmowania podobnie jak na liczbach czy wyrazeniach algebraicznych. Wiasnosci tych
dziatlan przenoszg si¢ na wektory.

Dla przyktadu rozwazmy:

- = —
u -+ v =w

do obu stron réwnania dodajemy wektor przeciwny do wektora v
(7+7) + (—?) =0 + (—7)

korzystamy z lgcznoSci dodawania wektorow

T (T (7)) =@+ (V)

korzystamy z faktu, ze suma wektora i wektora do niego przeciwnego jest wektorem
Zerowym
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T+ 0=+ (-)
korzystamy z faktu, ze wektor zerowy jest elementem neutralnym dodawania wektorow

7:$+(—?)

korzystamy z definicji odejmowania wektorow

i
U =w — v
Obrazowo mozemy powiedzie¢ (podobnie jak w rownoSciach zawierajagcych wyrazenia

algebraiczne), ze przeniesliSmy wektor v na drugg stron¢ znaku réwnosci ze
zmienionym znakiem.

Stownik

roznica wektorow

jesli okreslimy wektory jako uporzadkowane pary punktow w przestrzeni

. . . , = . — , .
dwuwymiarowej, to roznice wektorow u = [ug, us]i v = [vq, vo] okresdlamy jako:

- = : . y; —
u — v = [u; — vy, uy — vs], co mozemy tez przedstawi¢ za pomocg sumy wektora u

: : — L= — —
i wektora przeciwnego do v, co zapisujemy: ¥ + (— v | = w

element neutralny dodawania
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elementem neutralnym dowolnego zbioru A jest takie e € A, ze dla dowolnego elementu
a ze zbioru A zachodzi: e + a = a oraz a + e = a, np.: w zbiorze liczb catkowitych Z jest
to zero, a w zbiorze wektorow to wektor zerowy



Animacja

Polecenie 1

Zapozna sie z filmem samouczkiem. Na jego podstawie rozwiaz ponizsze zadanie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DQgij7jZ0

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejroznicy wektorow.



https://zpe.gov.pl/a/DQgij7jZ0

Polecenie 2

Na siatce zaznaczono kilkanascie punktow, ktore sg poczatkami i koncami pewnych
wektoréw. Potagcz w pary wektory rowne.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest tréjkat ABC. Wskaz wszystkie rownosci prawdziwe.

() AB—AC=CB

() BC— AC = AB

() AB—-CA=CB

() AB—BC = AC

Cwiczenie 2

Potacz w pary wektory réwne.
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AB— DB—CD
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BC — EC
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BA—CD — DA

CD - ED - AB

Cwiczenie 3

Dany jest czworokat wypukty ABC D, w ktérym E jest punktem przeciecia przekatnych.

CE + BE+ EA
—
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—
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Cwiczenie 4

Dany jest sze$ciokat foremny ABC DEF, w ktérym punkt przeciecia dtuzszych przekatnych
to G. Wybierz i zaznacz, ktory wektor jest rowny temu w pierwszej kolumnie.

Wektor
BA-CE-BC FA O ¢ O ¢ O FD O
ED-GD-EF FA O & O 7¢O FD O
S5_al-ch-EF FA O e O & O 7D O
AD - AF FA O ¢ O e O FD O
DC-DE-EF  FA O ¢ O ¢ O D O
GA-GF FA O ¢ O e O FD O
EB-EF-CcB FA O & O ¢ O FD O
ED - EF FA O ¢ O e O FD O
BG-BA-AF  FA O ¢ O ¢ O FD O
EA - BF FA O ¢ O e O FD O
DC-AF-DA  FA O F¢ O o O FD O
EG-EF-DG  FA O e O 7¢O FD O



Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania. Przeciagnij i upusé.

przeciwny ’ ‘ wektorem ’ ‘ przeciwny ’ ‘ trojkata ’ ‘ zerowy ’ ‘ neutralnym

Cwiczenie 6

Dany jest dowolny pieciokat wypukty ABC DE. Upro$¢ podane sumy wektorow i wybierz
wektor rowny z dang suma.

Suma wektorow
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Cwiczenie 7

= — =
Danyjest szesuokat foremny ABCDEF, gdzie AB - d ,BC=b,CD= ¢,DFE

EF — e , FA = f . Potacz w pary wektory rowne.

DA 7
BA B - T
CA B rd -
EA B G G G
FA 5 -F+¢

Cwiczenie 8

Dany jest szes’ciokat foremny ABCDEF, gdzie G jest punktem przeciecia dtuzszych

O T T SN )
przekatnych AB = a BC = b,CD = c .Potaczw pary wektory rowne.
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GA —C—-b-d+7¢



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: R6znica wektorow

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje
wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarowno analitycznie, jak
i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» dodaje lub odejmuej graficznie co najmniej dwa wektory,

» przedstawia wektor jako roznice wektorow,

» wykonuje dziatania dodawania i odejmowania wiecej niz dwoch wektorow za pomoca
metody trojkata i rownolegtoboku,

 analizuje i porownuje metody trojkata i rownolegtoboku,

» tworzy algorytm implementujacy metody trojkata i rownolegtoboku.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
« eksperyment myslowy;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji w temacie: ,R6znica wektorow”.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisujg ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie rozwiazujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel przypomina temat zajec: ,Roznica wektorow” i podsumowuje przebieg
zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,R0znica wektorow”).

Materialy pomocnicze:
e E-podreczniki - W jaki sposob nalezy sktada¢ wektory?
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,R6znica wektorow”.


file:///b/PPniKQNG4

