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samego kata

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Pierwszy odpowiednik funkciji trygonometrycznych prawdopodobnie pojawit si¢

w starozytnej Greciji, a byta to cieciwa, odpowiadajaca danemu tukowi. Wiele z twierdzen
trygonometrycznych byto znanych starozytnym Grekom, jednak w postaci odpowiednikow
operujacych dlugosciami tukow i cieciw, a nie miarami katow i stosunkami dlugosci bokow
trojkata. W trakcie lekcji omowimy zwigzki wystepujace pomiedzy funkcjami
trygonometrycznymi dowolnego kata.

Twoje cele

» Dowiesz sig, jakie zwiazki wystepujg miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata.

e Majac dang jedng funkcje trygonometryczng kata, wyznaczysz warto$ci pozostatych
funkcji trygonometrycznych.

» Wykorzystasz zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi do rozwigzywania
problemow matematycznych.




Przeczytaj

Juz wiesz
W ukladzie wspolrzednych dany jest okrag o promieniu r oraz kat srodkowy a.
Na ramieniu koicowym kata a zaznaczamy punkt P = (z; y).

Z wihasnosci trojkata prostokgtnego otrzymujemy, ze 7 = /22 + y2.

» Sinusem kata o nazywamy stosunek rzednejpunktu P do odlegtosci tego punktu od
poczatku ukladu wspotrzednych.

» Cosinusem kata a nazywamy stosunek odcietej punktu P do odleglosci tego punktu
od poczatku uktadu wspotrzednych.

» Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej punktu P do odci¢tej tego punktu.

Z powyzszych definicji otrzymujemy, ze:

e sina = £,
e cosa = 7,
o tga= L.

T

Przyktad 1



Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych sinus, cosinus i tangens kata «, jezeli
na jego ramieniu koncowym lezy punkt P = (—3; —2).

Rozwigzanie:

Z podanych wczes$niej zaleznoSci otrzymujemy, ze £ = —3,y = —2.

Zatemr = \/(—3)2 + (-2 =9 +4=+13.

Z definicji funkciji trygonometrycznych dla dowolnego kata otrzymujemy:

. 2 2v13
sina = N 3
3 3v13
cosa = ——=— = —
\/13 13
_ 2
tga = 3.
Wazne!
Jezeli:

a € (0°90°),tosina > 0,cosa > 0 oraztga > 0

a € (90°;180°),tosina > 0,cos o < 0 oraz tga < 0,

a € (180°;270°),tosina < 0, cosa < 0 oraz tga > 0,

a € (270°;360°),tosina < 0,cosa > 0 oraztga < 0.

Twierdzenie: zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi dowolnego kata

Dla dowolnego kata a zachodzg nastepujace zaleznosci:


javascript:void(0);

a) sin? a + cos? a = 1 (jedynka trygonometryczna),

b) tgo = 2

Dowéd

a) Z rysunku mozemy odczytac, ze: sina = £ oraz cosa = <
Po podstawieniu otrzymujemy:

.2 2 X e\2 _ ¥ | 2 _ Py P
sinfafcosta=(3) + () =w+F="F =7 =1

b) Z rysunku odczytujemy, ze tg o =

Z definicji sinusa oraz cosinusa kata o otrzymujemy:

Y
_ Yy _ ¥ _ sina
thé— r - cosa’
Wazne!
. N N . e 1 __ cosa
Z twierdzenia wynika zaleznos¢: - = {7

Przyktad 2

Wyznaczymy wartoéci funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli wiadomo, ze cos o = 2

3
oraz o € (270°;360°).

Rozwigzanie:


javascript:void(0);

Po podstawieniu do jedynki trygonometrycznej otrzymujemy, ze sin® o + (%)2 =1

Rozwigzujac rownanie otrzymujemy, ze sin® o = %, zatemsina = \ég lubsina = —@.
Poniewaz o € (2707;360°), wiec sina = —%.
i -3 _
W zwigzku z tym, tga = 225 = —% = — >,
3
Przyktad 3
Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli tg o = 2 oraz
a € (1807;2707).
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru tg o = 22‘;3 , otrzymujemy, ze 2 = 2)‘;3 ,wiec sina = 2 - cos a.
Otrzymang zalezno$¢ podstawiamy do jedynki trygonometrycznej. Otrzymujemy
rownanie:
2 2
(2-cosa)” +cos*a=1
Zatem 5 - cos® o = 1, wiec cos o = % lub cos a = —%.
Poniewaz o € (1807;270°), wigec cosa = —% oraz sin o = —25£.
Przyktad 4
;. .. sin® a-cos atcos? a
Uproscimy wyrazenie —
Rozwigzanie:
Stosujac zaleznosci pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi otrzymujemy:
sin® @-cos a+cos®a __ €OS oz-(sin2 a+cos’ 0‘) _ cosa __ 1
sin - sin a T sina ~ tga
Przyktad 5
Wyznaczymy warto$¢ wyrazenia cos « - tg o, jezeli cosa = —% oraz a € (1807;270°).
Rozwigzanie:
. C . . . sin o :
Po przeksztatceniu wyrazenie cos a - tg a jest postaci cosa - tga = cosa - -5, = sina.

Wartos¢ sin a wyznaczymy z wykorzystaniem jedynki trygonometryczne;j.

Otrzymujemy: sin® o + (—%)2 —1



Z rownania wynika, ze sin® a = %, wiec sina = 27‘/6 lubsina = — 2T‘/6.
Poniewaz o € (180°;270°), zatem sin @ = —QT*/E.

Szukana warto$¢ wyrazenia wynosi sina = — %ﬁ .

Przyktad 6

Sprawdzimy, czy istnieje kat o, dla ktoérego tga = —3 oraz cosa = % .

W celu sprawdzenia, czy istnieje taki kat, wyznaczymy wartoSc¢ sin «, a nastepnie
wykorzystamy jedynke trygonometryczna.

sin o
cosa '

Otrzymujemy zatem: tg o =

Podstawiajac, otrzymujemy rownanie: —3 = 222 wiec sina = —
T

4

w[eo

Sprawdzamy, czy zachodzi réwnos¢ sin® a + cos? a = 1.

Po podstawieniu mamy: (—%)2 + (%)2 =2 =12

Zatem nie istnieje taki kat.

Stownik

jedynka trygonometryczna

2 2

sin“a+cos“a =1

tangens dowolnego kata

sin
cos «

tga =




Infografika

Polecenie 1

Przeanalizuj infografike, a nastepnie wykonaj polecenie.

L)
1 Y A l
sina + sino —+
cosa — cosa +
tgaxy — tgar +
‘ ctgax — ctga +
\ . .
1 sinae — 0 sinae — %
coso — cosa +
tgar + tgax —
n ctgar + ctgar — V2
Tozsamosci trygonometryczne > Przyktad @
sin?c¢ + cos’ar = 1
e tgaw = (S:g;‘(’; dla o« # 5 + k7, gdziec ke Z > Przyktad @

1. {audio}Znaki funkcji trygonometrycznych w ¢wiartkach ukladu wspoétrzednych. \

2. {audio}Funkcje trygonometryczne dowolnego kata obliczamy ze wzorow
r=""0OP”" = \/a:2 + 32

sina =

3|

Cos & —

38

tga =<, gdyz #0
3. {audiolJedynka trygonometryczna
4. {audio}Tangens dowolnego kata

5.{audio}Jezeli na ramieniu koncowym kata lezy punkt P = (—3;4), to

sina =

SN



cosa — —

[S3{[9%)

tga = —%

6. {audio}Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych kata, jezeli sin o =

w|r—~

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy, ze cos o = 27\/5 lubcosa = —2Y2.
Zatemtga = 4 lubtga = V2

4

W ktorych ¢wiartkach ukladu wspotrzednych moze lezec¢ ten kat?

Polecenie 2

a) Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli cos a = %.

b) Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli na jego ramieniu koricowym
lezy punkt P = (1; —3).




Sprawdz sie

Cwiczenie 1

10

. /10
Q sina = —;

Cwiczenie 3

sina = %
sina = %
sina = %
sina = %

Cwiczenie 4
Wopisz odpowiednig liczbe.

O sina = 3vI0 icosa =

O sina = 31—\/01_0 icosa =

icosa =

sin® a cos at-cosd a

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

2sin«

Wyrazenie

tga

cos? «

Jezeli oo € (90°;180°) orazcosa = — 2, to sin o :
‘ VA || sva ’ ‘ Vil

2 21 5
Cwiczenie 2

Jezelitga = —3 oraza € (90°;180°), to:
V10

10

—V10

10

3v10
10

po uproszczeniu jest rowne

______________

Potacz w pary wartosci funkcji trygonometrycznych dla tego samego kata.

cosa = ZT\/E
cosa = @
cosa = 47‘/5
cosa = %




Cwiczenie 5
Rozwiaz krzyzowke.

Jednostka miary kata.
Poczatkowe lub koncowe kata.
Jedna z funkcji trygonometrycznych.

Inaczej iloraz dtugosci dwoch bokow.

oA 0 e

Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do dtugosci
przyprostokatnej lezacej przy tym kacie w trojkacie prostokatnym.

Cwiczenie 6

Czy istnieje kat, dla ktérego sin o = % oraztga = — 4=

O NIE

O TAK



Cwiczenie 7
Jezeli na ramieniu koricowym kata « lezy punkt P = (3; —3), to:

D sina = —@
(] tga=1
[:] wartos¢ r = 3\/5

V2
] cosa-tga = -5~

Cwiczenie 8

Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli cosa = —

NS



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus,
tangens;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje poznane zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata;

e wyznacza wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata, jezeli dana jest
warto$¢ jednej funkcji trygonometrycznej;

e upraszcza wyrazenia, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» objasnienie nowejwiedzy;
e zuzyciem e-podrecznika;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w Infografice i ¢wiczenia
interaktywne.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e e-podrecznik;

e komputery z dostepem do internetu dla uczniow;
 arkusze szarego papieru.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przypomina podstawowe pojecia dotyczace tematu lekciji: ,Zwigzki miedzy
funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata’, nastepnie wskazuje cele zaje¢ oraz
ustala z nimi kryteria sukcesu i przechodzi do weryfikacji wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z treScig sekcji ,Infografika” Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Zwigzki
miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata”.



2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylem sig ...

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata”).

Materialy pomocnicze:
» Tozsamosci trygonometryczne
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji , Infografika” mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,,Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata”.
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