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Zrédto: Thuan Pham, domena publiczna.

Famigtowka Wiez Hanoi jest problemem, ktory polega na przeniesieniu danejliczby
krazkoéw - o roznych srednicach - z jednego stupka na drugi tak, aby docelowo byty
ulozone w kolejnosci od najwiekszego do najmniejszego. Zagadka ta oparta jest na legendzie
o buddyjskich mnichach, ktorzy pojedynczo majg przenies¢ 64 krazki, czyli w celu
rozwigzania problemu musza wykona¢ az 2% — 1 ruchéw. W e-materiale Zagadka Wiez
Hanoi przedstawiliSmy najwazniejsze informacje dotyczgce tego zagadnienia.

W tym e-materiale poznasz implementacje algorytmu rozwigzywania problemu Wiez Hanoi
w jezyku C++.

Wiecej przykladow, ¢wiczen i rozwigzan znajdziesz w e-materiale Zagadka Wiez Hanoi -
zadania maturalne.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostalych e-materiatach z tej serii:

e Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Java,
» Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Python.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjasnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:
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Ciag okreslony rekurencyjnie,

Ciagg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

Wzor ogo6lny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

Ciagg arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.
Twoje cele

o PrzeSledzisz algorytm rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.

» Przeanalizujesz implementacje algorytmu rozwigzania zagadki Wiez Hanoi w jezyku
Ctt.

» Rozwigzesz samodzielnie zadania zwigzane z zagadkg Wiez Hanoi.
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Przeczytaj

Przedstawienie problemu

Wiesz juz, ze zagadka Wiez Hanoi polega na przeniesieniu krgzkoéw o roznych Srednicach
z jednego stupka na drugi. Warunkiem poprawnego rozwigzania zadania jest pojedyncze
przenoszenie kazdego krazka, ktory znajduje si¢ na szczycie, a takze brak mozliwosci
potozenia krazka o wigkszej Srednicy na krazku o mniejszej srednicy. Do dyspozycji mamy
jednak pomocniczy stupek, na ktory mozemy tymczasowo naktadac¢ krazki.

Zatem mamy trzy stupki: A, B, C oraz n krgzkow. Poczatkowo wszystkie krazki potozone sa
na stupku A. Docelowo wszystkie krazki majg znalez¢ si¢ na stupku C. Pomocniczym
stupkiem jest stupek B. Celem naszego zadania jest przedstawienie ciggu ruchow,
opisujacego rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi.

A B C

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Implementacja algorytmu w jezyku C++

Zagadke Wiez Hanoi dla n kragzkow rozwigzemy w sposob rekurencyjny. Program
przetestujemy dla trzech krazkow.

Specyfikacja:
Dane:

e n - liczba krazkow; liczba naturalna dodatnia
e A -nazwa stupka poczatkowego; znak
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e B -nazwa stupka pomocniczego; znak
» C - nazwa stupka docelowego; znak

Wynik:

Program na standardowym wyjSciu wypisuje ciagg ruchoéw opisujacy rozwigzanie zagadki
wiez Hanoi dla n krgzkow, gdzie poczatkowo wszystkie znajdujg sie na stupku A. Na koncu
wszystkie krazki majg znalez¢ si¢ na stupku C, a pomocniczym stupkiem jest B.

Tworzymy funkcje o nazwie hanoi (), ktérej przyjmowanymi parametrami wejsciowymi
bedzie n, czyli liczba krazkow, a nastepnie A, B, C, czyli nazwy stupkéw: poczatkowego,
pomocniczego, a takze koncowego.

1 #include <iostream>

2 using namespace std;

3

4 void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
5

6}

Nastepnie, gdy liczba krazkow jest wieksza od 0O (dla liczby kragzkoéw rownej 0 zajdzie
przypadek bazowy), mozemy wykonywac algorytm. Wywotamy na poczatku rekurencyjnie
funkcje hanoi, ktora zrealizuje przeniesienie n - 1 gornych krazkow ze stupka A na
stupek B. Na stupku A pozostanie tylko jeden, n-ty, najwiekszy krazek. Reszta krazkow
bedzie natozona na stupek B.

1 #include <iostream>
2 using namespace std;

3

4 void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
5 if (n > 0) {

6 hanoi(n - 1, A, C, B);

7 }

8}

Operacje przeniesienian - 1 gérnych krazkow ze stupka A na stupek B przedstawia
ilustracja:
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Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Najwiekszy krazek musi zosta¢ przelozony na stupek docelowy C. Wypisujemy zatem na
ekran komunikat: ,Przeniesienie z” A ,do” C.

1 #include <iostream>
2 using namespace std;

3

4 void hanoi(int n, char A, char B, char C) {

5 if (n > 0) {

6 hanoi(n - 1, A, C, B);

7 cout << "Przeniesienie z " << A << " do " << C << endl;
8 3

9%

Operacje przeniesienia n-tego krazka na stupek docelowy C, przedstawia rysunek:
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Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Na koniec musimy jeszcze wywolac¢ rekurencyjnie funkcje hanoi, aby przenies¢ n - 1
krazkow ze stupka B na stupek C, na ktorym potozony jest juz najwiekszy krazek.

Aby to zrealizowa¢, pierwszym przyjmowanym argumentem bedzie n - 1, poniewaz
chcemy przenie$¢ wtasnie takg liczbe krazkow. Drugim argumentem bedzie B, poniewaz
tym razem ten stupek jest stupkiem poczatkowym. Nastepnie umieszczamy A, poniewaz
w tej sytuacji bedzie on stupkiem pomocniczym, a na koncu stupek docelowy C.

1 #include <iostream>
2 using namespace std;

3

4 void hanoi(int n, char A, char B, char C) {

5 if (n > 0) {

6 hanoi(n - 1, A, C, B);

7 cout << "Przeniesienie z " << A << " do " << C << endl;
8 hanoi(n - 1, B, A, C);

9 3

10 }



A B C

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Teraz wystarczy wywotac¢ funkcje hanoi, np. dla trzech krazkow z nazwami stupkow: A, B,
C.

#include <iostream>
using namespace std;

1

2

3

4 void hanoi(int n, char A, char B, char C) {

5 if (n > 0) {

6 hanoi(n - 1, A, C, B);

7 cout << "Przeniesienie z " << A << " do " << C << endl;
8 hanoi(n - 1, B, A, C);

9

}
10 }
11
12 int main() {
13 hanoi(3, 'A', 'B', 'C");
14 return 0;
15 }

Ciagg ruchow otrzymany w wyniku wywotania funkcji dla trzech krazkow bedzie wygladat
nastepujgco:

e Przeniesienie z A do C
e Przeniesienie zAdoB
e Przeniesienie zCdo B



Przeniesienie z A do C

Przeniesienie z B do A

Przeniesienie z B do C

Przeniesienie z A do C

Zobaczmy jeszcze, jak bedzie wygladato drzewo wywotan rekurencyjnych dla wywotania
funkcji hanoi(3, 'A', 'B', 'C'").Dzieki niemu, bedziemy mogli zobaczy¢ wszystkie
wywolania funkcji hanoi. Lewa strzatka odchodzaca od danejfunkciji, bedzie wskazywata
na pierwsze wywolanie funkcji, umieszczone w szostejlinijce naszego kodu, natomiast
prawa strzatka wskaze nam drugie wywolanie, z 6smejlinijki. Aby odczyta¢ rozwigzanie
problemu z drzewa wywolan rekurencyjnych, najpierw musimy odczyta¢ ruchy z lewego
poddrzewa wezla, nastepnie ruch nalezacy do wezla - ojca, a na koncu ruchy z prawego
poddrzewa.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zagadka wiez Hanoi jest przyktadem zadania, ktorego ztoznoSc¢ obliczeniowa wzrasta
bardzo szybko wraz z liczbg krazkow n. Przedstawiony algorytm ma ztozonos¢ wyktadnicza,
to znaczy O(2").

Stownik

algorytm rekurencyjny

algorytm, w ktorym funkcja lub procedura wywotuje samg siebie; parametry wywotlania
takiej funkcji lub procedury rekurencyjnej mogg si¢ zmienia¢; odwotania rekurencyjnie
pozostawiajg na stosie systemowym adres i parametry powrotu do danej funkciji lub
procedury

zagadka Wiez Hanoi

problem, polegajacy na przeniesieniu wiezy z krgzkow z jednego stupka na drugi, przy
czym mozna przenosic tylko po jednym krazku z wierzchu stosu; nie jest dozwolone
potozenie wigkszego krazka na mniejszym

przypadek bazowy
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warunek w funkcji rekurencyjnej, po spetnieniu ktorego funkcja nie wywotuje same;j
siebie po raz kolejny
ztozonos¢ wyktadnicza

ztozonos¢, ktora jest okreslona za pomoca funkcji wyktadniczej, rosnie wyktadniczo
w zaleznosci od rozmiaru danych wejsciowych n



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Przeanalizuj symulacje interaktywna, wizualizujaca kolejne kroki rozwigzania zagadki Wiez
Hanoi, dla wybranej liczby krazkéw, gdzie na poczatku wszystkie krazki znajduja sie na stupku
A, na koncu powinny znalez¢ sie na stupku C, a stupkiem pomocniczym jest stupek B.
Przeanalizuj kolejne kroki dla jednego, dwoch, trzech, a nastepnie dla czterech krazkéw.
Zauwaz, ze rozwigzanie dla czterech krazkéw budujemy na podstawie rozwigzania dla trzech
krazkéw, rozwigzanie dla trzech krazkéw budujemy na podstawie rozwigzania dla dwéch
krazkow itd.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DVctv8oxJ

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi symulacji.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Napisz program wyswietlajacy liczbe ruchéw niezbednych do rozwiazania zagadki wiez Hanoi
dla k krgzkéw. Twéj program powinien wypisac na ekranie liczbe wykonanych ruchéw.
Przetestuj swoj program dla 7 kragzkow.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e k - liczba krazkéw; liczba naturalna
Wynik:

Program wypisuje liczbe ruchéw, niezbednych do rozwigzania zagadki wiez Hanoi dla k
krazkow.

Twoje zadania

1. Program wyswietla liczbe ruchéw opisujacych rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla k
krazkéw.

1 #include <iostream>

2 using namespace std;

3

4 int licznik;

5 int k;

6

7 void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
8 // Tutaj dopisz kod
9}
10
11 int main() |
12 licznik = 0;
13 k = 7;
14






Cwiczenie 2 O

Napisz program, ktory bedzie wypisywat m-ty ruch, opisujgcy rozwigzanie Wiez Hanoi dla n
krazkéw. Niech odpowiedz bedzie w postaci: ,Przeniesienie z X do Y”. Przetestuj swdj program
dla wiezy sktadajacej sie z oSmiu krazkdw i wypisz piaty ruch.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba kragzkéw; liczba naturalna
e m - numer ruchu, ktéry ma zosta¢ wypisany; liczba naturalna dodatnia, m < 2"
Wynik:
Program wyswietla m-ty ruch opisujacy rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla n krgzkow.

Twoje zadania

1. Program wyswietla opis m-tego ruchu, rozwigzujacego zagadke Wiez Hanoi dla n
krazkéw.

#include <iostream>
using namespace std;
int licznik, n, m;

void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
// Tutaj dopisz kod
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int main() {
licznik = 9;
n = 8;
m=5;
hanoi(n, 'A', 'B', 'C');
return 0;
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Cwiczenie 3 @

Napisz program, ktory bedzie wypisywat liczby kragzkéw na poszczegolnych stupkach, po
wykonaniu m-tego ruchu opisujacego rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla n krgzkéw. Na
poczatku wszystkie krazki powinny znajdowac sie na stupku poczatkowym. Jako pierwsza
powinna zostac¢ wypisana liczba krazkéw na stupku poczatkowym, nastepnie - w nowej linii -
liczba kragzkéw na stupku pomocniczym, a na koricu - w trzecigj linii - liczba krgzkéw na
stupku docelowym. Przetestuj swoj program dla dziesigtego ruchu, dla wiezy sktadajacej sie

z osmiu krazkow.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba krazkow; liczba naturalna

e m - numer ruchu, po ktérym ma zosta¢ wypisana liczba krazkéw na stupkach; liczba
naturalna dodatnia, m < 2"

Wynik:

Program wypisuje liczby krazkéw na stupkach: poczatkowym, pomocniczym, docelowym, po
wykonaniu m-tego ruchu opisujgcego rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla n krazkéw.

Twoje zadania

1. Program wyswietla liczbe krgzkéw na stupkach: poczatkowym, pomocniczym,
docelowym (kazdy w nowej linii), po wykonaniu m-tego ruchu opisujgcego rozwigzanie
zagadki Wiez Hanoi dla n krazkéw.

#include <iostream>
using namespace std;
int licznik, n, m, krazkiNaA, krazkiNaB, krazkiNaC;

void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
// Tutaj dopisz kod

o ~N O Ol A WDN B



9 int main()

10
11
12

13
14

1

licznik =
krazkiNaB
krazkiNaC
n = 8;

Iy va=l-4aNlAA
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Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Zagadka Wiez Hanoi w jezyku C++
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):



o PrzeSledzisz algorytm rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.

» Przeanalizujesz implementacje algorytmu rozwigzania zagadki Wiez Hanoi w jezyku
Ct+.

» Rozwigzesz samodzielnie zadania zwigzane z zagadkg Wiez Hanoi.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostg¢pnia e-materiat:
»Zagadka Wiez Hanoi w jezyku C++". Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj” dotyczgacymi programowania.

Faza wstepna:

1. Wyswietlenie przez nauczyciela tematu i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia
kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:



1. Uczniowie analizujg przyklad z sekcji ,,Przeczytaj’ i powtarzaja zaprezentowane
rozwigzanie na swoim komputerze.

2. Praca z multimedium. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajg si¢ z trescia
polecenia nr 1: ,Przeanalizuj symulacje interaktywng wizualizujgca kolejne kroki
rozwiazania zagadki Wiez Hanoi dla wybranejliczby krazkow. Sprobuj zapisac
rozwiazanie tego zadania dla trzech krazkow. Zastanow sie, czy przedstawiona
symulacja moze ci znaczaco poméc w wykonaniu tego zadania? Ile krokow nalezy
wykona¢ dla trzech, czterech i dla pieciu kragzkow?” z sekciji ,Symulacja interaktywna”
i wspolnie analizujg kolejne kroki rozwigzania postawionego problemu.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze bedg rozwigzywac
¢wiczenie nr 1 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Uczniowie wykonujg je w parach. Po ustalonym
czasie nastepuje porownanie napisanych kodéw podczas wspolnego oméwienia
rozwiazan.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat lekcji zawarty w sekcii
~Wprowadzenie” i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego
uczniowie si¢ nauczyli).

2. Wybrany uczen podsumowuje zajgcia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen z programowania w jezyku
C++.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Symulacja interaktywna” mozna wykorzysta¢ na lekciji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy uczniow.



