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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W manuskryptach sredniowiecznych mozna znalez¢ zapisany problem, zwany zadaniem

o podziale stawki. Wyobrazmy sobie, ze dwaj gracze A i B umowili sie, ze kwote np. 1000 z
zdobedzie ten, kto pierwszy wygra trzy partie (przy czym remisy uznaje si¢ jako partie
nierozstrzygniete).

Gre musiano przerwac, gdy A wygrat dwie partie, a B jedng. Jak zatem nalezy podzieli¢
ustalong kwote?



Grajacy w karty
Autor: Caravaggio
Rok wykonania: 1597

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Jakie masz propozycje?

Jeden z wloskich pietnastowiecznych matematykow L. Pacioli zaproponowat, aby podzieli¢
ustalong kwote proporcjonalnie do liczby rozegranych partii.

Natomiast w 1654 r. francuscy matematycy B. Pascal i P. Fermat podali inne rozwigzanie.
Ustalong kwote nalezy podzieli¢ proporcjonalnie do prawdopodobienstwa wygranejw grze,
tak jak gdyby jejnie przerwano. Pascal podat rowniez wzor ogdlny na podziat ustalonej
stawki. Jaki - pozostawiamy Twojej dociekliwosci.

Teraz rozpoczniesz dopiero zglebianie tajemnic rachunku prawdopodobienstwa. Poznasz
kilka podstawowych poje¢ i zaleznosci.

Twoje cele

Podasz przyktady doswiadczen losowych.
Okreslisz zbior zdarzen elementarnych danego doswiadczenia losowego.
Rozpoznasz zdarzenia pewne oraz zdarzenia niemozliwe.

OkresSlisz zdarzenia sprzyjajace danemu zdarzeniu.



Przeczytaj

Doswiadczenie losowe

Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje si¢ analiza praw rzadzacych zjawiskami
przypadkowymi, czyli takimi, ktorych wyniku nie da si¢ przewidzie¢. Do zdarzen
nieprzewidywalnych nalezy na przykiad rzut monetg, czy wyciggnig¢cie karty z talii.

O dwoch doswiadczeniach przebiegajacych w identycznych warunkach, majacych te same
zbiory kontrolowanych przyczyn, méwimy, ze sg identyczne. Doswiadczenie, ktore mozna
przeprowadzi¢ dowolnie wiele razy, nazywamy do§wiadczeniem powtarzalnym.

Przyktad 1

e Masa przedmiotu jest stata. DoSwiadczenie polegajgce na pomiarze masy danego
przedmiotu jest doSwiadczeniem powtarzalnym.

» Pomiar czasu palenia si¢ danejSwiecy jest zdarzeniem niepowtarzalnym, bo Swieca
ulegnie spaleniu po pierwszym doswiadczeniu.

Zjawiska polegajace na przeprowadzaniu duzejliczby tych samych doswiadczen,
nazywamy zjawiskami masowymi.

W rachunku prawdopodobienstwa jednym z podstawowych pojec jest doswiadczenie
losowe.

Doswiadczenie losowe, to doswiadczenie, ktére moze by¢ powtarzane dowolnie wiele
razy w identycznych (lub zblizonych) warunkach i ktérego wyniku nie daje si¢
jednoznacznie przewidziec.

Wynik doswiadczenia losowego bedziemy nazywac zdarzeniem losowym (krotko:
zdarzeniem).

Przyktad 2
Przyklady zdarzen losowych:

e wyciaggniecie asa z talii 52 kart,
» uzyskanie liczby oczek wigkszejod 4 w rzucie koscig do gry,
o wypadni¢cie dwoch ortow w rzucie dwoma monetami.

Zbior zdarzen elementarnych



Pojedyncze (najprostsze) wyniki danego doSwiadczenia nazywac bedziemy zdarzeniami
elementarnymi.

Zdarzenie elementarne oznaczac¢ bedziemy zwykle literg omega: w.

Na przyktad w rzucie kostka zdarzenia elementarne to wszystkie mozliwe liczby oczek,
ktore mogg wypas¢ w jednym rzucie.

Wazne!

W rachunku prawdopodobienstwa zdarzenie elementarne jest pojeciem pierwotnym,
czyli niedefiniowalnym.

Zdarzenia elementarne danego doswiadczenia losowego maja nastepujace wiasnosci:

e dane zdarzenie moze zajs¢ lub nie,
 zajscie jednego zdarzenia wyklucza zajScie innego zdarzenia,
» jedno ze zdarzen na pewno zajdzie.

Zbior wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego doSwiadczenia losowego
nazywamy zbiorem zdarzen elementarnych (przestrzenia zdarzen elementarnych).

Zbior zdarzen elementarnych bedziemy oznaczac: (2. Do naszych celow przyjmiemy, ze
zbior ten jest zbiorem skonczonym.

Liczbe elementow tego zbioru (moc zbioru), bedziemy oznaczac jako |2
Przyktad 3

Doswiadczenie polega na rzucie symetryczng kostka do gry.

Zbior zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia:

Q={1, 2, 3, 4,5, 6}

gdzie:

1 - wypadniecie jednego oczka,
2 - wypadnig¢cie dwoch oczek,
3 - wypadniecie 3 oczek, itd.

Zatem: |} = 6.
Przyktad 4

Z pudta, w ktorym znajduje si¢ jedna kula biala, jedna kula zielona i jedna kula niebieska,
losujemy jedng kule.

Zbior zdarzen elementarnych dla tego doSwiadczenia:




Q={b, z, n}

gdzie:

b - wylosowanie kuli bialej,

z — wylosowanie kuli zielonej,

n — wylosowanie kuli niebieskie;j.

Zatem: |Q}| = 3.

Przyktad 5

Doswiadczenie polega na dwukrotnym rzucie monetg.
Zbior zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia:
2 ={(0, 0), (0, R), (R, 0), (R, R)}

gdzie:

(O, O) - wyrzucenie orta za pierwszym i drugim razem,

(O, R) - wyrzucenie za pierwszym razem orla, za drugim reszki,
(R, O) - wyrzucenie za pierwszym razem reszki, za drugim orta,
(R, R) - wyrzucenie reszki za pierwszym i drugim razem.

Zauwazmy, ze zbior zdarzen elementarnych ma posta¢ par uporzadkowanych.

Zatem |Q| = 4.

Zdarzenie losowe
Definicja: Zdarzenie losowe

Kazdy podzbior zbioru zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem losowym
(zdarzeniem).

Zdarzenia losowe oznacza¢ bedziemy wielkimi literami alfabetu: A, B, C,...

Niech A oznacza zdarzenie: w rzucie symetryczna kostkg do gry wypadta liczba oczek
wieksza od 4.

Powiemy, ze zachodzi zdarzenie A, gdy wypadlo 5 lub 6 oczek.
A = {5, 6}

Poniewaz A C Q, gdzie Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, zatem A jest podzbiorem zbioru
wszystkich zdarzen elementarnych (2.

Elementy zbioru A nazywamy wynikami sprzyjajacymi zdarzeniu A.



Przyktad 6

W tym samym doswiadczeniu losowym rozne zdarzenia losowe mogg zawierac rozne
zbiory wynikow. Na przyktad w rzucie symetryczng kostka do gry.

A = {5} - wypadta liczba oczek podzielna przez 5,

B = {1, 3, 5} - wypadla nieparzysta liczba oczek,

C =11, 2, 3,4, 5} - wypadia liczba oczek mniejsza od 6.
Definicja: Zdarzenie pewne

Zdarzeniem pewnym A, gdzie A C (2, nazywamy zdarzenie losowe, ktéremu sprzyjaja
wszystkie zdarzenia elementarne, tworzace zbior (2.

Zauwazmy, ze jesli zdarzenie losowe A jest zdarzeniem pewnym, to A = (2.
Definicja: Zdarzenie niemozliwe

Zdarzeniem niemozliwym A, gdzie A C (2, nazywamy zdarzenie losowe, ktéremu nie
sprzyjaja zadne zdarzenia elementarne, tworzace zbior 2.

Zauwazmy, ze jesli zdarzenie losowe A jest zdarzeniem niemozliwym, to A = (.
Przyktad 7
W rzucie symetryczng kostkg do gry:

» zdarzenie pewne: wyrzucenie liczby oczek mniejszejod 7,
» zdarzenie niemozliwe: wyrzucenie liczby oczek wigkszejod 7.

Przyktad 8
Ze zbioru {1, 3, 7} losujemy dwie cyfry i tworzymy z nich liczbe dwucyfrowa.

e Zdarzenie pewne: utworzona liczba jest nieparzysta.

e Zdarzenie niemozliwe: utworzona liczba jest podzielna przez 5.

Stownik
zdarzenie losowe

kazdy podzbior zbioru zdarzen elementarnych
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Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapozna;j sie z filmem edukacyjnym, ktéry pokazuje historie i wspotczesne znaczenie rachunku

prawdopodobienstwa.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsimQs52D

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacej podstawowych zagadnien rachunku

prawdopodobienstwa.

Polecenie 2

W danej przestrzeni zdarzen elementarnych istnieje tylko jedno zdarzenie pewne. Mozna je
jednak opisac¢ na rézne sposoby. Rozwazmy doswiadczenie losowe: z pudta zawierajgcego kule
ponumerowane 2, 4, 6, 8 losujemy jedng kule. Okresl przestrzen zdarzen elementarnych dla
tego doswiadczenia oraz zdarzenie pewne i opisz je na co najmniej dwa sposoby.



https://zpe.gov.pl/a/DsjmQs52D

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz zdarzenie, ktore nie jest zdarzeniem losowym.

() Wylosowanie krdla z talii 52 kart do gry.
() Wybor jednej liczby ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4}.
() Pomiar predkosci wiatru 11 maja.

() Wylosowanie parzystej liczby oczek w rzucie symetryczng kostka do gry.

Cwiczenie 2

Sposrdd cyfr {1, 2, 3, 4} losujemy bez zwracania jedna cyfre, ktérg uwazamy za cyfre
jednosci. Nastepnie z pozostatych cyfr losujemy jedna cyfre, ktérg uwazamy za cyfre
dziesigtek. Otrzymujemy w ten sposéb liczbe dwucyfrowa. Liczba wszystkich zdarzen
elementarnych tego doswiadczenia jest rowna:

O 8
O 16
O 4

O 12




Cwiczenie 3

Potacz w pary - opis doswiadczenia i zbiér zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.

Wyciagamy kule z pudta zawierajgcego
3 ponumerowane kolejno kule biate i 2
ponumerowane kolejno kule zielone.

Z pudta zawierajacego karteczki
z zapisanymi liczbami 1, 4, 6 losujemy
najpierw jedng karteczke, zatrzymujemy
j3, a nastepnie losujemy druga
karteczke. Tworzac w ten sposéb liczby
dwucyfrowe.

Z pudta zawierajacego karteczki
z zapisanymi liczbami 1, 4, 6 losujemy
najpierw jedng karteczke, wrzucamy ja
z powrotem do pudta, a nastepnie
losujemy drugg karteczke. Tworzac
w ten sposob liczby dwucyfrowe.

Woyciggamy kolejno dwie kule (bez
zwracania) z pudfa zawierajacego
ponumerowane kolejno dwie kule biate
i jedna zielona.

0= {(1?4)’ (176)’ (1’1)7 (476)7 (471)’ (

Q= {b17 b27 b37 21, 22}

Q= {(1,4), (1,6), (4,6), (4,1), (6,1)

Q= {(bh b2)7 (bla Z), (b27 b1)7 (b27 Z), (



Cwiczenie 4

Uzupetnij zapisy, wpisujac liczby okreslajgce ilo$¢ zdarzen elementarnych dla danego
doswiadczenia losowego.

1. Rzut trzema monetami: |} :‘ ’

2. Rzut trzema symetrycznymi kostkami do gry: |Q2| :‘

3. Tworzenie ze zbioru cyfr 1,3, 7, 9 liczb trzycyfrowych o niepowtarzajacych sie

cyfrach: |Q| = ‘ ’

4. Tworzenie liczb pieciocyfrowych z cyfr: 0, 6, 7, 8, 9, przestawiajac te cyfry w dowolny

sposoéb: || = ‘ ’

Cwiczenie 5

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Jedli A = Q, to zdarzenie A jest zdarzeniem pewnym.

(] Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzyjajacymi zdarzeniu A.

(] Zdarzenie elementarne to inna nazwa zdarzenia losowego.

Zdarzenie niemozliwe A, gdzie A C (), to zdarzenie losowe, ktéremu sprzyjaja tylko
niektore zdarzenia elementarne, tworzace zbiér ().



Cwiczenie 6

Scianki czworoscianu foremnego ponumerowane sg odpowiednio: 1, 2, 3, 5. Rzucamy
dwukrotnie czworoscianem i odczytujemy za kazdym razem liczbe zapisang na $ciance, na
ktérg upadt czworoscian.

Potacz w pary opis zdarzenia i sprzyjajace mu zdarzenia elementarne.

lloczyn uzyskanych liczb jest wiekszy od -

Wartos$¢ bezwzgledna réznicy
uzyskanych liczb jest réwna 1.

A= {(17 2)7 (27 1)7 (37 2)7 (2’ 3)}

lloczyn uzyskanych liczb jest liczbg
pierwsza.

A=A{(1, 2), (1, 3), (1,5), (2, 1), (¢

Suma uzyskanych liczb jest sze$cianem
liczby naturalnej.

A=1(5), (5,3)}
Cwiczenie 7 @

Trzej strzelcy strzelajg do jednego celu. Strzat celu oznaczamy liczbg 1, a niecelny liczbg 0.

Zdarzeniem elementarnym jest trojwyrazowy cigg strzatéw oddanych przez strzelcéw. Zapisz
zbior zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu T' - cel zostat co najmniej raz trafiony.

Cwiczenie 8 @
Zbiér zdarzen elementarnych dla pewnego doswiadczenia opisany jest nastepujgco:
Q={(m, n): me{l, 5}, ne {M, K, L}}

Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne nalezace do tego zbioru.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa III lub IV
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» podaje przyktady doswiadczen losowych

» okresla zbior zdarzen elementarnych danego doswiadczenia losowego
e rozpoznaje zdarzenia pewne oraz zdarzenia niemozliwe

» okresla zdarzenia sprzyjajagce danemu zdarzeniu

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mini - inscenizacja
» plakat zaleznoSci



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie ogladaja film edukacyjny, bedacy wprowadzeniem do rachunku
prawdopodobienstwa.
Zastanawiajg sie przy tym, dlaczego probabilistyka jest jedng z najdynamiczniej
rozwijajacych sie gatezi matematyki.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Grupa uczniow prezentuje mini - inscenizacje , ktorg przygotowata w domu,
przyblizajacg podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa, zwigzane ze
zdarzeniami losowymi.

2. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj’

i sporzadzajg plakaty, prezentujace zaleznoSci miedzy poznanymi pojeciami. Te plakaty
powinny by¢ umieszczone w klasie i by¢ dostepne dla uczniow w ciggu catego czasu
poswieconego na zglebianie tajemnic rachunku prawdopodobienstwa.

Faza podsumowujaca:

1. Przedstawiciele grup prezentuja wykonane przez grupy plakaty, liderzy przedstawiajg
swoje spostrzezenia na temat pracy grup.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i ,aktorow”

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wlasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych


file:///b/P12EXfBBR

Wskazowki metodyczne:

Film edukacyjny, bedgcy wstepem do rachunku prawdopodobienstwa mozna
zaprezentowac uczniom dopiero w temacie Pojecie prawdopodobienstwa.



