Rownanie ogdlne prostej

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie
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Zrédto: Marc Olivier Jodoin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Rownanie kierunkowe prostejjest przydatne w rozwigzywaniu zadan z geometrii
analitycznej. Pomimo wielu zalet (m.in. bardzo praktycznejinterpretacji wspotczynnikow,
ktora pozwala btyskawicznie przechodzi¢ od rownania do wykresu i z powrotem) ma jedng
zasadniczg wade: nie mozna nim opisa¢ prostych, ktore nie sg wykresami funkciji liniowe;j,
czyli prostych rownolegtych do osi Y. Dlatego wlasnie potrzebujemy innego rodzaju
rownania - takiego, ktore obejmie wszystkie proste narysowane w prostokgtnym uktadzie

wspotrzednych.
Twoje cele

Rozpoznasz prostg opisang rownaniem ogolnym.

Przeksztalcisz rownanie kierunkowe prostejna rownanie ogoélne.
Przeksztalcisz rownanie ogolne prostejna rownanie kierunkowe.

Odczytasz z rownania ogolnego prostej wspoirzedne jej wektora normalnego.




Przeczytaj

Roéwnaniem kierunkowym
y=ax+b, a,beR

mozna opisac¢ kazdg prostg, ktora nie jest rownolegta do osi Y. Proste réownoleglte do osi Y
opisuje si¢ rOwnaniami postaci

r=a, ackR.

W geometrii analitycznej czesto uzywa si¢ tzw. rownania ogélnego, ktore obejmuje kazda
prostg narysowang w uktadzie wspolrzednych. Ma ono postac

Ax + By+ C =0,
gdzie A, B,C € R, (A, B) # (0,0).

Warunek (A4, B) # (0, 0) oznacza, ze wspotczynniki A i B nie sa rownoczes$nie rowne zeru.
Czasami zapisuje si¢ ten fakt inaczej:

A% + B? > 0albo A% + B? #£0.

Zauwazmy, ze warunek ten jest niezbedny, aby rownanie opisywato prosta. Gdyby bowiem
A i Bbyly jednocze$nie rowne zeru, rownanie Az + By + C' = 0 opisywaloby:

e zbior pusty, gdy C # 0 albo
e calg plaszczyzne, gdy C' = 0.

Zwrbécmy jeszcze uwage, ze rownanie Ax + By 4+ C = 0 opisuje:

a)

prostg rownoleglta do osi X, gdy A = 01 B # 0, rbwnanie tej prostej to

y=—%.
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Przyktad 1
Aby narysowac prosta o danym réwnaniu ogolnym
3z —2y+6=0,

wystarczy wyznaczy¢ wspolrzedne punktoéw przeciecia prostej z osiami uktadu
wspotrzednych. Wspotrzedne punktu przeciecia prostej z osia X sg postaci (g, 0),
zatem mozemy do réwnania prostej podstawic

x =y, y=0.

Wobwczas otrzymujemy kolejno:

3xg—2-04+6=0

3xg = —6

Ty = —2

Zatem punkt przeciecia z osig X ma wspoétrzedne (—2,0).

Wspoétrzedne punktu przeciecia prostejz osia Y sg postaci (0, yp ), zatem mozemy do
rownania prostej podstawic

xzoay:yO'



Wowczas otrzymujemy kolejno:

3:-0—2yp+6=0

—2yp = —6

Yo = 3.

Zatem punkt przeciecia z osig X ma wspotrzedne (0, 3).

Wystarczy zatem poprowadzi¢ prostg przez punkty (—2,0) i (0, 3), aby otrzyma¢ wykres
rownania

3z —2y+6=0

dx—2y+6=0

Przyktad 2

Rownania kierunkowe prostej zapiszemy w postaci ogolne;.

Rownanie kierunkowe prostej Rownanie ogodlne prostej
y=axr+b ax—y+b=0
y=—3x+ 2 3z —y+v2=0
dlaa = -3,b=+2 daAd=-3,B=-1,C=+2

Y =TT mx—y=20
dlaa=mb=0 daA=m,B=-1,C=0
y=—2,b y+2,5=0

a=0b=-25 daAd=0B=1C=25
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Rownanie kierunkowe prostej Rownanie ogolne prostej
y=0 y=0
dlaa=0,b=0 daAdA=0,B=1,C=0

Aby rownanie kierunkowe przeksztalci¢ do ogolnego, wystarczy przenieS¢ wszystkie
sktadniki na jedna strone rownania i uporzadkowac je tak, aby najpierw wystapit sktadnik
ze zmienng x, pozniej sktadnik ze zmienng y, a na koncu wyraz wolny. Zwro¢my przy
okazji uwage, ze jesli prosta opisana jest rownaniem kierunkowym, to jest ono tylko jedno.
Natomiast kazda prosta ma nieskonczenie wiele rownowaznych réwnan ogolnych.

Przyktad 3

Do kazdego z rownan dopiszemy rownania rOwnowazne opisujace te sama prosta.

Rownanie 1 Rownanie 11 Rownanie 111 Rownanie IV
3z —4y+1=0 -3z+4y—1=0 6z—8y+2=0 3z-2y+1=0
—5z+ 7y =0 b — Ty =0 2z—Ly=0 152 — 21y =0

20 —3=0 —10z+15=0 T— 3= 2r-1=0

y=20 2y =10 —3y=0 0,73y =0

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi Y, czyli wspotczynnik B w réwnaniu
Az + By + C = 0 jest r6zny od zera, to réwnanie ogélne mozna przeksztalci¢ do
kierunkowego, wyznaczajgc zmienng y w zaleznosci od zmiennej x.

Przyktad 4

Przeksztalcimy rownanie ogolne prostejna jej rownanie kierunkowe.
2 —3y+7=0

Od obu stron rownania odejmujemy 2z i 7, otrzymujac
—3y=—-2¢—-7

Obie strony rownania dzielimy przez (—3), otrzymujac

y=g5z+3

Wprowadzimy jeszcze jedno uzyteczne pojecie zwigzane z prostg. Mianowicie do kazde;j
prostej mozemy narysowac nieskonczenie wiele wektoréw prostopadtych - kazdy z nich
nazywamy wektorem normalnym proste;.

Wykorzystujac iloczyn skalarny wektoréw, mozna udowodni¢, ze wspolrzedne jednego z
wektoréw normalnych prostejo rownaniu Az + By + C = 0 sgréowne [A, B.
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Przyktad 5

Do podanych prostych podamy wspotrzedne przyktadowych wektorow normalnych.

Rownanie Przykladowe rownania Wspolrzedne przykladowych wektorow
kierunkowe ogolne normalnych
5= 1
Y= 5 Yy 5 0 [07 ]
2y—10=0 0, 2]
3xr—y=0 3, —1]
-5y =0 15— 7]
2e+y+1=0 2,1]
=2z -1
y= —6z—3y—3=0 (—6, 3]
z—3=0 [1,0]
brak
e 10z — 30 =0 10, 0]
Stownik

réwnanie ogdlne prostej

rownanie postaci Az + By + C =0, gdzie wspoétczynniki A i B nie s3 jednoczes$nie
rowne zeru; rownaniem takiej postaci mozna opisa¢ dowolng prostg narysowana
w uktadzie wspolrzednych

réwnanie kierunkowe prostej

rownanie postaci y = ax + b, gdzie a, b € R; rownaniem takiej postaci mozna opisa¢
dowolng prosta narysowang w uktadzie wspotrzednych, ktoéra nie jest rownolegta do osi




Y

wykres rownania

zbior wszystkich punktow, ktorych wspolrzedne spelniajg dane rownanie
wektor normalny prostej

kazdy wektor prostopadly do danej prostej

iloczyn skalarny wektorow

wektory: ¥ = [uy, us|i v = [vy, vg], liczba oznaczana jako u o v (gdzie znak o
oznacza mnozenie skalarne w odroznieniu od zwyktego mnozenia), ktérg mozna
wyznaczy¢ na dwa sposoby:

- =
U OV =Up- V1 + U Vy

albo inaczej

o = [4]-[7]
UovV =(u|-|v|-Ccosaqa,

_>

gdzie o to miara kata pomiedzy wektorami « i . Jeden z tych wzorow przyjmujemy

jako definicje, za$ drugiego dowodzimy jako twierdzenie



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym filmem samouczkiem. Wykonaj polecenie znajdujace sie ponizej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dc7nfggnw

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejrownania ogolnego proste;.

Polecenie 2
Uzupetnij zdania, wpisujagc odpowiednie pojecia.

1. Kazda prosta ma nieskoniczenie wiele réwnan ‘ ’

2. Kazda prosta, ktéra nie jest rownolegta do osi Y ma doktadnie jedno rownanie

3. Wektor normalny prostej to wektor do nigj ‘ ’

4. Wspotrzedne wektora normalnego mozna odczyta¢ z réwnania ogélnego proste;j:

pierwsza wspotrzedna wektora normalnego jest réwna ‘ ’ przy zmiennej x

, zas druga jest rowna ’ przy y.

5. Jesli wspoétczynnik przy zmiennej x jest rdwny zeru, przy czym wspotczynnik przy

zmiennej y nie jest zerem, to prosta opisana przez to réwnaniejest‘ ’do

osiY.

6. Jesli wspotczynnik przy zmiennej y jest rowny zeru, przy czym wspoétczynnik przy

zmiennej x nie jest zerem, to prosta opisana przez to réwnaniejest‘ ’ do

osi X.



https://zpe.gov.pl/a/Dc7nfggnw

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Do kazdego réwnania kierunkowego dopasuj wszystkie rownania ogolne, ktére opisuja te
sama prosta. Przeciagnij i upusc.

y=3z+2
—2m+3y+6:0’
32— 2y +6=0|

e 6z —4y—12=0 |
22 —3y+6=0 |
—4r +6y+12=0
—4x+6y—12=0

y:%:c—2 —6x +4y—12=0
3r—2y—6=20




Cwiczenie 4 Q@

Do kazdego réwnania przyporzadkuj wspotrzedne wektoréw normalnych prostych bedacych
wykresami tych réwnan.

3z —4y =20

1,0 || 0,20] || [~100,0]

0,-100] || [0,1] | | [3,—4]

[20,0] || [-3,4] 3, 15]

z+5y+10=0

—6,8] || [1,5] || [-1,-5] |

zr+8=0




Cwiczenie 5

Wskaz wszystkie réwnania, ktérych wykresem jest narysowana prosta.

v A
4 +
3 4
2 4
1 4
} : '
-4 -3 -2 - 1 2 3 4 X
-1 4

() 3z—2y=0
() 4z —6y=0
O y=3z

() 2x—-3y=0



Cwiczenie 6

Dla podanego rownania wskaz jego wykres.

3x —2y+1=0

w
w

Cwiczenie 7 @

Naszkicuj w prostokatnym uktadzie wspotrzednych proste bedgce wykresami réwnan oraz
okresl ich wzajemne potozenie.

2m—yi—|—2:02x—yi—|—2:@a:—2yi—|—3:4)E—2yi+3:42_2y+3:3}ci_2y+4:0

2x—y—3:Qx—2y—3:8)c—4y_5:g)p_gy_5:_b2x+6y_9_:6ﬂ+4y—2=

sq e s3 e s3 O s3 O s3 o sa C

rownolegte rownolegte rownolegte rownolegte rownolegte rownolegte

SE] SE] X ] X ] SE] o]
orostopadte C[:?rostopad’re CBrostopad’re CBrostopad’re CBrostopad’re Cgrostopad’re C

przecinaja przecinaja przecinaja przecinaja przecinaja przecinaja
sie pod sie pod sie pod sie pod sie pod sie pod
innym (O innym (O innym (O innym (O innym () innym ()
katem niz katem niz katem niz katem niz katem niz katem niz

prosty prosty prosty prosty prosty prosty



Cwiczenie 8 @

W powyzszym ¢wiczeniu przeanalizuj wspotczynniki przy zmiennych x i y w poszczegdlnych
parach prostych réwnolegtych. Poszukaj zaleznos$ci miedzy nimi. Ut6z ponizsza rozsypanke
w taki sposdéb, aby otrzymac zdania prawdziwe.

Ze istnieje taka liczba k # 0, $
opisane réwnaniami ogélnymi =
sg proporcjonalne. =
Algebraicznie oznacza to, =
dla ktorej =
A=k-DiB=k-E. =
Ar+ By+C=0iDz+ Ey+F =0 =
Dwie proste =
wtedy i tylko wtedy, gdy =
ich odpowiednie wspotczynniki =
przy zmiennych z iy =
sg rownolegte =



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie ogo6lne prostej
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegbétowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan, w tym
znajduje wspodlny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Rozpoznasz prosta opisang rownaniem ogolnym.

Przeksztalcisz rownanie kierunkowe prostej na rownanie ogolne.

Przeksztalcisz rownanie ogolne prostejna rownanie kierunkowe.

Odczytasz z rownania ogélnego prostej wspoltrzedne jej wektora normalnego.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e rOzZmMOWwa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Film samouczek” i ¢wiczenia
interaktywne;



 dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,ROwnanie ogodlne prostej’ oraz cele, wybrana osoba
formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Film samouczek”. Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,RoOwnanie ogolne prostej’).



Materialy pomocnicze:

o Wspolczynnik kierunkowy prostej zapisanej w postaci ogolne;j
e Rownanie prostej w postacio ogolnej oraz w postaci kierunkowe;j

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Film samouczek” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Réwnanie ogolne prostej.


https://epodreczniki.pl/b/wspolczynnik-kierunkowy-prostej-zapisanej-w-postaci-ogolnej/PSFdw4YY1
https://epodreczniki.pl/a/rownanie-prostej-w-postaci-ogolnej-oraz-w-postaci-kierunkowej/DEfOXhLop

