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Objetosc graniastostupa prawidtowego

czworokatnego

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Animacja 3D
« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: Joanna Kosinska, dostepny w internecie: unsplash.com.

Jedno z najwigkszych oceanariow na swiecie znajduje si¢ w Singapurze. Zbiorniki wodne
ktore si¢ w nim znajduja mieszcza Igcznie okoto 45000000 litrow wody, a zyje w nich ponad
100000 przedstawicieli 800 roznych gatunkéw organizméw morskich. W tym materiale
nauczymy sie jak obliczac¢ objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego.



Marine Life Park, Singapur

Zrédto: Smuconlaw, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Twoje cele

» Opiszesz podstawowe wiasnosci graniastostupa prawidlowego czworokatnego.

» Wykorzystasz podstawowe wlasnosci graniastostupow prostych i prawidtowych do
obliczen.

» Zastosujesz funkcje trygonometryczne oraz wiasnosci trojkgtow prostokatnych do
obliczania dtugosci odpowiednich odcinkow w graniastostupie prawidlowym
czworokatnym.

» Obliczysz objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego.

o Wyznaczysz wskazane odcinki w graniastostupie prawidlowym czworokgtnym majgc
dang jego objetosc.




Przeczytaj

Definicja: Objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Objetosc¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna iloczynowi pola
podstawy przez wysokos¢

V=ad® h

=0

Definicja: Objetos¢ szeScianu

Objetosc¢ szescianu o krawedzi a wyraza si¢ za pomoca wzoru:
V =ad

Przyktad 1

W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym krawedz podstawy jest rowna a, za$
przekatna tworzy ze Sciang boczng kat a.. Obliczymy objetos¢ tego graniastostupa.

Rozwigzanie
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Niech h oznacza dtugo$¢ wysokosci rozwazanego graniastostupa, p bedzie dtugoscia
przekatnej Sciany bocznej. Wowczas trojkat ABG jest prostokatny. Stosujgc twierdzenie

a
tga

Pitagorasa, otrzymujemy: h?> = p*> — a?. Nastepnie z trojkata GBA mamy p =
g ymujemy ¢p K y

2

: a?(cos? a—sin? « 2.
wiec h? = a?( == — 1) = ( ad ):a.c02s2a.
tg”a sin” « sin” «

Mozemy juz obliczy¢ objetoS¢ naszego graniastostupa:

V = a?h = Y052 g o < 457,

sin «

Przyktad 2

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym pole podstawy jest rowne P, a pole
Sciany bocznej S. Obliczymy objetos¢ tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Niech a oznacza dtugo$¢ krawedzi, h dtugo$¢ wysokos$ci rozwazanego graniastostupa.
Zatem a = v/ P oraz S = ah = v/Ph, stad h = %. Mozemy obliczy¢ objeto$¢ naszego
graniastostupa

V=a2h=P-%=S\/ﬁ

Przyktad 3

Graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy dlugosci a, przecigto
ptaszczyzng tak jak pokazano na rysunku.
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Przekrojem jest romb o kacie ostrym, ktérego tangens jest réwny /3. Obliczymy objetoéé
tego graniastostupa.

Rozwigzanie:

Aby obliczy¢ objetos$¢ graniastostupa, musimy znalez¢ zalezno$¢ pomiedzy jego
krawedzig podstawy a wysokoscia. Z treéci zadania wiemy, ze tg 2a = v/3, stad wynika,
ze o = 30°. Nastepnie dla trojkata AOR (ktory jest prostokatny, bo przekatne rombu
przecinaja si¢ pod katem prostym) mamy tg30° Iigl oraz biorgc pod uwage, ze

|OR| = a\/2 otrzymujemy |AO| = *5*. Niech  bedzie katem nachylenia przekroju do

plaszczyzny podstawy. Z tréjkata ASO mamy cos 8 = | Ag‘l oraz biorgc pod uwage, ze



|AS| = “25 i|AO| = ‘/26“ otrzymujemy, ze cos 3 = ﬁ, stad sin § = @ i

tgf =12 = a—\h@ Zatem h = 2a. Objetoé¢ graniastostupa jest rowna V = a?h = 2a°.

Przyktad 4

Odcinek dtugosci d taczy srodek krawedzi podstawy graniastostupa prawidlowego
czworokatnego z wierzchotkiem drugiej podstawy lezacym w tej samej ptaszczyznie
$ciany bocznej graniastostupa. Pole boczne tego graniastostupa jest rowne 4d?.
Wyznaczymy objetos¢ tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Rozwazmy graniastostup prawidtowy czworokatny przedstawiony na rysunku.

H G

7 tresci zadania wiemy, ze pole boczne graniastostupa jest rowne 4d2, zatem mamy

4ah = 4d?, a stad otrzymujemy, ze d®> = ah. Korzystajgc z Twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata SBF otrzymujemy d*> = +a? + h2. Podstawiajac d*> = ah otrzymujemy

ah = %a2 + h2. Przeksztalcajgc to réwnanie otrzymujemy a? — 4ah + 4h* = 0.
Korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy

a? — 2ab + b® = (a — b)’, nasze rownanie przyjmuje posta¢ (a — 2h)* = 0. Latwo
zauwazy¢, ze rownos¢ ta zachodzi tylko wtedy gdy @ = 2h. Zatem otrzymujemy d> = 2h?,
z czego wynika, ze d = v/2h, czyli h = @d oraz a = v/2d. Mozemy obliczy¢ szukana

objetosé: V = 2d2 - ¥2d = /245,

Przyktad 5



Z punktu przeciecia przekatnych podstawy graniastostupa prawidlowego
czworokatnego poprowadzono odcinki o dtugosci d do dwéch wierzchotkoéw drugie;
podstawy, przy czym wierzcholki te nie nalezg do tej samej ptaszczyzny Sciany boczne;j.
Kosinus kata miedzy nimi jest rowny %. Obliczymy objetosc¢ tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Rozwazmy graniastostup prawidtowy czworokatny przedstawiony na rysunku.

H G

Niech a oznacza dtugo$¢ krawedzi podstawy, a h dlugo$¢ wysokosci rozwazanego
graniastostupa. Korzystajgc z twierdzenia kosinusow dla tréjkata HSF otrzymujemy
202 = 2d*> — 2d* - % = 2d° — %d2 = %dz, stad a = @d. Korzystajac z twi_erdzenia
Pitagorasa dla trojkata HD.S mamy h? + %aZ = d?. Podstawiajac za a = %d
otrzymujemy h? = %d2, czyli h = @d. Mozemy obliczy¢ szukang objetos¢:
V_idQ_ \/Ed_ 3\/1_0d3

=1 £ &= "1 @

Stownik

graniastostup prawidtowy czworokatny

graniastostup prosty, ktérego podstawg jest kwadrat
szescian

prostopadtoscian, ktorego wszystkie krawedzie sg rowne

twierdzenie Pitagorasa
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w dowolnym tréjkgcie prostokatnym suma kwadratow dlugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugos$ci przeciwprostokgtnej tego trojkata

twierdzenie kosinusow

w dowolnym tréjkacie, kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokoéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow
i cosinusa kata zawartego miedzy nimi



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D, a nastepnie sprobuj rozwigzad zadania zamieszczone pod nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DllcInEr]

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej objetosci graniastostupa.

Polecenie 2

Przez przekatna dolnej podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego i jeden

z wierzchotkéw gornej podstawy poprowadzono ptaszczyzne. Przekrdj jest trojkatem
réownoramiennym o ramionach réwnych p oraz kacie miedzy nimi rownym a. Oblicz objetos¢
tego graniastostupa.

Polecenie 3

Przez przekatna dolnej podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego i punkt
dzielacy krawedz boczng w stosunku 1 : 2 (liczac od dolnej podstawy) poprowadzono
ptaszczyzne. Przekroj jest tréjkatem rownoramiennym o ramionach réwnych p oraz kacie

miedzy nimi rownym a.. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.


https://zpe.gov.pl/a/D11clnErI

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na rysunku ponizej przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny.

Oblicz objetos¢ tego graniastostupa i zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() 187,5

O 200

O 1872




Cwiczenie 2

Na rysunku ponizej przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny.
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Oblicz objetosc¢ tego graniastostupa i zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 64

O 24

O 12



Cwiczenie 3

Na rysunku ponizej przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny.

Oblicz objetosc¢ tego graniastostupa i zaznacz prawidtowa odpowiedz.
64v/2
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Cwiczenie 4

Wohisz w odpowiednie miejsca tak lub nie, w zaleznosci od tego czy podane stwierdzenie jest

prawdziwe lub fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Objetosc¢ szescianu
o krawedzi v/3 jest réwna O O
3V/3.
Objetos¢ graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego o krawedzi O O
podstawy 5 i wysokosci 4
wynosi 100.

Objetos¢ graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego, ktérego
przekatna jest nachylona do O O
podstawy pod katem 45°
i wysokosci 1 jest réwna

V2.

Objetos¢ graniastostupa
prawidtowego
czworokatnego wynosi
125\/5, przekatna jest O O
nachylona do podstawy
pod katem 45°. Wynika
z tego, ze wysokos¢ jest
rowna 5.



Cwiczenie 5
Uzupetnij podany tekst przeciggajac w odpowiednie miejsca wtasciwy wyraz.

W pewnym graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna graniastostupa jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°.

Pole podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 16 cm?, zatem krawedz

%ﬁcm"%‘/ﬁcm?” 4cm || 4v/2 cm




Cwiczenie 6

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym wprowadzono oznaczenia tak jak na rysunku.
Przyporzadkuj wtasciwe wzory.

_ ey — B _ V2 — 43
a= sina = y a= 2dp V =a’h

2p

p sina = \/—Zit‘;
V =0,5d,%4/p? — 0, 5d,> ‘P_2p —h2’ sma—\/
»9lp 4/ » 90p P h2+22

P,=aVi|[V=dh|[a=2d]

| Pp=0,5d,>




Cwiczenie 7

Woybierz prawidtowa odpowiedz.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego
o dtugosci a zwiekszono dwukrotnie. Jak zmienita sie jego objetos¢?

() zmalata dwukrotnie
() wazrosta czterokrotnie

() wazrosta dwukrotnie

Cwiczenie 8 @

Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 16.
Objetosc¢ tego graniastostupa wynosi 2. Jakie wymiary ma ten graniastostup?

Cwiczenie 9 @

Przekatne graniastostupa prawidtowego czworokatnego przecinaja sie pod katem 60°. Do
budowy szkieletu tego graniastostupa zuzyto drut dtugosci 32 dm. Czy do akwarium o tych
samych wymiarach zmiesci sie w 20 litréw wody?

Cwiczenie 10 O

Do naczynia z sokiem w ksztatcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego o wysokosci 3,
wrzucono trzy szescienne kostki lodu o krawedzi piec¢ razy mniejszej niz krawedz podstawy
naczynia. Objeto$¢ mieszaniny soku i lodu wynosita wowczas 78. lle wynosita objetos¢ soku
przed wrzuceniem kostek lodu?



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Objeto$¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolno$ci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje podstawowe wlasnosci graniastostupa prawidtowego czworokatnego,



» wykorzystuje podstawowe wilasnosci graniastostupoéw prostych i prawidtowych do
obliczen,

« stosuje funkcje trygonometryczne oraz wiasnosci trojkatéw prostokatnych do
obliczania dlugosci odpowiednich odcinkow w graniastostupie prawidiowym
czworokatnym

 oblicza objetos¢ graniastostupa prawidlowego czworokgtnego

e majgc dang objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokgtnego wyznacza wskazane
odcinki w graniastostupie

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:
o dyskusja
Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami z poprzednich lekcji dotyczacymi graniastostupa
parwidtowego czworokatnego.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartos¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji: “Objetos¢ graniastostupa prawidlowego
czworokatnego”.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:



1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami z dzialu ,,Przeczytaj. Analizuja przedstawione przyktady i notuja
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekcji “Animacja 3D”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Animacja 3D". Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajagc ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3-5 z sekcji ,,Sprawdz
si¢”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywnosc¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dzialu ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
« Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:
o Graniastostupy prawidlowe

Wskazowki metodyczne:

Animacje 3D mozna wykorzystac jako material, stuzacy powtorzeniu wiadomosci
o graniastostupach lub przy omawianiu tematoéw dotyczacych przekrojow graniastostupow.
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