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Na pewno wiesz, ze to francuski matematyk i astronom
Francois Viete (1540-1603) jako pierwszy wprowadzit
oznaczenia literowe dla niewiadomych i wspotczynnikow.
Ale czy wiesz, ze to Viete podczas wojny francusko -
hiszpanskiej, postugujac si¢ wyrazeniami algebraicznymi,
znalazt klucz do szyfru uzywanego przez Hiszpanow?
Krolowi Hiszpanii wydawato si¢ niemozliwe, ze jeden
czlowiek potrafi ztamac szyfr, ktory zbudowany byt z okoto
500 symboli. Wniost wiec skarge do papieza o uzywanie
przez Francuzow czarnej magii.

Dzi$§ wyrazania algebraiczne sa uzywane powszechnie - do
zapisywania wzorow, rownan, a nawet oznaczen na
metkach ubran. Wazna jest zatem umiejetno$¢ operowania
wyrazeniami algebraicznymi - przeksztalcanie ich

ne’en 1540. mort en 16¢

i sprowadzanie do najprostszej postaci. A w szczeg6lnosci

.. . . Francois Viete
dodawania i odejmowania. . )
Zrodto: domena publiczna.

Twoje cele



o Zapiszesz w prostszej postaci wyrazania zawierajgce sumy i roznice algebraiczne.
o Wykorzystasz wyrazania algebraiczne do dowodzenia twierdzen.



Przeczytaj

Przypomnienie najwazniejszych pojec

Wyrazenia algebraiczne to liczby, litery lub liczby i litery potgczone znakami dziatan.
W wyrazeniach algebraicznych moga wystepowac tez nawiasy.
Przyklady wyrazan algebraicznych

Zapis symboliczny Nazwa
x + 6y Suma
Tx — 3y Roznica
abc Iloczyn
(a-b) : (c+d) lloraz

Jednomian to liczba lub litera, lub iloczyn liter, lub iloczyn liczb i liter.
Przyklady jednomianow

5x; —cde; 0, 223y; 6; abc - 3a

Jednomian staramy si¢ zapisa¢ w postaci uporzadkowanej - najpierw zapisujemy
wspotczynnik liczbowy, nastepnie zmienne w porzadku alfabetycznym.
Przyklady jednomianéw w postaci uporzadkowanej

Jednomian Wspotczynnik liczbowy
Jk 1
9a3x 9
—m -1
% abc®d’ %

Jednomiany, ktore roznia si¢ co najwyzej wspotczynnikiem liczbowym, nazywamy
podobnymi. Jednomiany podobne sktadaja si¢ z tych samych zmiennych, wystepujacych
w tej samej potedze.

Przyklady jednomianow podobnych

ab; —3ab; 0, 4ab 223; 2% 1,223 3mp?; —mp?; Tmp?

Suma algebraiczna (wielomian) to wyrazenie algebraiczne, w ktorym wystepuje dodawanie
jednomianow. Sktadniki sumy nazywamy wyrazami sumy algebraiczne;j.
Przyklady sum algebraicznych
Suma Wyrazy sumy

r+5 z,D
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Przyklady sum algebraicznych
Suma Wyrazy sumy

3z —y+ 20 3z, —vy, 20

Wartos$¢ liczbowa wyrazenia algebraicznego, to liczba, ktérg otrzymamy, gdy do danego
wyrazenia w miejsce niewiadomych (liter), wstawimy dane liczby i wykonamy wskazane
dziatania.

Przyklady obliczania wartoSci liczbowej wyrazen algebraicznych

'()F)l.iczamy wartos¢ liczbowg wyrazenia 5z — 3y + 1, 5-0-3-(-1)+1=3+1=4
jeslizx =0,y =—1

Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Aby doda¢ lub odja¢ sumy algebraiczne, nalezy najpierw opusci¢ nawiasy, o ile istnieja,

a nastepnie wykona¢ redukcje wyrazow podobnych, o ile to mozliwe. Przy czym nawiasy
poprzedzone znakiem ,+” usuwamy, bez zmiany znakow przed wyrazami w nawiasach.
Nawiasy poprzedzone znakiem - usuwamy, zmieniajgc znak kazdego wyrazu wystepujacego
W nawiasie na przeciwny.

Przyktad 1
Dodamy nastepujace wyrazenia:

e z—4y+ 2,
e 2z +y—1,
e 3z +uy.

(x—4y+2)+2z+y—1)+(-3z+y) =
=z —4y+2+2z+y—1—-3x+y=
= 2y+1

Zauwaz, ze przed kazdym z nawiasow stat znak ,+”, zatem opuszczajac nawiasy nie
zmieniali$my znakow jednomianow zapisanych w nawiasach.

Przyktad 2
Odejmiemy wyrazenia 6ac — 2d + 5i 3ac — d + 1.

(6ac —2d+5) — (3ac—d+1) =
=6ac—2d+5—3ac+d—1=
=3ac—d+4

Zauwaz, ze przed drugim nawiasem stal znak ,-”, zatem opuszczajac nawias, zmienialiSmy
znaki jednomianow zapisanych w nawiasie na przeciwne.



Przyktad 3

Niech

A= —6zy® — 5z + 4,
B =2 — 3z + 2z,
C =2x—2.

Zapiszemy w prostszej postaci wyrazenie:

C—-[(A-B)+(B—-A)+ Al
1 sposob

Sprowadzamy najpierw do najprostszej postaci wyrazenie C — [(A — B) + (B — A) + A]
, a nastepnie do wyniku podstawiamy odpowiednie wyrazenia, opuszczamy nawiasy
i redukujemy wyrazy podobne.

C—[(A-B)+(B—A)+A] =
—C-(A-B+B-A+A)=C-A

C—A=(2z—2)— (—6xy’ — bz +4) =
=2x —2+6zy> +5x —4="6zxy>+ 7z —6

2 sposob
Oznaczmy: K =C — [(A— B) + (B— A) + A].

W miejsce A, B, C podstawiamy odpowiednie wyrazenia, wykonujemy wskazane
dziatania i redukujemy wyrazy podobne.

K=2z—2— [(—6xy® — bz +4— 2+ 3z — 2z°)+
+(2_3w+2$y3+6$y3+5x—4) + (—6xy3—5x+4)}

K=2z—-2—[(-8zy’ — 2z +2)+
+ (8zy® + 2z — 2) + (—6zy® — bz + 4)]

K=2z—-2—(0—6xy® — 5z +4)

K =2z —2+6xy® +5z—4

K = 6xy® + 7z — 6

Przyktad 4

Wykazemy, ze suma 6 kolejnych liczb naturalnych dodatnich jest podzielna przez 3.

Oznaczmy:
a,a+1,a+2,a+3, a+4, a+5-kolejne liczby naturalne dodatnie.



at+a+l+a+2+a+3+a+4+a+5=6a+15=3(2a+5)

Liczba 2a + 5 jest liczbg naturalna.
Zatem iloczyn liczby 3 i liczby 2a + 5 jest podzielny przez 3.

Przyktad 5

Wykazemy, ze suma dwoch liczb naturalnych, z ktorych pierwsza przy dzieleniu przez 5
daje reszte 2, a druga przy dzieleniu przez 10 daje reszte 3, dzieli si¢ przez 5.

Oznaczmy:
5a + 2 - liczba, ktora w dzieleniu przez 5 daje reszte 2,
106 + 3 - liczba, ktora w dzieleniu przez 10 daje reszte 3.

(5a +2) + (10b+ 3) = 5a + 2+ 10b+ 3 = 5a + 10b + 5 = 5(a + 2b + 1)

Liczba a + 2b + 1 to liczba naturalna, zatem iloczyn 5(a + 2b + 1) dzieli si¢

przez 5.

Stownik
suma algebraiczna (wielomian)

wyrazenie algebraiczne, w ktorym wystepuje dodawanie jednomianow

wyrazy sumy algebraicznej

sktadniki sumy algebraicznej



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1
Celem testow samosprawdzajacych jest utrwalenie tego, co juz wiesz o wyrazeniach

algebraicznych i rozwiniecie umiejetnosci zwigzanych z dodawaniem i odejmowaniem
sum algebraicznych.

Jesli uda ci sie poprawnie rozwigzac wszystkie zadania, jeste$ prawdziwym mistrzem!

Test

Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Liczba pytan: Limit czasu:

5 4 min

Twaj ostatni wynik:

Uruchom




Polecenie 2

Wymysl podobne zadania i zapros kolezanke lub kolege do ich rozwigzania.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Potacz w pary dziatanie i wynik.

(7—2z)— (3z—4)+1 2z — 9

4— (2 —3)+ (5bz — 6) —or + 12

—[~(2z —3)] — 6 3z + 1

—[2z— (4 —32)] + Tz 2z + 4
Cwiczenie 3

Zaznacz zdania prawdziwe.

(] Sumawyrazen —5x +y— 6idr —y+ 1jestrowna0, gdy z = 5.

Suma kwadratéw dwoch kolejnych liczb naturalnych, z ktérych mniejszaton — 1,
w dzieleniu przez 2 daje reszte 1.

(] Jednomian 2,3 - zy - a:y2 jest uporzadkowany.

(] Roéznica wyrazen 3a — 2b + 7i4 — 2b + 3a jest jednomianem.




Cwiczenie 4

Wiadomo, ze A = —2z + 1i B = x — 1. Warto$¢ wyrazenia

BIENENEI0

Cwiczenie 5

Roznica wyrazenia —z* + 22 — 222 i podwojonego wyrazenia 0,5333 —ztdlaz = \/5 jest
liczba

() catkowita ujemna
() niewymierng

() naturalng

Cwiczenie 6
Cwiczenie 7 @

W prostopadtoscianie wysokos¢ jest réwna 6x — 1, a krawedzie podstawy sg rowne 2x + 3 i
4x + 1. Suma dtugosci krawedzi szesScianu jest réwna sumie dtugosci krawedzi
prostopadtoscianu. Dtugos¢ krawedzi szesScianu jest zatem réwna

(O 8z +2

1
O 2%’4‘@
() 4z +1

() 12z +3



Cwiczenie 8

Zaznacz poprawne rOwnosci.

—[—(a=b)+(b—a)+al —a=—2b

{-[a+b—(a—b)] —a}+a=—-2b

+la—(-b—a)]—(b—a)=3a—0b

o o o o

(a+b)—(b—a)—(a—b)=0b



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje w zakresie wielojezycznos$ci
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca wyrazenia zawierajgce sumy i roznice algebraiczne,
» formutuje proste twierdzenia matematyczne i udowadnia je, wykorzystujac wyrazenia
algebraiczne.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
 okienko informacyjne
 testy samosprawdzajace

Formy pracy:



praca w matych parach

praca w parach

praca indywidualna

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer
o duze kartony, mazaki

Przebieg zaje¢:
Faza wstepna

1. Uczniowie pracujg w matych grupach. Ich zadaniem jest rozszyfrowanie krotkiego
tekstu, ktory zawiera temat lekcij.

Zaszyfrowana wiadomos¢ przygotowal wczesniejjeden z uczniow, na polecenie
nauczyciela.

Po skonczonej pracy, uczniowie prezentujg najskuteczniejsze ich zdaniem sposoby
rozszyfrowania wiadomosci. Wspolnie zastanawiajg sie, czy i jak mozna by wykorzystac
wyrazenia algebraiczne ukladajgc i tamigc szyfry.

2. Uczniowie pracujg w 4 - 5 grupach. Zadaniem kazdej z grup jest wykonanie mapy
mysli, zawierajgce dotychczas poznane pojecia zwigzane z wyrazeniami
algebraicznymi. Prezentacje podsumowujgca prace grup sg okazja do wyjasnienia
watpliwosci, rozszerzenia wiadomosci.

3. Nauczyciel podaje temat zaje¢ i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna

1. Uczniowie pracujg w 4 grupach metodg okienka informacyjnego. Kazda grupa
otrzymuje duzy arkusz papieru podzielony na czesci 2 liniami poziomymi i 2
pionowymi. W srodkowe okienko grupa1i grupa 2 wpisujg - dodawanie sum
algebraicznych, grupa 3 i grupa 4 wpisujg - odejmowanie sum algebraicznych.
Zadaniem uczniow jest przypomnienie praw dziatan dotyczacych dodawania (grupy 1
i 2) badZ odejmowania liczb, przy czym odejmowanie traktujemy jako dodawanie liczby
przeciwnej (grupa 3 i 4), zapisanie tych praw symbolicznie w okienkach pierwszego
wiersza utworzonego na planszy. W drugim wierszu uczniowie podaja przyklady
zastosowania praw dziatan (tylko 1gcznosci i przemiennoS$ci) zapisane za pomocg liczb
oraz za pomoca liter.

2. Teraz zadaniem kazdej grupy jest zapisanie 2 sum algebraicznych ( z ktorych kazda ma
co najmniej4 wyrazy), zbudowanych tak, aby kazdy wyraz pierwszej sumy byt podobny
do co najmniejjednego wyrazu drugiej sumy i dodanie (gr. 1i 2) badZ odjecie (gr. 3 i 4)
zapisanych sum.



Cala procedure kazda z grup powtarza jeszcze dwukrotnie, wypelniajgc pozostate
okienka powstate na planszy.

3. Grupy 1i 2 oraz 3 i 4 wymieniajg swoje spostrzezenia i formutujg wniosek - w jaki
sposob dodajemy/odejmujemy sumy algebraiczne. Uzgodnione wnioski zapisujg na
tablicy.

4. Uczniowie w parach analizujg przyktady przeksztatcania sum algebraicznych
i wykorzystania ich w dowodzeniu twierdzen (przyktady 3-5).

Faza podsumowujaca

1. Wybrani uczniowie prezentuja wiadomosci uzyskane w czasie zajec¢ .

2. Uczniowie w parach (lub indywidualnie) rozwigzujg zadania z gry dydaktyczne;.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

Utozenie krzyzowki matematycznej, wykorzystujac dodawanie i odejmowanie sum
algebraicznych.

Materialy pomocnicze:
Przyklady prostych szyfrow, ktore mozna ztamac, wykorzystujac wyrazenia algebraiczne.

o Szyfr przesuwajacy
» Tajny szyfr biurowca

Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Testy samosprawdzajace mozna wykorzystac¢ do rywalizacji grupowej. Jesli bedzie 5 grup,
kazda grupa losuje jedno pytanie z danego obszaru trudnosci. Jesli nie odpowie poprawnie
na pytanie - odpada z gry. Zwyciezy ta grupa, ktora najszybciej odpowie na wylosowane
pytania.

Testy samosprawdzajace mogg by¢ tez przeprowadzone jako krotka karkowka — wtedy

kazdy z uczniow musi rozwigza¢ po jednym zadaniu (wybranym przez siebie) z danego
obszaru trudnosci.
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