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Zrédto: Wilhelm Gunkel, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

W tym materiale poznamy twierdzenie
Bayesa, bedace jednym z najwazniejszych
twierdzen teorii prawdopodobienstwa
wykorzystywanych w zastosowaniach
praktycznych.

Twierdzenie to opisuje prawdopodobienstwo
zajscia danego zdarzenia na podstawie
wczesniejszej wiedzy o warunkach, ktore
mogq by¢ zwigzane ze zdarzeniem.

Na przyktad wiadomo, ze ryzyko nie

) . Thomas Bayes

zdania egzaminu poprawkowego wzrasta . , : .
) Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

wraz z uptywem czasu od pierwszego domena publiczna,

terminu egzaminu. Twierdzenie Bayesa

pozwala oszacowac to ryzyko bardziej precyzyjnie.

Waznym zastosowaniem tego twierdzenia jest tzw. wnioskowanie bayesowskie, bedace
jedng z metod wnioskowania statystycznego. Za jego pomoca mozna aktualizowac
prawdopodobienstwo zajScia danego zdarzenia, w miare pojawiania si¢ nowych informaciji.



Wnioskowanie bayesowskie ma zastosowanie w medycynie, filozofii, inzynierii, sporcie -
w przypadku dynamicznie zmieniajgcych si¢ danych.

Twierdzenie Bayesa zostalo tak nazwane na cze$¢ wielebnego Thomasa Bayesa,
osiemnastowiecznego angielskiego matematyka i duchownego, ktoérego uwaza sie tez za
jednego z tworcow wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe.

Twoje cele

e Obliczysz prawdopodobienstwo zajScia danego zdarzenia, korzystajac ze wzoru
Bayesa.

» Opiszesz sytuacje probabilistyczng, korzystajac z prawdopodobienstwa
warunkowego.

» Dobierzesz odpowiedni model matematyczny do rozwigzania problemu

probabilistycznego z kontekstem realistycznym.



Przeczytaj

Niech By, By, ..., B, bedzie uktadem wzajemnie wykluczajacych si¢ zdarzen nalezacych
do tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych, z ktorych przynajmniejjedno musi zajsc.
Prawdopodobienstwo zajscia kazdego z tych zdarzen niech bedzie dodatnie.

Niech A oznacza zdarzenie o dodatnim prawdopodobienstwie, ktore moze zajs¢ wylgcznie
z jednym ze zdarzen By, By, ..., B,,.

Ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe wynika, ze jesli A C Qi B C (2 oraz:
« P(B)>0toP(ANB) =P(A\ B)- P(B),
e« P(A)>0toP(ANB)=P(B\ A)-P(A).
Korzystajac z powyzszego dla zdarzen Ai B;, gdziet = 1,2, ..., n, mozemy zapisac
rownosc:
P(B;\ A)- P(A) = P(A\ B;) - P(B)

I przeksztalci¢ te rownos$¢ rownowaznie.

P(B;\ 4) = 28

Do prawej strony rownosci stosujemy wzor na prawdopodobienstwo catkowite.

P(A\B:)-P(B;)
P(A\By)-P(B1)+...+P(A\B,)-P(B,)

P(B;\ A) =
Otrzymana zalezno$¢ nazywamy wzorem Bayesa.

Prawdopodobienstwo P(B;) nazywane jest czasem prawdopodobienstwem a priori,

a prawdopodobienstwo P(B; \ A) nazywamy prawdopodobienstwem a posteriori, gdyz.
okres$la ono szanse zaj$cia zdarzenia B; po zaobserwowaniu zaj$cia zdarzenia A. Wzor
Bayesa stosujemy wiec gtownie wtedy, gdy znamy wynik doswiadczenia i pytamy o jego
przebieg.

Sformutujemy wzor Bayesa w postaci najczesciej uzywanej — ograniczymy sie tylko do
trzech zdarzen A, By, B,.

Twierdzenie: Wz6r Bayesa, reguta Bayesa

Niech (2 bedzie zbiorem wszystkich wynikow pewnego doswiadczenia, a By C (2,
B, C ) zdarzeniami o dodatnich prawdopodobienstwach, takimi ze B; U By = () oraz



javascript:void(0);

B; N By = (). Wowczas dla dowolnego zdarzenia A C Q o dodatnim
prawdopodobienstwie, prawdziwy jest wzor:

P(B1)-P(A\B
P(B1\ 4) = pamy p(Bys AN B PE)

Przyktad 1

Niech B bedzie zdarzeniem - dana osoba nosi okulary, A niech bedzie zdarzeniem -
dana osoba ma zielone oczy. Wtedy zdarzenie B \ A - osoba noszgca okulary wérod osob
majacych zielone oczy, zdarzenie A \ B - osoba majaca zielone oczy wsrod osob
noszgcych okulary.

Po zbadaniu pewnej grupy oséb stwierdzono, ze dla tej grupy oséb P(A) = 0,1,
P(B)=0,2i P(B\ A) = 0,6. Obliczymy P(A \ B).
Korzystamy ze wzoru Bayesa.

P(B\A)-P(A
P(A\ B) = PEE

P(A\B) = %% — 0,3
Przyktad 2

Matematyke lubi co piaty uczen klasy pierwszej, co czwarty uczen klasy drugieji co
drugi uczen klasy trzeciej. Z grupy uczniow sktadajacejsi¢ z 10 uczniow klasy pierwszej,
10 uczniow klasy drugieji 10 uczniow klasy trzeciej wybrano jedna osobe.

Obliczymy prawdopodobienstwo, ze wybrana osoba lubi matematyke.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze byl to uczen klasy drugiej, jezeli wiadomo, ze wybrana
osoba lubi matematyke?

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze wybrany uczen jest z klasy pierwszej,
B - zdarzenia polegajace na tym, ze wybrany uczen jest z klasy drugie;j,

C - zdarzenie polegajace na tym, Ze wybrany uczen jest klasy trzeciej,

M - zdarzenie polegajgce na tym, ze wybrany uczen lubi matematyke.

Zauwazmy, ze zdarzenia A, B, C tworza zupelny uklad zdarzen oraz A U BU C = Q).
Mozemy wigc zastosowac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.

P(M) = P(A)- P(M\ A) + P(B)- P(M\ B) + P(C) - P(M\ C)
P(M):%-%_F%.%_F%.L:&

2 60

Poniewaz P(M) > 0, to mozemy zastosowa¢ twierdzenie Bayesa.



P(B)-P(M\B
P(B\ M) = p(A).p(M\A)JrPEB;.pEMngjLP(C).p(M\C)

Odpowiedz:

19

m .

Prawdopodobienstwo, ze wybrana osoba byta uczniem klasy drugiej, jezeli wiadomo, ze
5

wybrana osoba lubi matematyke jest rowne .

Prawdopodobienstwo, ze wybrana osoba lubi matematyke jest rowne

Przyktad 3

W biegach przelajowych startuja zawodnicy tylko z dwoch klubow. Zawodnicy z klubu
Niezwyciezeni stanowig 30% wszystkich zawodnikéw, a pozostali zawodnicy sg z klubu
Niepokonani. Wsrod NiezwycieZonych jest potowa kobiet, a wérod Niepokonanych tylko
10% to kobiety. W sposob losowy ze wszystkich zawodnikéw wybrano jedng osobe,
okazalo sig, ze jest to kobieta. Obliczymy prawdopodobienstwo, Ze jest ona zawodniczkg
z klubu Niezwyciezeni.

Oznaczmy:

A - wybrana osoba to kobieta,

B - wybrana osoba jest z klubu NiezwyciezZeni,
B> - wybrana osoba jest z klubu Niepokonani.

Na podstawie tresci zadania mozemy zapisac:
P(B:) =0,3

P(B;) =1-0,3=0,7

P(A\ B;) =0,5

P(A\ B;) =0,1

Korzystamy ze wzoru Bayesa.

P(B1)-P(A\B))
P(B1\ 4) = P(A\Bl)'P(é1)+P(A\1B2)‘P(B2)

0,3-0,5 015
P(Bi1\ A) = 0,5:0,3+0,1-0,7 _ 0,22 0,68

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kobieta jest zawodniczka z klubu
Niezwyciezenijest rowne okoto 0, 68.

Przyktad 4



Na pierwszym klombie ro$nie 99 bratkow i jedna stokrotka. Na drugim klombie rosnie 99
stokrotek i jeden bratek. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie trojka, Anka zrywa kwiat
z pierwszego klombu. W pozostatych przypadkach zrywa kwiat z drugiego klombu. Nie
znamy wyniku rzutu kostkg, ale wiemy, ze Anka zerwata bratek. Wyznaczymy
prawdopodobienstwo tego, ze Anka zerwala kwiat z pierwszego klombu.

Oznaczmy:

B - zdarzenie polegajace na tym, ze Anka zerwala bratek,

A - zdarzenie polegajace na zerwaniu kwiatu z pierwszego klombu,
C - zdarzenie polegajace na zerwaniu kwiatu z drugiego klombu.

Wtedy:

P(A) = £, P(C) = £ - wybér klombu

P(B\ A) = -2, P(B\ C) = 157 - wybor bratka

Chcemy obliczy¢ P(A \ B).
Korzystamy ze wzoru Bayesa.

B P(B\A)-P(A)
P(A\ B) = P(B\A)-P(A)+P(B\C)-P(C)

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze Anka zerwata kwiat z pierwszego klombu jest rowne %.

Przyktad 5

Test na obecno$¢ pewnego wirusa daje wynik pozytywny z prawdopodobienstwem 0, 84,
a negatywny z prawdopodobienstwem 0, 16, jesli wirus jest w organizmie.

Jesli wirusa w organizmie nie ma, prawdopodobienstwo wyniku pozytywnego jest rowne
0, 04. Zaktada sie, ze 1% populacji zarazonych jest tym wirusem. Obliczymy
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba jest istotnie zarazona wirusem, jezeli
wiadomo, ze test dat wynik pozytywny.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze test dat wynik pozytywny,

B - zdarzenie polegajace na tym, ze wirus jest w organizmie,

B» - zdarzenie polegajace na tym, Ze wirusa nie ma w organizmie,

Korzystajgc z tresci zadania, zapisujemy odpowiednie prawdopodobienstwa.



P(B;) = 0,01
P(B,) = 0,99
P(A\ B;) =0,84
P(A\ By) = 0,04

Wyznaczone liczby podstawiamy do wzoru Bayesa.

B P(A\B)-P(By
P(B1\ A) = P(A\Bl)-zg(Bl)jL)P(&\E)fz)-P(Bﬁ

0,84-0,01 B
P(B;\ 4) = 0,84-:0,01+0,99-0,04 0,175

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana osoba jest istotnie zarazona wirusem,
jezeli test dat wynik pozytywny, jest rowne 0, 175.

Stownik
wzor Bayesa

niech (2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego do$wiadczenia, a B1 C (2,

By C ) zdarzeniami o dodatnich prawdopodobienstwach, takimi ze B; U By = () oraz
B1 N By = (; wéwczas dla dowolnego zdarzenia A C o dodatnim
prawdopodobienstwie, prawdziwy jest wzor:

P(B,)-P(A\B;)
P(Bi1\ A) = P(A\B,)-P(B,)+P(A\B,)-P(Bs)




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, ktéra przyblizy Ci zagadnienia zwigzane ze wzorem Bayesa. Postaraj
sie najpierw samodzielnie rozwigza¢ prezentowane tam problemy, a nastepnie poréwnaj

Z zamieszczonymi w animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/De9Ed5i02

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwzoru Bayesa.

Polecenie 2

Wsradd bliznigt prawdopodobienistwa urodzenia sie dwoch chtopcéw i dwdch dziewczynek
jest odpowiednio réwne a i b. Dla bliznigt ré6znoptciowych prawdopodobienstwo urodzenia sie
jako pierwsze dziecko jest dla obu ptci jednakowe. Pani Marta bedzie miata bliznieta. Jako
pierwsze dziecko urodzit sie chtopiec. Oblicz prawdopodobienstwo, ze drugie dziecko tez

bedzie chtopcem.


https://zpe.gov.pl/a/De9Ed5i02

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

topata do $niegu moze by¢ wykonana tylko z metalu lub plastiku. Okoto 30% topat jest
wykonanych z metalu. Jezeli topata jest wykonana z metalu, to jej wytrzymatosc czasie t jest
réwna 95%. Jezeli jednak jest wykonana z plastiku, to jej wytrzymato$¢ w tym samym czasie
wynosi 60%. Z partii wyprodukowanych topat wylosowano jedna. Wylosowana topata
dziatata niezawodnie w czasie t. Jakie jest prawdopodobienstwo p zdarzenia polegajacego na
tym, ze topata ta zostata wykonana z metalu? Zaznacz poprawng odpowiedz.

B 0,3-0,95
O p= 0,3:0,610,7-0,95

O _ 0,7-0,95
P = 530,0510,70,6

- 0,3-0,95
O p= 0,3-0,95+0,7-0,6

O . 0,7-0,6
P = $30,9510,7.0.6

Cwiczenie 2 ¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. Do szkolnej stotéwki przychodzi codziennie 95% dziewczat i
5% chtopcéw. Prawdopodobienstwo, ze chtopiec, ktory przyszedt do stotéwki zje tylko
drugie danie jest rowne 2%. Prawdopodobienstwo, ze tylko drugie danie zje dziewczyna jest
réwne 15%. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen, ktéry zjadt drugie
danie to dziewczyna? Zaznacz poprawna odpowiedz.

2
5

3
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Cwiczenie 3 @

W pierwszej torebce sg 2 cukierki wisniowe i 6 czekoladowych. W drugiej torebce jest 6
cukierkéw wisniowych i 3 czekoladowe. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie 5 lub 6 oczek

to losujemy jeden cukierek z pierwszej torebki. W przeciwnym wypadku losujemy jeden
cukierek z drugiej torebki.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz zdanie prawdziwe.

O Prawdopodobienstwo tego, ze otrzymalismy 5 lub 6 oczek w rzucie kostka, jezeli
wiadomo, ze wylosowali$my cukierek wisniowy jest rowne 13—9.

() Prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy cukierek wisniowy jest réwne %

Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Tylko 0, 05 produkowanych srub ma wady. Podczas kontroli jakosci 0,95 srub dobrych
klasyfikowano jako $ruby dobre, a 0, 9 wadliwych jako wadliwe.
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie utamki w puste pola.

Prawdopodobienstwo tego, ze wybrana losowo sruba jest wadliwa, jezeli zostata

\0,90 ] 0,005 ] \ 0,49 | \ 0,99]




Cwiczenie 6

Do sklepu przywozone sg pewne detale od trzech producentéw. Detale mogg by¢
w pierwszym lub drugim gatunku. W tabelce zapisano ile procent detali pochodzi od ktérego
producenta oraz ile procent detali w pierwszym gatunku pochodzi od danego producenta.

Producent % detali przywozonych do sklepu % detali w pierwszym gatunku
I 52 40
II 13 65
II1 35 70

Sposrad detali dostarczonych do sklepu wybrano jeden. Potacz w pary opis zdarzenia z jego
prawdopodobienstwem.

Prawdopodobienstwo tego, ze wybrany

. 0,5375
detal pochodzi od I producenta. ’
Prawdopodobienstwo tego, ze wybrany 2450
detal jest pierwszego gatunku. 5375

Prawdopodobienstwo tego, ze wybrany
detal pochodzi od III producenta, jezeli 0,52
jest pierwszego gatunku.



Cwiczenie 7 @

Dwodch tucznikow strzela do nadmuchanego balonu. Balon zostaje zniszczony, jezeli trafi go co
najmniej jedna strzata. Pierwszy tucznik oddat dziewie¢ strzatéw, a drugi dziesiec strzatow.
Pierwszy tucznik trafia srednio osiem na dziesie¢ strzatéw, a drugi siedem na dziesie¢ strzatow.
Strzata trafita w cel. Oblicz prawdopodobienstwo, ze celny strzat oddat pierwszy strzelec.

Cwiczenie 8 O

Mamy 15 monet, z ktérych % jest fatszywa. Monety fatszywe zawsze upadaja reszkg do gory.
Monete wybrano losowo i rzucono dziesiec razy. Za kazdym razem wypadta reszka. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wybrano fatszywa monete.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor Bayesa

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza prawdopodobienstwo zajscia danego zdarzenia, korzystajac ze wzoru Bayesa

 opisuje sytuacje probabilistyczng, korzystajac z prawdopodobienstwa warunkowego

» dobiera odpowiedni model matematyczny do rozwigzania problemu
probabilistycznego z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e ocena punktowa wazona
» obieg kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie metodg oceny punktowej wazonej przypominajg wszystkie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczace prawdopodobienstwa, jakie do tej pory uzyskali.
Jeden z uczniow, na podstawie wypowiedzi pozostatych, tworzy graficzny model
zalezno$ci miedzy pozyskanymi informacjami. Wynikiem pracy moze by¢ konkluzja,
ktore definicje i twierdzenia dotyczgce prawdopodobienstwa trzeba zna¢ koniecznie
(najlepiej na pamie¢c), a ktore sg ich pochodnymi.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach. Zapoznajg si¢ z animacja. Najpierw probujg samodzielnie
rozwigzac¢ podane tam przyklady, a nastepnie poréwnujg z przedstawionym
rozwigzaniami. W podobny sposob pracujg, analizujac przyklady przedstawione
w sekcji ,Przeczytaj.

2. Teraz pary uczniow 13cza si¢ w grupy 4 osobowe i pracuja metodg obiegu kart,
rozwiazujac zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa rozpoczynajgca rozwigzywanie
danego zadania zapisuje poczatek rozwigzania i podaje nastepnej grupie kartke
z zapisem. Ta z kolei dopisuje nastepna czes¢ i podaje kartke dalej, itp. Ostatnia grupa,
ktora konczy rozwigzanie zadania sprawdza interaktywnie poprawno$¢ uzyskanego
wyniku. Jesli wynik jest bledny, kartka wedruje do poczatkowej grupy, ktora weryfikuje
swoje rozwigzanie. Grupa podaje kartke nastepnej grupie, itd. Jesli nadal odpowiedz
nie jest poprawna, grupa moze poprosi¢ o pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ moze by¢ dyskusja - czy tatwo jest rozwigzywac
zadania, $ledzac tok rozumowania innej grupy osob i czy wyodrebnienie na poczatku



lekcji najwazniejszych wzorow i umiejetnosci pomogto w doborze odpowiednich
strategii rozwigzywania zadan.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest poszukanie w dostepnych Zrédtach, informacji na temat
zastosowania wzoru Bayesa w innych dziedzinach wiedzy i przygotowania kroétkiej
prezentacji na ten temat. Od tych prezentacji rozpocznie si¢ nastepna lekcja.

Materialy pomocnicze:
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Z animacja kazdy uczen moze zapoznac si¢ w domu i na jej podstawie przygotowac jedno
zadanie, ktore na lekcji da do rozwigzania kolezance lub koledze z tawki. Animacj¢ mozna
wykorzysta¢ na zajeciach z prawdopodobienstwa catkowitego.
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