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Zrédto: James Orr, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Poznane dotychczas wzory okreslajace pochodne wybranych funkcji elementarnych
znajduja szerokie zastosowanie w rachunku rozniczkowym i optymalizaciji. Znasz juz miedzy
innymi wzor na pochodna funkcji potegowej o wyktadniku naturalnym. Pod lupe wezmiemy
dzi$ wzor na pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym.

Twoje cele

e Dokonasz analizy dowodu twierdzenia o pochodnej funkcji potegowej dla wybranych
wyktadnikow wymiernych.

e Wyznaczysz pochodne wybranych funkcji potegowych o wyktadnikach
rzeczywistych, w szczegolnosci o wyktadnikach catkowitych ujemnych

i wymiernych.



Przeczytaj

Poznane dotychczas wzory opisujgce pochodne funkcji elementarnych beda znajdowaty
zastosowanie w optymalizacji. Najpierw jednak poznasz kolejne wiasnosci pojecia
pochodnejfunkciji. Niniejsza lekcja pokaze w jaki sposdb wyznacza¢ pochodne funkcii
potegowych o dowolnym wyktadniku rzeczywistym.

Jak juz wiemy, jesli f jest funkcja potegowa postaci f(z) = =", gdzie n € N, woéwczas
pochodna f’ funkcji wyrazona jest za pomocg wzoru

fl@) = (@) =n-am .

Okazuje sie, iz powyzszy wzor pozostaje rowniez prawdziwy dla funkcji potegowych
o dowolnym wyktadniku rzeczywistym.

Twierdzenie: Pochodna funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym

Niech f bedzie dowolng funkcja potegowq postaci f(z) = z%, gdzie a € R jest

Dowadd

dla szczegélnego przypadku funkcji f(z) = z 2, czyli funkcji f(z) = v/z. Niech z bedzie

dowolnym argumentem, dla ktorego funkcja f jest okreslona. Wowczas
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Zatem ostatecznie f'(z) = (\/E)' =
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Zauwaz, ze stosujac wprowadzony wzor na pochodng funkcji potegowej o wyktadniku

rzeczywistym (z%) = a - 2%~ do funkcji f(z) = 4/ otrzymamy ten sam wynik.
Wystarczy funkcje f zapisa¢ w postaci f(z) = x7, aby otrzymac

/
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Warto zwroéci¢ uwage na fakt uzytecznos$ci oraz mozliwo$¢ obszernego zastosowania
wprowadzonego powyzej wzoru. Za jego pomocg znalez¢ mozesz pochodne funkcji
potegowych nie tylko o wyktadniku naturalnym, ale takze pochodne funkcji potegowych

dowolnym wykladnikiem rzeczywistym. Wéwczas pochodna funkcji f wyraza si¢ wzorem

Korzystajgc z definicji pochodnej funkcji w punkcie, udowodnimy powyzsze twierdzenie


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

o wyktadniku catkowitym ujemnym, jak na przyktad y = %, badz pochodne funkcji
potegowych o wykladniku wymiernym, jak na przyktad y = v/z czy y = /.

Rozpoczniemy od wyznaczenia pochodnych wybranych funkcji potegowych o wyktadniku
catkowitym ujemnym.

Przyktad 1

Korzystajgc z wzoru na pochodng funkcji potegowej, znajdziemy pochodna funkcii
f(z) = = dlaz # 0.

Rozwigzanie

Najpierw zapiszmy funkcje f jako f(z) = z~!. Zauwazmy, ze wyktadnik o = —1, zatem
Fe) = (3) = (@) = 1oe =t

Przyktad 2

Rozwazmy funkcje f(z) = % Znajdziemy pochodng funkcji f w dowolnym punkcie

x # 0.
Rozwigzanie

Zauwaz, ze funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci f(z) = =3, gdzie wyktadnik a = —3.
Korzystajac z wzoru na pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym,

otrzymamy f'(z) = (z %)’ = 3. 2% 1= -3zt = - %

Kolejne funkcje, ktorych pochodne wyznaczymy za pomocg powyzszego wzoru, to funkcje
potegowe o wykladniku wymiernym dodatnim.

Przyktad 3
Znajdziemy pochodng funkcji f(z) = /z dlaz > 0.

Rozwigzanie

Funkcje f zapiszemy w postaci f(z) = z1, gdzie wyktadnik o = 1.

1

! 1
Pochodna funkgciji f bedzie postaci f'(z) = (mZ) =L.zil= %m—% = 1

Przyktad 4
Wyznaczymy pochodna funkcji f(z) = v/z° dlaz € R.

Rozwigzanie




W tym celu funkcje f nalezy zapisac jako f(x) = 3, aby otrzymac

! —_
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Na koniec wyznaczymy pochodne wybranych funkcji potegowych o wyktadniku

Wymiernym ujemnyim.
Przyktad 5
Znajdziemy pochodna funkcji f(z) = %
Rozwigzanie
Funkcje f zapiszemy jako f(z) = =~ 7, gdzie wyktadnik a = —+. Zatem pochodna f’
funkcji f bedzie rowna f'(z) = (a:_%>l = —%m_%_l = —%w_% = — 2\}5.

Przyktad 6

1
v
z wzoru na pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym.

Rozwazmy funkcje f(z) = Chcemy wyznaczy¢ pochodna tej funkcji korzystajgc

Rozwigzanie

Zapiszemy najpierw funkcje f w postaci f(z) = =~ 3. Zauwaz, ze wowczas wyktadnik

o= — ?7) . Stosujlalc sie do wprowadzonego powyzej wzoru, otrzymanmy
f,(x) = ({I}_%) = —% . a’;_%_l = —%x_% = — 3%/7?.
Stownik

funkcje elementarne

funkcje, ktore mozemy otrzymac z tak zwanych podstawowych funkcji elementarnych
za pomocg skonczonejliczby dziatan arytmetycznych, sktadania oraz odwracania funkc;ji.
Do podstawowych funkcji elementarnych naleza:

» funkcje state

funkcje potegowe

funkcje wyktadnicze

funkcje logarytmiczne

funkcje trygonometryczne
funkcja potegowa o wyktadniku o

funkcja okreslona wzorem f(x) = z®. Dziedzina funkcji potegowej zalezy od wyktadnika
o



pochodna funkcji w punkcie

granica wilasciwa ilorazu roznicowego



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Aby utrwali¢ wzér na pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym, zagraj

W ponizsza gre.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrlVuyr9X
Polecenie 2

Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji potegowych:

.« flz) =V,

. 9x) = 5=


https://zpe.gov.pl/a/Dr1Vuyr9X

Polecenie 3
Znajdz pochodne ponizszych funkcji potegowych o wyktadniku rzeczywistym:

e f(z) = vt

e g(z) = %/1%_4




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:

« f(z) = VE,

. g(z) = 4,
e h(z) = Va3

Cwiczenie 2
Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkgcji f(a:) = ;1; jest réwna:

O fl@=-%

O fla)= _2\}5

O fl@) =3



Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkcji f(ac) = \/Ejest rowna:

O F(z) = Vbt

O fl)=+=

Cwiczenie 4

Potacz w pary ponizsze funkcje i odpowiadajace im pochodne.

fe)=-%
£ =5z
fle)=-%

@)= 35
Fie) =



Cwiczenie 5

Uzupetnij tabele.
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Funkcja f(x) Pochodna f’(x)

Cwiczenie 6
Zaznacz w tabeli poprawne komérki.

Funkcja f(x) Pochodna f’(x) Pochodna f’(z)
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Cwiczenie 7 @
Potacz w pary ponizsze funkcje i odpowiadajgce im pochodne.
) 2
f(x) = Va2 f(z) = 3z

f(z) = Vz? fz)=—5=

) = == f(z) = 242
f(z) = P) =5

Cwiczenie 8 O
Uzupetnij tekst.

Wzér okreslajacy pochodng funkcji potegowej o wyktadniku naturalnym, catkowitym badz

wymiernym mozemy zapisac nastepujaco:
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Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kruszelnicka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pochodne funkcji potegowej o wykladniku rzeczywistym
Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa IV
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

o sklasyfikuje funkcje potegowe

» wykorzystuje pojecie ilorazu roéznicowego

 stosuje poznane wiadomosci do wyznaczania pochodnych wybranych funkcji
potegowych o wykltadniku rzeczywistym

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja
e sztafeta zadaniowa

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kolorowe kartki A4, dlugopisy

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu zapoznajq si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj”
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz przedstawia kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel rozpoczyna od rekapitulacji wiadomosci zawartych w sekcji ,,Przeczytaj”
Razem z uczniami omawia przyklady zawarte we wspomnianej sekcji.

2. Wybrane zadania z sekcji ,Sprawdz sie” rozwigzywane sg metoda sztafety zadaniowe;.
Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Uprzednio przygotowane zadania dla grup
nauczyciel przykleja na tablicy (kazdej grupie przyporzadkowana jest kartka w innym
kolorze). Jeden uczen z kazdej grupy podchodzi do tablicy i odrywa pierwsze zadanie.
Uczniowie w grupach wspolnie pracujg nad zadaniem, rozwigzanie zapisuja na kartce.
Kolejna osoba z kazdej grupy przyczepia kartke z rozwigzaniem na tablicy i pobiera
kolejne zadanie. Nauczyciel systematycznie sprawdza kolejne przyczepione do tablicy
rozwigzania zadan. Blednie rozwigzane zadania wracaja do poprawy do uczniow.

3. Po zakonczonej sztafecie uczniowie omawiajg swoje rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy grup dzielg si¢ informacjami na temat pracy swojej grupy, prezentuja pomysty,
przedstawiaja watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:



Uczniowie wykonuja w domu pozostate zadania z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz graja w gre
edukacyjna.

Materialy pomocnicze:
Pochodna funkciji
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ gre edukacyjng do utrwalenia wiadomosci z lekcji w ramach
pracy domowe;j.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4306

