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Pole powierzchni kuli

Zrédto: Valentin Balan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W IV wieku p.n.e. Arystoteles przedstawit dowody na kulistos¢ Ziemi. Juz w III wieku p.n.e
Eratostenes zmierzyt obwod Ziemi za pomoca drewnianego kotka. Do dzisiaj wyznaczono
tez przyblizone pole powierzchni Ziemi, ktére wynosi okoto 510000000 km?. Poniewaz
przyjmuje si¢, ze Ziemia ma ksztatt zblizony do kuli, zatem do do wyznaczenia jej pola
powierzchni wystarczy zna¢ dlugos¢ jej promienia. W materiale poznamy wzor na pole
powierzchni kuli oraz jego zastosowanie. Bazujac na czesSci teoretycznej oraz omowionych
przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Poznasz wzor na obliczenie pola powierzchni kuli.

» Zastosujesz pojecie kota wielkiego do wyznaczenia pola powierzchni kuli.

e Wyznaczysz pole powierzchni kuli na podstawie podanych informacii.

o Wykorzystasz wzor na pole powierzchni kuli do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje¢ kuli oraz kota wielkiego.
Definicja: kula

Kulg nazywamy bryle obrotowg, ktora powstaje przez obrot kota wokot osi zawartej
w plaszczyznie kota, do ktorejnalezy srodek kota.

Sferg nazywamy zbior punktow przestrzeni, ktore s3 jednakowo odlegte od $rodka kuli.
Kulg nazywamy te punkty przestrzeni, ktore lezg na sferze, lub s3 nig ograniczone.

Kazdy przekrdj kuli ptaszczyzna, ktoéra ma wiecejniz jeden punkt wspolny z tg kulg, jest
kotem.

Definicja: koto wielkie

Kotem wielkim nazywamy najwieksze koto, jakie mozna wpisa¢ w kule. Diugos¢
promienia kota wielkiego jest rowna dtugosci promienia kuli.

Koto wielkie

Przekroj osiowy kuli
jest kotem wielkim.

Pole powierzchni kuli

Dana jest kula o promieniu dtugosci R.
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Pole powierzchni kuli obliczamy ze wzoru:
P=4-7-R%
Ciekawostka

Powierzchnig¢ kuli, nazywang sferg nie mozna rozcig¢ na czesci, ktore mozna roztozy¢ na
ptaszczyznie, zatem nie mozemy narysowac siatki tej bryty.

Przyktad 1
Wyznaczymy promien kuli, gdy jej pole powierzchni jest rowne 196.
Rozwigzanie

Niech R bedzie dlugoscia promienia kuli. Korzystajgc ze wzoru na pole powierzchni kuli,
do obliczenia warto$ci R rozwigzujemy rownanie:

196m =4 -7+ R?.

Po podzieleniu obu stron tego réwnania przez 4w otrzymujemy:

R? = 49.

Zatem R =T7.

Przyktad 2

Promien kuli zwiekszono o 20%. Obliczymy, o ile procent wzrosto pole powierzchni kuli.

Rozwigzanie

Niech R bedzie dlugoscig promienia kuli.



Wowczas pole powierzchni tej kuli wynosi:
P, = 47R,>.

Zatozmy, ze po zwiekszeniu dtugosci promienia kuli 0 20% otrzymujemy kule
o promieniu Rs.

Zatem:

Ry, =1,2R;.

Wtedy pole powierzchni tej kuli wynosi:

P, = 47R,® = 47 - (1,2R,)* = 1,44 - 47R,® = 144%P,.
Roznica pol powierzchni tych kul wynosi:

P, — P, = 144%P, — P, = 44%P;.

Wobec tego pole kuli wzrosto o0 44%.

Przyktad 3

Pewna kule przeci¢to ptaszczyzna. Otrzymany przekrojjest kotem o promieniu dtugosci
6 i Srodku oddalonym od srodka kuli o 4. Wyznaczymy pole powierzchni tejkuli.

Rozwigzanie

Narysujmy rysunek pomocniczy do zadania i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia.
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Z warunkow podanych w zadaniu mamy, ze » = 6 oraz d = 4.



Do wyznaczenia dlugosci promienia R rozpatrywanej kuli zastosujemy twierdzenie
Pitagorasa.

Zatem:

R* =71+ &2

R =6>+4°

R? =52, czyli R = V/52.

Zatem pole powierzchni kuli jest rowne:
_\2
P=4.m(V52) =208r

Przyktad 4

Obliczymy pole powierzchni kuli, jezeli pole powierzchni kota wielkiego zawartego w tej
kuli wynosi 32

Rozwigzanie
Do wyznaczenia dtugoSci promienia r kota wielkiego rozwigzujemy réwnanie:
327 =772

Zatem 72 = 32, czyli r = /32 = 44/2.

Poniewaz dlugos¢ promienia kota wielkiego jest rowna dtugosci promienia kuli, w ktore;j
to koto jest zawarte, zatem promien kuli R = 4/2.

Wobec tego pole powierzchni tej kuli wynosi:
N\ 2

P=dr-(4v2) =128

Przyktad 5

Suma pol powierzchni czterech kul o promieniach, ktorych dlugosci tworzg cigg
geometryczny o ilorazie % Wynosi 515—67r. Wyznaczymy dlugos¢ promienia najmniejsze;j
kuli.

Rozwigzanie

Niech R;, Rs, R3, R4 oznaczajg dlugosci promieni omawianych kul. Jezeli te dtugosci
tworzg ciag geometryczny o ilorazie %, to dtugosci tych promieni wynoszg odpowiednio:

Ry - dlugos¢ promienia najwigkszej kuli,



Ry = 3Ry,
R3;=+R
3 — Z 1,
Ry= LRy,
Wobec tego pola powierzchni tych kul wynosza:
Pl = 47TR12,
Py = 47R,? = 4w (1 Ry)* = 4x- LR,® = 7R,?,
Py = 4nRy® = 4x(3R1)’ = 4n- L R:2 = 1R/
Py = 47R,* = 4w (L Ry)’ =4 4 R? = LaR,2

Poniewaz suma pol powierzchni tych czterech kul wynosi 515—67r, zatem do wyznaczenia
wartosci Ry rozwigzujemy roOwnanie:

ATRy® + mR* + ;mR> + f-mR* =55
47TR12'(1+%+%+6—14) :5%7r
2.8 _ 85
47TR1 ‘64 T 1—67'('
Ri*=1,czyli Ry = 1.

Promien najmniejszej kuli ma dlugos¢ Ry, zatem:

R4:§R1:§-1:
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Przyktad 6
Obliczymy pole powierzchni kuli wpisanejw szeScian o krawedzi 12.
Rozwigzanie

Wykonajmy rysunek pomocniczy i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia.



Zauwazmy, ze jesli kula jest wpisana w szeScian, to dtugos¢ krawedzi szeScianu jest dwa
razy wieksza od dlugosci promienia kuli oraz kula musi by¢ styczna do wszystkich $cian
szeScianu.

Wobec tego do wyznaczenia warto$ci R rozwigzujemy rownanie:
2R =12,czyli R = 6.

Zatem pole powierzchni kuli wynosi:

P=4.-7-62=144~.

Stownik
kula

bryta obrotowg, ktora powstaje przez obrot kota wokot osi zawartej w ptaszczyznie kota,
do ktorejnalezy Ssrodek kota



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Zapoznaj sie ze schematem interaktywnym, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Polecenie 2

Promien kuli zmniejszono o 30%. Obliczymy stosunek pola powierzchni wiekszej kuli do pola
powierzchni mniejszej kuli.

Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm obliczajacy srednice i pole powierzchni kuli majac

dany jej promien R.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz.

Pole powierzchni kuli o Srednicy % jest réwne:

O P=16r(1+2)
O P=4r(3+2/2)

O P=dar(1+V2)

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

Jezeli R jest dtugoscig promienia kuli, a P oznacza pole powierzchni tej kuli, to

u R = v4rnP.
(] Istnieja dwie kule o ré6znych promieniach, ktére maja takie samo pole powierzchni.

0 Jezeli dany jest promien kota wielkiego kuli, to mozemy wyznaczy¢ pole powierzchni
kuli.

(] Jezeli d jest $rednica kuli, to pole powierzchni kuli obliczamy ze wzoru P = wd?.



Cwiczenie 3

Potacz w pary wartosé pola powierzchni kuli z odpowiadajgca mu dtugoscig promienia kuli.

P =127 R:@
P =32r R=Y2
P=2n R=2V?2
P=3nr R=13V2

Cwiczenie 4
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Promienie kul K1, K5, K3 sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie g = %,

przy czym promien kuli K3 ma dtugosc V3.

Wtedy:

- promien kuli K7 ma d’rugos’c’i :

- pole powierzchni kuli Ko wynosi ,

- réznica pola kuli K7 i K3 Wynosii

'3v3 || 9v3 | [12r | [960r | [ 3247 | | V3 | [ 108

Cwiczenie 5

Uporzadkuj wartosci wyrazen w kolejnosci malejace;.
pole powierzchni kuli o promieniu R = V5 =
pole powierzchni kuli o $rednicy d = 27 =
pole powierzchni kuli o promieniu R = % a
pole powierzchni kuli o promieniu réwnym przekatnej szeScianu o krawedzi % =



Cwiczenie 6
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Kula o promieniu rownym wysokosci trojkata
rownobocznego o boku 4:

ma srednice dtugosci 4\/§ ’

ma promien réwny 23 ’

ma $rednice dtugosci 612 ’

Kula o promieniu réwnym przekatnej kwadratu o boku

3 ma pole powierzchni rowne 487 ’

ma promien rowny 3v2 ’

ma pole powierzchni réwne 727 ’

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jezeli dwie kule sg podobne w skali k = 3, to stosunek pola powierzchni mniejszej

kuli do pola powierzchni wiekszej kuli wynosi %.

Cwiczenie 8 @

Pewng kule przecieto ptaszczyzna. Otrzymany przekréj jest kotem o promieniu dtugosci 2\/5
i sSrodku oddalonym od $rodka kuli o 6. Wyznacz pole powierzchni tej kuli.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole powierzchni kuli

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza pole powierzchni kuli;

 stosuje pojecie kota wielkiego do wyznaczenia pola powierzchni kuli;

e wyznacza pole powierzchni kuli na podstawie podanych informacii;

» wykorzystuje wzor na pole powierzchni kuli do rozwigzywania problemow
matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pracaz ekspertem;
e liga zadaniowa;



metoda krokodyla.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Pole powierzchni kuli” i celow lekcii.

Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na

ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢

z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’. Na lekcji uczniowie pracujg w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

. Uczniowie zapoznajg sie indywidualnie z trescia sekcji ,Schemat interaktywny”.

Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2 w sekcji ,Sprawdz si¢”,

a nastepnie wybrany uczen omawia ich wykonanie na forum klasy krok po kroku.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na

czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 w sekcji ,Sprawdz si¢” metoda

krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Kulai sfera.
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy dotyczgcej obliczania pola powierzchni kuli.


https://epodreczniki.pl/a/kula-i-sfera/D1F7mMmuS

