Wspotrzedne wierzchotka parabol

Wspotrzedne wierzchotka paraboli. Wyznaczanie zbioru wartosci funkcji. Maksymalny
przedziat, w ktorym funkcja jest rosngca oraz maksymalny przedzial, w ktorym funkcija jest
malejaca. Whasnosci funkcji kwadratowe;j. Ilustracja interaktywna: wiasnosci funkciji
kwadratowe;.

Dobieranie wspotrzednych wierzchotka do paraboli. Badanie wlasnosci funkcji. Punkt
wspolny prosteji funkcji kwadratowej. Zasob zawiera zadania interaktywne.

Dobieranie wierzchotka do paraboli. Badanie wlasnosci paraboli. Punkt wspolny prostej
z parabola. Zbior wartos$ci funkcji. Warto$¢ maksymalna i minimalna funkcji kwadratowe;.
Zasob zawiera zadania interaktywne.

Wskazywanie wykresu funkcji kwadratowej opisanego danym wzorem. Funkcja
z parametrem. Wierzchotek paraboli - wspolrzedne. Zasob zawiera zadania otwarte
z rozwiazaniami.

Wskazywanie wykresu funkcji kwadratowej podanej wzorem. OS symetrii paraboli.
Wspotrzedne wierzchotka funkcji kwadratowej. Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;.
Zasob zawiera zadania otwarte z rozwigzaniami.



Wspotrzedne wierzchotka paraboli

W tym materiale zawarte s3 wiadomosci dotyczace wspotrzednych wierzchotka paraboli.
Przypomnisz sobie, w jaki sposob wyznaczy¢ wspotrzedne takiego wierzchotka. Wyznaczysz
dziedzine oraz zbior wartosci funkcji kwadratowej, znajac wspotrzedne wierzchotka
paraboli bedacejjej wykresem.

Wazne!

Wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bz + cma

wspotrzedne (p, q), gdzie p = — % oraz q = — %.

Zauwazmy tez, ze wspotrzedne wierzcholtka paraboli spetniajg warunek g = f(p).
Przyktad 1

Wyznaczymy wspoirzedne wierzchotka W paraboli o rownaniu

lLy=2z?—22+10
Odczytujemya = 1,b = —2,¢ = 10, stad p = # = 1,awiec
g=f(1)=1-2+10=9.Zatem W = (1,9).
2.y=—x? -4z +1

Odczytujemya = —1,b = —4,c=1,stad p = ;E:ﬁ = —2. Wtedy

¢q=f(—-2)=—-4+8+1=5czyli W = (—2,5).
3.y =2z2+ 12z + 17
Odczytujemya = 2,b =12,¢ = 17,stad p = 5—122 = —3, wiec
g=f(-3)=18—-36+17= —1,czyli W = (-3, — 1).
4. f(x) = —3z> + 8z — 9
Odczytujemya = —3,b =8,c = —9,stad p = 2.(__83 = %. Ponadto
)

A=8—4.(-3)-(-9) = 44 stadg = 5 = — 11 = — & cnyl
W= (4 - )
Przyktad 2

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji

Lflz)=a>—4z -7
Odczytujemy wspotczynnik a = 1. Poniewaz jest on dodatni, wiec wykresem funkcji
f jest parabola skierowana ramionami do géry. Wobec tego zbiorem warto$ci tej

funkciji jest przedziat (g, +00), gdzie q to druga wspotrzedna wierzchotka paraboli.

W tym przypadku q = _W _ _%

f jest przedziat (—11, +00).
2. f(z) = —2* + 6z — 2
Odczytujemy, ze wspoétczynnik a jest ujemny (@ = —1), wiec wykresem funkcji f jest

= —11, zatem zbiorem wartosci funkcji




parabola skierowana ramionami do dotu. Wobec tego zbiorem wartosci tej funkciji jest

przedziat (—o0, q), gdzie g to druga wspotrzedna wierzchotka paraboli. W tym
dk . 67—4(=1)(=2) 28

przypadku ¢ = ————y— = — =
przedziat (—oo, 7).

3. f(x) = bz? + 15z + 1
Poniewaza =5 > Q0 orazq = —1524_,% = —%, to zbiorem warto$ci funkcji f jest
przedziat <— % , —|—oo).

4. f(z) = —3z% + 21z — 16

= 7, zatem zbiorem wartoS$ci funkcji f jest

Poniewaz a = —3 < 0 oraz q=— 212744_((7_33)).(716) = %, to zbiorem wartosci funkcji f
jest przedziat (—oo, 2.
Przyktad 3

Wyznaczymy maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f jest rosngca oraz maksymalny
przedzial, w ktorym ta funkcja jest malejaca.

Lf(z) =242 -7
Wspotczynnik a jest dodatni (a = 1), wigc wykresem funkcji f jest parabola
skierowana ramionami do gory. Ponadto p = _;14) = 2. Zatem maksymalny
przedziat, w ktérym funkcja f jest rosnaca, to (2, +00), a maksymalny przedzial,
w ktorym ta funkcja jest malejaca, to (—oo, 2).

2. f(z) = —x* + 62 — 2
Wspotczynnik a jest ujemny (a = —1), wiec wykresem funkciji f jest parabola

—6

skierowana ramionami do dotu. Ponadtop = = 3. Zatem maksymalny

przedzial, w ktorym funkcja f jest rosnaca, to (—oo, 3), a maksymalny przedziat,
w ktorym ta funkcja jest malejaca, to (3, +00).
3. f(z) =3z% + 5z — 8
Poniewaza =3 > Qorazp = 53 = —%, wiec maksymalnym przedziatlem, w ktorym
funkcja f rosnie, jest <— %, —|—oo), a maksymalnym przedziatem, w ktorym ta funkcja
maleje, jest (—oo, —%>
4. f(z) = —4x®> — Tz + 19
(=71 _ 7

Poniewaza = —4 < Qorazp = ) = 8 wiec maksymalnym przedziatem,

w ktorym funkcja f rosnie, jest (—oo, — % > a maksymalnym przedzialem, w ktorym ta
funkcja maleje, jest <— %, —Iroo) .

Przyktad 4



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/Pngb5SHZpw
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 1 G

Na kazdym z ponizszych rysunkdéw przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowe;.
Przy czym na jednym z nich jest wykres funkcji f, na innym - wykres funkcji g, a na jeszcze
innym jest wykres funkcji h. Wiadomo, ze zbiorem wartosci funkcji f jest (—2, +00),
wierzchotkiem wykresu funkcji g jest punkt (—1, 2), a osia symetrii wykresu funkcji h jest
prosta o réwnaniu z = 1. Na ktorym rysunku jest wykres funkcji f, na ktérym - wykres g, a na
ktorym - wykres funkcji h?
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/Pnqb5HZpw

Cwiczenie 2

Dana jest parabola o réwnaniu y = z2 + 8z — 10. Zaznacz zdanie prawdziwe.

Wierzchotek tej paraboli lezy na prostej o réwnaniu x = —4.

Ta parabola nie ma punktéw wspdlnych z prostg o réwnaniu y = —25.

o O O

Osig symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu x = 8.

() Wierzchotek tej paraboli lezy na prostej o réwnaniu y = —10.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowe zakonczenie zdania. Prosta o rownaniu y = —3 ma doktadnie jeden
punkt wspolny

(] zwykresem funkcji fo(z) = z? — 2z — 2.
[ ] zwykresem funkcji f4(z) = —z2 + 2z — 3.
(] zwykresem funkcji f1(z) = z? + 2z — 2.

(] zwykresem funkcji f3(z) = —2% — 2z — 4.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 3

Osig symetrii paraboli y = —22+br+2 jest prosta o réwnaniu x = p. Zaznacz wszystkie
zdania prawdziwe.

(] Dlap = —2 wspotczynnik b jest rowny —1.
(] Jezeli b = p, to wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W = (0, 2).
(] Dlap = 3 wspotczynnik b jest réwny 6.

(] Jezelib=2,top =4.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 »

Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem f(x) = x? + bz + c. Oblicz wartosci
wspotczynnikéw b i ¢, wiedzac, ze wykresem funkcji f jest parabola, ktérej wierzchotkiem jest
punkt o podanych wspétrzednych. Uzupetnij odpowiedzi, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

¢ (O> 2)

Odpowiedz: Wartosci wspétczynnikow wynosza b = orazc =
¢ (27 0)

Odpowiedz: Wartosci wspétczynnikow wynoszg b = orazc =

(1, 1)

Odpowiedz: Wartos$ci wspotczynnikow wynoszg b = orazc =
° (_1’ 2)
Odpowiedz: Wartosci wspotczynnikdw wynoszg b = orazc =

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 P

Potacz w pary wzér paraboli ze wspoétrzednymi jej wierzchotka.

y=—(z—5)"-3 (~1,4)
y=—(z+1)" +4 (~6,-3)
y=(zx+6)*—3 (5,-3)
y=(z—1)2+4 (1,4)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Potacz w pary wzér paraboli ze wspoétrzednymi jej wierzchotka.

y=x2+4x+7 (1,5)
y=ax>+4z (—2,—4)

y=—x2+4x — 2 (—2,3)

y:az2—2:c—|—6 (2,2)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Wykresem funkcji kwadratowej f, okreslonej wzorem f(x) = ax? + bz, jest parabola
o wierzchotku W. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] JezeliW = (1,1),toa=—1ib=2.
(] Jezelia=1ib=4,to W = (2,-2).
(] JezeliW = (—3,—27),toa =3ib=18.

(] Jezelia=—-1ib=6,toW = (3,9).

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 »

Do wykresu funkcji kwadratowej f naleza punkty:
A = (-15,35), B= (-5, — 20),C = (5, 35). Co z tego wynika? Zaznacz wszystkie
prawidtowe odpowiedzi.

(] f(—20)> 30
L) f(=7)+ f(=9) > f(—4) + f(-2)
) f(=10) = £(0)

() f(-6) <-30

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 O

Na jakiej prostej lezy wierzchotek paraboli y = x2 — 2z + 2? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O z=1

O z=-2

O z=-1

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11 »

Z jaka prosta wykres funkgji f okreslonej wzorem f(z) = —z2 4 62 ma doktadnie jeden
punkt wspodlny? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O y=6
O y=0
O y=9

O y=3

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 >

Wskaz réwnanie paraboli, ktérej wierzchotkiem jest punkt W = (5, 5). Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

() y=z2-10z+15
() y=a%—10z +30
() y=z?+10z +55

O y==z*+10z+5

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13

Ktory zbidr jest zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f(z) = 2% + 22 + 5? Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

O (2,+00)
O (5,4+00)
O <_]—7 —I—OO)

O 4,+00)

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Jaka jest najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej f(z) = —x2 — 8z + 2? Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

(O Jest ona wieksza od 30.
() Jestonaréwna 18.
() Taka warto$¢ nie istnieje.

() Jest onaréwna 2.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 »

Jakim wzorem moze by¢ okreslona funkcja kwadratowa, ktérej zbiorem wartosci jest przedziat
(—2, 400)? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O y:(w+2)2—2
O y:(w—2)2—|—2
O y=—(z+2)°-2

2
O y=—(z-2)"+2
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 16 »

Zaznacz rysunek, na ktorym jest przedstawiony fragment wykresu funkcji kwadratowej
okreslonej wzorem f(z) = 322 — 2z + 1.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 X

-5 -4 -3 -2 0 1 2 3 4 5 6 X

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17 »

Prosta z = 3 jest osia symetrii wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(z) = 22 4 bz. Ktéra
rownosc¢ jest wtedy prawdziwa? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O f(0) = 7(1)
O f(0) = f(4)
O f(0) = £(6)

O f(0) = f(=3)

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18 >

Wierzchotkiem paraboli o réwnaniu y = x2 + bz + c jest punkt W = (-2, 3). lle wtedy
wynoszg poszczegodlne wspotczynniki? Zaznacz prawidtowa odopowiedz.

O b=4,¢c=T7
() b=2,c=T7
() b=-2,c=3

() b=-4,c=3

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 19 »

Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(z) = 2 — 2max + 4. Zaznacz prawidtowe
zakonczenie zdania. Mozna wskazac¢ taka wartos¢ m, aby zbiorem wartosci tej funkcji byt
przedziat

O (10, +400)
O (6,+00)
O (3,+00)

O (5,400)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20 O
Zapisz w postaci kanonicznej wzér funkcji kwadratowej f, okreslonej wzorem ogdlnym:

1. f(z) = 22* — 5,

2. f(x) = —3z% + 4,

3.f(x) =2 +z+ 1,

4. f(xr) = —2x> + 5z — 3%.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 21

Zapisz w postaci kanonicznej wzér funkcji kwadratowej f, okreslonej wzorem ogdlnym:
1. f(z) = 5z% + 30z + 31,
2. f(x) = 2z% — 4z — 1,
3. f(z) = —3z% — z + 6,

4. f(z) = —42* + 14z — 7.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22

Zapisz w postaci kanonicznej wzér funkcji kwadratowej f, ktorej wykresem jest parabola
o wierzchotku W, przecinajaca 0§ Y w punkcie P.

1. W = (2,0), P = (0,5),

2. W = (~1,1), P = (0, —2),

3.W = (-2,-3), P = (0,1),

4. W = (4,6), P = (0,-2).

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 23 »

W uktadzie wspotrzednych narysowano parabole, bedace wykresami funkcji kwadratowych.
Przyporzadkuj wykresom wzory odpowiednich funkcji.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zrodto: Zespoét autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ay

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zrodto: Zespoét autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki odpowiednie wzory lub kliknij w luke i wybierz
odpowiedz z listy rozwijalnej.
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______________

______________

f@) =2 +1)? 2] f@)= 31 +3]| f&) = (@~ 2)* 1]

f@) =t -1 =3[ f@) = —t@+ 1’ +2| [ fl@) = ~(@ + 2 + 2|

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24 O

Zapisz w postaci kanonicznej wzér funkcji kwadratowej f, wiedzac, ze do jej wykresu naleza
punkty A, B, C. Uzupetnij zdania. Przeciagnij w kazda luke odpowiedni wzor lub wybierz ten
wzor z listy rozwijalne;j.

1.A=(-1,3),B=(0,1),C=(1, 3)

--------------

f@) =307 2| fo) = 2,32 43| | (@) = }@+3)? | [ f(@) =207 + 1
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2.A=(0, —5),B=(-3,4),C= (-6, —5)

______________

@) =@ -9 +6|| f@) = ~(@+3)° +4|| f(2) = Sz +2)°

| f(z) = 52° +3

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 25

Podaj zbiér wartosci funkcji okreslonej wzorem:
L f(z) =2+ (1—=z)%
2. f(z) =5 — (-3 + )%,
3. f(z) = (3z — 1)* -9,

4. f(x) = — (22 +5)* + 7.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 26

Wyznacz zbiér wartosci funkcji kwadratowej f.
1 f(z) = 2% + 12z,
2. f(z) = 3% — 6z + 5,
3. f(z) = —x2 + 2z — 5,

4. f(z) = —3z2 + 2z +3.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 27

Podaj maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f rosnie.
L f(z)=3— (z—2)%
2. f(z) =11 + (1 — z)%,
3. f(z) = (22 — 6)> — 7,

4. f(x) = —(3z + 15)* + 8.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 28

Wyznacz maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f maleje.
1. f(z) = 2% — 5z,
2. f(z) = 22% + 3z + 5,
3. f(z) = —z® — 4z + 7,

4. f(z) = —3z% + 8z — 1.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 29 @

Wykres y = 22 —2x+3 funkcji kwadratowej ma doktadnie jeden punkt wspdlny z prostg
o réwnaniu y = m. Oblicz m. Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Wspotczynnik m =

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 30 @

Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = —x* — 6 + c. Wyznacz warto$c c, tak
aby parabola bedgca wykresem tej funkcji miata doktadnie jeden punkt wspodlny z prosta
o réwnaniu y = —5. Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Wartos¢ ¢ wynosi ’

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 31 @

Prosta x = —3 jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji
f(z) = 22 + 6kx + k — 4. Ustal wartos¢ k i wyznacz wspotrzedne wierzchotka W tej
paraboli. Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

Odpowiedz: Wartos$¢ k wynosi ‘ , @ wspotrzedne wierzchotka W wynosza (

1 )

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 32 @

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = —z? + 4z + cjest
przedziat (—oo, 5). Wyznacz warto$¢ ¢. Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luke odpowiedniag
liczbe.

Odpowiedz: Wartos¢ ¢ wynosi ‘ ’

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



