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W tejlekciji szczegdlng uwage zwrocimy na dowodzenie wiasnosci liczb, ale naszym
glownym celem bedzie zastosowanie wiasnosci poteg. Zasygnalizujemy tez inne wazne
zagadnienia, np. wzory skroconego mnozenia. W przykladach i zadaniach najwazniejsze
bedzie rozumowanie (czesto nieschematyczne) i argumentowanie przytaczanych faktow
i obserwaciji.

Twoje cele

o Udowodnisz, ze dana liczba jest kwadratem liczby catkowite;.
o Udowodnisz podzielnos¢ jednejliczby przez inna.

e Udowodnisz nierownos$¢ miedzy potegami.


https://pixabay.com/pl/users/10741031-10741031/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3825833
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3825833

Przeczytaj

Czesto popelnianym btedem (rowniez w zyciu codziennym) jest mylenie przyczyny ze
skutkiem, czyli mowigc jezykiem matematyki: odwracanie wynikania.

Jako przyklad rozwazmy zdania: ,jesli wschodzi stonce, to kogut pieje” oraz ,jesli kogut
pieje, to stonce wschodzi”. Osoby mieszkajace w sasiedztwie kogutow zauwazyty zapewne,
ze codziennie okoto wschodu stonca te ptaki daja o sobie zna¢ gltoSnym “kukuryku”
Pierwsze zdanie mozemy empirycznie uznac za prawdziwe. Trudno jednak oczekiwac, ze
za kazdym razem, kiedy kogut zapieje, wzejdzie jakies stonce... Oba zdania sa przykladem
implikacji (wynikania). Jesli pierwsze z nich nazwiemy implikacjg prostg (twierdzeniem
prostym), to drugie bedzie implikacjg odwrotna (twierdzeniem odwrotnym). W tym
przypadku implikacja prosta jest prawdziwa, ale implikacja odwrotna juz nie.

W matematyce jest podobnie. Implikacja ,jesli liczba calkowita jest podzielna przez 4, to jest
podzielna przez 2” jest prawdziwa, ale implikacja do niej odwrotna (,,jesli liczba catkowita
jest podzielna przez 2, to jest podzielna przez 4”) prawdziwa juz nie jest (liczba 6 jest
podzielna przez 2, ale nie dzieli si¢ przez 4).

W tejlekciji skupimy sie na dowodzeniu faktow wykorzystujac wlasnosci poteg. Przeanalizuj
ponizsze przyklady. Zwroc szczegolng uwage, co jest zalozeniem a co teza w kazdym
przypadku.

Przyktad 1
Wykazemy, ze liczba 810 + 4% + 3 - 16® jest podzielna przez 17.
Rozwigzanie

Aby wykazac, ze podana liczba dzieli si¢ przez 17, wystarczy przedstawic ja w postaci
iloczynu liczby 17 i liczby catkowitej. Przeksztalcimy podane wyrazenie korzystajac

z wlasnosci dziatan na potegach. Poniewaz kazda z liczb 8, 4 i 16 jest potegg liczby 2,
zachodzg nastepujgce rownosci:

810+ 41 +3.16° =

= @)+ () 43 ()" =
= 2310 4 2216 1 3. 248 —
=230 4292 4.3.2% =

— 230 4 930.92 4 3.930.92 —
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=29(14+2°+3-2%) =2%.17.

Poniewaz 230 jest liczbg naturalng, wiec 230 - 17 jest podzielna przez 17.

Przyktad 2

Wykazemy, ze 63'¢ < 1824,

Rozwigzanie

Skorzystamy z umiejetno$ci poréwnywania poteg o takich samych wyktadnikach.

I sposob

Zauwazmy, ze 631 < 6410 = (43)"0 = 4316 — 418 — 4220 — (42)™ = 162 < 182,
II sposo6b

Zauwazmy, ze 6316 = 6328 = (63%)° = 3969° oraz 182 = 18%% = (18%)" = 58328,

824

Poniewaz 3969% < 58328 wiec nieréwnos¢ 631¢ < 18% jest prawdziwa.

Przyktad 3

Uzasadnimy, ze nie istnieje liczba calkowita z, ktora spetnia rownanie
z(z + 1) = 2021292,

Rozwigzanie

Zatozenie: x € Z.

12020

Teza: rownanie z(z + 1) = 202 nie ma rozwigzania.

Zauwazmy, ze dla liczby catkowitej x wyrazenie z(z + 1) jest iloczynem dwoch kolejnych
liczb catkowitych, wiec jedna z nich jest parzysta, zatem iloczyn dzieli si¢ przez 2.

12020

Liczba 2021 jest nieparzysta, wi¢c liczba 202 rowniez jest nieparzysta. Poniewaz nie

istnieje liczba, ktora jest jednocze$nie parzysta i nieparzysta, wiec wyrazenie z(z + 1)
nie rowna sie 20212°2° dla zadnejliczby catkowitej z.

Przyktad 4

Wykazemy, ze liczba 22" — 3 - 2" 4 9 jest kwadratem liczby catkowitej dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniejn.

Rozwigzanie

Zalozenie:n € N, n # 0.



Teza: 22" — 3 - 2! 1 9 jest kwadratem liczby catkowitej.
Przeksztal¢my rozwazane wyrazenie:

o2 _ g gntl 4 g

=2 —-2.3-2"+9=
=2".2"-3.-2"-3-2"4+9=

=2"(2" -3)—3(2" —-3) =

=(2"-3)(2"-3) =

= (2" - 3)°.

Poniewaz n jest liczbg catkowita dodatnig, wigc 2" jest liczbg naturalng, za$ liczba 2" — 3
jest catkowita.

Przyktad 5

Wykazemy, ze liczba 3" + 3"~* + 373 jest podzielna przez 13 dla dowolnejliczby
naturalnejn wigkszej od 4.

Rozwigzanie

Zalozenie:n € N, n > 4.

Teza: 13 | 3" + 374 + 373,
Zauwazmy, ze

gn—5 4 gn—4 4 gn-3 _

=3P 4370 .3 43032 =
=3"5(1+3+3%) =

= 3n%.13.

Poniewaz n jest wieksze od 4, wiec liczba 3" jest naturalna, co oznacza, ze jejiloczyn
przez liczbe 13 jest wielokrotnoscia liczby 13, co dowodzi tezy.

Przyktad 6

Wykazemy, ze liczba 3"3 + 273 4 3n+l 4 2n+2 jest podzielna przez 6 dla dowolnej
liczby naturalne;j.

Rozwigzanie



Zalozenie: n € N.

Teza: 6 | 3713 4 2n+3 4 gntl 4 on+2
Przeksztal¢my rozwazang sume:

gnt3 4 gnt3 | gntl | gn+2 _

_ gn+3 4 gntl | gnt2 4 ont3 _
=3"-3+3".34 2" .24 271 2% =
=3"(3° +3) + 2" (2+2%) =
=37.30+2""1.6 =

=6(3"- 542",

Poniewaz liczby 3" i 2" s3 naturalne oraz iloczyn i suma liczb naturalnych s3 liczbami
naturalnymi, wiec liczba 3" - 5 + 2"*! tez jest naturalna. Zatem rozwazana liczba jest
podzielna przez 6, co konczy dowod.

Przyktad 7

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwy jest wzor
(a +b)* = a® + 2ab + b>.

Rozwigzanie

Zatozenie: a, b € R.

Teza: (a + b)® = a® + 2ab + b?

Na mocy definicji potegowania mozemy zauwazyc, ze

(a+b) = (a+b)(a +b).

Korzystajac z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, otrzymujemy
(a+b)(a+b) = a(a+ b) + b(a +b) = a® + ab + ba + b*.

Wystarczy wykonac redukcje wyrazéw podobnych, aby otrzyma¢ prawa strone¢
dowodzonej tozsamosci

a’+ab+ba+b*=a>+ab+ab+ b = a®+ 2ab + b,
Przyktad 8

Wykazemy, ze jesli 9° + 9% = 14 dla pewnejliczby rzeczywistejx, to 3* + 3% = 4.



Rozwigzanie
Zatozenie: 9* + 9% = 14.
Teza: 3* + 377 = 4.

Przeksztatlcimy najpierw wyrazenie (3% + 3_3”)2 korzystajgc ze wzoru udowodnionego
w poprzednim przykladzie:

(37 +37%)° =(3%)"+2-3° .32 4+ (3% =3% 42.37(2) ; 3%
=3%42.30 132 =9 124977,

Zatem

(3*+3 )’ =9"4+249°7

Z zalozenia wiemy, ze 9* + 97 = 14, zatem

(3*+3 %) =2+14

(37 + 377)° = 16.

Powyzsze rownanie oznacza, ze 3* + 3™ = 4lub 3* + 37* = —4. Zauwazmy ponadto, Ze
dowolna potega liczby dodatniej jest dodatnia, wiec liczba 3% i liczba 3% sa dodatnie,
wiec iliczba 3% 4+ 3% jest dodatnia. Stad 3* + 37% = 4.

Stownik
implikacja

zdanie logiczne powstate przez potgczenie dwoch zdan p i g spojnikiem implikacji, czyli
p = g, co czytamy ,jesli p, to ¢". Zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji, za$
zdanie g - nastepnikiem

implikacja odwrotna do danej

implikacja, ktora powstaje z implikacji danej poprzez zamienienie jej poprzednika
i nastepnika miejscami (poprzednik implikacji prostej staje si¢ nastepnikiem implikacii
odwrotnej, za$ nastepnik implikacji prostej staje si¢ poprzednikiem implikacji odwrotnej).

Implikacjg odwrotng dop = gjestq = p



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady zawarte w animacji. Na ich podstawie rozwiagz polecenia zamieszczone
ponizej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DH2gVk5Tk

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej dowodzenia twierdzen zwigzanych
z potegowaniem.

Polecenie 2
Udowodnij, ze liczba 617 — 6'® + 69 jest podzielna przez 31.

Polecenie 3

lle dzielnikéw ma liczba 617 — 618 + 6192


https://zpe.gov.pl/a/DH2gVk5Tk

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Wykaz, ze liczba 97 + 313 + 5 - 274 jest podzielna przez 17.
Cwiczenie 2 @)

Wykaz, ze 2861 ~ §369, Przeciagnij i upus¢ podane wyrazenia w odpowiednie miejsca, aby
otrzymac¢ dowdd powyzszego faktu.

____________________________________________________________________________________




Cwiczenie 3
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(107 4 2)° =

jest kwadratem liczby
naturalnej

%1” jest naturalna

Fakt Komentarz
neN
5 (100" + 4. 10" 44

Przeksztatcimy wyrazenig
dane w tresci zadania:

5 (100" + 410" +- 14

+((109)™ " 40107

E((103)" 4 410

% (102(n+1) +4. 10n+1 Ny

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba % (100"+1 +4-10" + 4) jest kwadratem

liczby naturalnej. Ponizej znajduje sie rozwigzanie zadania. Do kazdego faktu przyporzadkuj
komentarz. Przeciaggnij i upusc.

neN, + (100"+1 +4-10" + 4) jest kwadratem liczby naturalnej, Przeksztatcimy
wyrazenie dane w tresci zadania:

%(1007%4—1 T 4. 10n+1 + 4) — %((102)71—0—1 + 4 . 10n+1 4+ 4),
10241 4 4. 107 4 4)

(
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Zauwazmy, ze liczba
10™! + 2 jest postaci
10...02
N——
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Liczba 3 jest dzielnikiem
liczby 10! + 2 dla
dowolnej liczby naturalne]

n

Wynika stad, ze liczba

n+1 .
103—” jest naturalna

Cwiczenie 4

Wskaz poprawne odpowiedzi.
Rozwiazaniem réwnania z(z + 1) = 1406 jest liczba:

(] =z =238
(] =37
(] z=-38
(] ==-3T7



Cwiczenie 5
Zdecyduj czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Prawda

Potega o wyktadniku
naturalnym liczby
nieparzystej jest liczba O
nieparzysta.

Potega o wyktadniku
naturalnym liczby parzystej O
jest liczba parzysta.

Potega o wyktadniku
naturalnym dodatnim liczby
parzystej jest liczba O
parzysta.

Réwnanie
(2z + 2)z = 12345" nie
jest spetnione przez zadna
liczbe catkowita , O

poniewaz dla catkowitych x

lewa jego strona jest liczbg

parzystg, za$ prawa liczba

nieparzysta.

Réwnanie
(z + 1)z(z — 1) = 1234123
nie jest spetnione przez
zadna liczbe catkowita z, O

poniewaz dla catkowitych x

lewa jego strona jest liczba

podzielng przez 3, zas prawa

liczba niepodzielng przez 3.

Cwiczenie 6

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi wzér
(a—b)? = a® — 2ab + b2.

Fatsz



Cwiczenie 7

Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej = prawdziwa jest nieréwnoé¢ z* + 5 > 22 + 4z.
Utdz ponizsze wypowiedzi we wiasciwej kolejnosci, aby otrzyma¢ dowdd twierdzenia.

Korzystajac z przemiennosci i tagcznosci dodawania mozemy zapisac:

zt+5—a?—dr=z*—22—42+5 M
Zauwazmy, ze —x2 = —2z2 + 22 orazb=1+4 =
Powyzsza nieréwnoé¢ jest ro(wnowazna nieréwnoséci * + 5 > 2 + 4z, co konczy N
dowéd M
Rozwazmy wyrazenie z* + 5 — 22 — 4z o
Zatemzzc"*—i—&')—ar:z—4:15':(x2—1)2—i—(x—2)2 =
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy przedstawi¢ wyrazenie et — 2?2 —4x+5 N
wpostaciz? — 222 + 1+ 22 —4x + 4 M
Poniewaz suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest nieujemna, zatem pokazalismy, N
zext+5—22—4z >0 M
Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej wiekszej niz 1 liczba 372 + 371 4 37 4 57 4 572
jest podzielna przez 13.

Cwiczenie 9 @

Wiadomo, ze 4* + 4% = 2. Wykaz, ze 2* 4+ 27% = 2.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dowodzenie twierdzen zwigzanych z potegowaniem

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» dowodzi, ze dana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j,
» dowodzi podzielnosci jednejliczby przez inng,
o dowodzi nier6wnos$¢ miedzy potegami.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Dowodzenie twierdzen zwigzanych z potegowaniem”
oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktoére omawiane sg na forum klasy.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytem sie...

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznajg sie z medium w sekcji ,Animacja” i rozwiazuja polecenia z nim
zwigzane.



Materialy pomocnicze:
» Dzialania na potegach
Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Dowodzenie twierdzen
zwigzanych z potegowaniem”.
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