/astosowanie trygonometrii w obliczaniu pol figur -
przyktady

Obliczanie dtugosci bokéw w trojkacie. Obliczanie pola powierzchni rownolegtoboku.
Obliczanie pola czworokata.



Zastosowanie trygonometrii w obliczaniu pdl figur -
przyktady

W ponizszych przyktadach pokazemy zastosowania trygonometrii do opisu zwigzkow
miarowych w figurach ptaskich.
Przyktad 1

W tréjkacie rownoramiennym ABC kazde z ramion AC i BC ma dtugos$¢ réwna 10.
Miara kata AC B jest rowna 45°. Obliczymy pole tego trojkata.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze wysoko$¢ AD, opuszczona na bok CB, odcina trojkat prostokatny ADC.
Poniewaz kat AC'D ma miare 45°, to

[AD|
|AC

= sin45°.
Wobec tego

2 _
— 5v2

o]

|AD| = |AC]| - sin45°= 10 -

i pole P trojkata ABC jest rowne




1 1 —
P = -|BC|-|AD| :5-10-5\/5:25@.
Przyktad 2

Rozpatrzmy trojkat ostrokatny ABC, w ktorym dane sa dtugosci bokow |AC| = b,
|BC| = a oraz miara +y kata ACB.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze wysoko$¢ A D, opuszczona na bok BC, odcina trojkat prostokatny,
w ktorym

[AD| _ .
m = sin~y,
Przyjmujgc h = |AD]|, otrzymujemy
3 = sin~,
skad
h = bsin~.

Pole trojkata ABC jest rowne



Papc=—-a-h,
zatem
1 .
Pupc = 5 -a-b-sin~y.

Wobec tego pole trojkata ostrokgtnego mozemy wyrazi¢ za pomoca danych dtugosci
dwoch bokow i sinusa kgta miedzy nimi.
Przyktad 3

W réownolegloboku ABC D dane sg dlugosci bokow |AB| = 51 |BC| = 2. Kat DAB ma
miare 30°. Obliczymy pole tego réwnolegloboku.

Zauwazmy, ze przekagtna DB dzieli dany rownoleglobok na dwa trojkaty przystajace
ADBiCBD.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz pole trojkata ABD jest rowne
P _ ! AB|-|AD|-sin30°= L 5-2 =
app = 5 - |AB|-|AD| -sin30°= 5 5.2 5 = o

to pole rownolegtoboku ABCD jest rowne 5.
Przyktad 4

Rozpatrzmy réwnolegtobok ABCD, w ktorym diugosci bokow AB i AD sa réwne
odpowiednio a oraz b. Kat ostry migdzy tymi bokami ma miare a.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, zauwazmy, ze przekatna DB dzieli dany
rownolegtobok na dwa trojkaty przystajace ADBi BCD.



A a B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz pole trojkata ABD jest rowne
1 . 1 .
Pugp = 5 |AB| - |AD| - sina = Eab - sin a,
to pole rownolegtoboku ABCD jest rowne

1
Paopecp =2 - Pygp =2 - Eabsina = absina.

Przyktad 5

W czworokacie ABC D przekatne dtugosci |AC| = 11 oraz | BD| = 16 przecinaja sie
w punkcie P pod katem 60°. Obliczymy pole tego czworokata.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poprowadzmy przez wierzcholtki czworokata ABC D cztery proste k, [, m, n rownolegle
odpowiednio do przekatnych tego czworokata. Punkty przeciecia tych prostych
oznaczmy K, L, M, N.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czworokat K LM N jest rownolegtobokiem. Wobec tego |[NK| = 11i |KL| = 16 oraz kat
NKL mamiare 60°. A zatem pole czworokata K LM N jest rowne

3
Pxryy = |NK| - |KL|-sin60°= 16 - 11 - g — 88V/3.

Kazdy z czworokatow APDM, BPAN, CPBK i DPCL jest réwnoleglobokiem,

w ktorym jedna z przekatnych jest bokiem czworokata ABC'D.

Kazda przekatna dzieli rownoleglobok na dwa trojkaty przystajace. Pola tych trojkatow sg
rowne

Papp = Pamp, Pepa = Pena, PcpB = PckB, Porc = PbprLc.

Ponadto pole czworokata ABC'D jest suma pol trojkatow APD, BPA, CPBi DPC. To
znaczy, ze pole rownolegtoboku K LM N jest dwa razy wigksze od pola czworokata
ABCD. Zatem

1 1
Papcp = 3 Prxrun = 3 883 = 44V/3.

Przyktad 6

Rozpatrzmy czworokat ABCD, w ktorym diugosci przekatnych AC i BD s3 rowne
odpowiednio d; oraz ds, a kat ostry miedzy nimi ma miare¢ o.
Podobnie jak w poprzednim przykladzie, poprowadzmy przez wierzchotki czworokata



cztery proste k, [, m, n rownolegle odpowiednio do przekatnych tego czworokata.
Punkty przeciecia tych prostych oznaczmy K, L, M, N.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czworokat K LM N jest rownolegtobokiem. Wobec tego |[NK| = d; i | KL| = d5 oraz kat
NKL ma miare a. Pole KLM N jest rowne

Pxryun = |NK‘ . ‘KL‘ -sina = di - ds - sin o

Kazdy z czworokatow APDM, BPAN, CPBK i DPCL jest réwnoleglobokiem,
w ktérym jedna z przekatnych jest bokiem czworokata ABC'D.
Przekatna dzieli rownoleglobok na dwa trojkaty przystajace. Pola tych trojkgtow sa rowne

Papp = Payp, Peppa = Pena, Pcpe = Poxp, Ppopc = Pprc.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ponadto pole czworokata ABC'D jest suma pol trojkatow APD, BPA, CPBi DPC. To
znaczy, ze pole rownolegtoboku K LM N jest dwa razy wigksze od pola czworokata
ABCD, skad

1 1 ,
PABCD - 5 : PKLMN = Edldz sin @.

Przyktad 7

W trojkacie ABC boki AC' i BC maja dtugosci |AC| = 61 |BC| = 4, a kat miedzy tymi
bokami ma miare 120°. Obliczymy pole tego trojkata.
Zauwazmy, ze wysoko$¢ AD jest opuszczona na przedtuzenie boku BC.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



W trojkacie prostokgtnym ADC kat przy wierzchotku C' ma miare 60°. Woéwczas

AD|
———— =sin60",
AC| sin
skad
3
|AD| = |AC| - sin60°= 6 - \/T = 3v/3.

Pole P trojkata ABC jest wiec rowne
1 1 =
Papc = 5 +|BC| - |AD| = — -4-3v/3=6V3.

Wybierzmy dodatkowo na potprostej BC taki punkt E, ze | EC| = | BC|. Wowczas
trojkaty BAC oraz EAC majg rowne boki BC'i EC oraz wspolng wysokos¢ AD,
opuszczong z wierzchotka A.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pola tych trojkatow sa wiec rowne, co znaczy, ze pole trojkata ABC mozna wyrazi¢ za
pomoc3a danych dlugosci bokéw i sinusa kata przyleglego do kata rozwartego zawartego
miedzy tymi bokami

1
Pypc = Pace = 5 |EC|-|CA|-sin60°=



1
=5 |BC| - |CA] -sin60°=

=—-4-6-£ — 6/3.
2
Przyktad 8

Rozpatrzmy trojkat rozwartokgtny ABC, w ktorym dane sg dtugosci bokéw |CB| = a i
|AC| = b. Kgt ACB jest rozwarty i ma miare .

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Niech AD bedzie wysokoscig trojkata ABC, przy czym punkt D niech lezy na
przedtuzeniu boku BC' Postepujac podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wybierzmy
na potprostej BC taki punkt E, ze [CE| = a.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wowczas trojkaty ABC' i AEC maja rowne pola, czyli



1 1
PABC — PACE = E . |EC‘ . ‘CA| . sin(180°—’y) = 5absin(180°—'y).

Ponadto sin(180° —~) = sin(vy), wiec powyzszy wzor zachodzi takze dla sinusa kata
rozwartego.



