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zrobi¢ jednym cieciem, to w przekroju owocu zobaczytes koto. Czy przecinajgc kulisty owoc
jednym cieciem, wzdluz jednej ptaszczyzny mozemy otrzymac inny przekroj?
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Twoje cele

e Rozpoznasz przekroji przekroj osiowy kuli.

o Podasz zalezno$§¢ pomiedzy promieniem kuli, promieniem przekroju i odlegtoscia
pomiedzy ich srodkami.

e Obliczysz promien i pole przekroju kuli o danych wlasnosciach.

o Przeanalizujesz wlasno$ci przekrojow rownoleglych i prostopadlych w kuli.

» Obliczysz pole powierzchni i objeto$¢ odcinka kuli.



Przeczytaj

Przekrojem bryty nazywamy figure, ktora jest czeScia wspolna bryty i ptaszczyzny, ktora ja
przecina.

Przekrojem osiowym bryly obrotowej nazywamy przekroj, ktory przechodzi przez os obrotu.

Przekrojem osiowym kuli jest koto wielkie - koto, ktérego promien jest rOwny promieniowi
kuli. Przekroje zaznaczone w kuli ponizej sa przekrojami osiowymi kuli.

Przyktad 1
Obliczymy pole przekroju zawierajgcego srodek kuli o polu powierzchni 36.

Rozwiazanie:

Poniewaz jest to przekro¢jzawierajgcy srodek kuli, to jest to koto wielkie. Zauwazmy, ze
pole catkowite kuli wyraza sie wzorem P, = 4w R?, a pole kota wielkiego P = wR2. To
oznacza, ze pole kota wielkiego jest czterokrotnie mniejsze od pola catkowitego kuli.
A zatem P = % - 36T = 9.

Wniosek

Pole przekroju osiowego kuli jest czterokrotnie mniejsze od pola powierzchni kuli.
Przyktad 2

Pole przekroju osiowego kuli wynosi 327. Obliczymy objetos¢ tej kuli.

Rozwigzanie:
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Obliczmy promien kuli. Korzystajac z pola przekroju osiowego mamy 7R? = 327, a stad

R = 4v/2.

3
Obliczamy objetosc¢ kuli: V' = %w- (4\/5) = % 2m.

Jezeli przetniemy kule o promieniu R plaszczyzng znajdujacg sie¢ w pewnej odlegtosci
(roznej od 0) od $rodka, to otrzymany przekroj rowniez jest kotem. Koto to jest mniejsze od
kota wielkiego kuli, a jego odlegto$¢ od $rodka d speinia nierowno$¢ 0 < d < R.

Troéjkat, ktorego bokami sg: R - promien kuli, - promien przekroju, d - odlegtos¢
przekroju od srodka jest trojkatem prostokatnym tzn.

r2 4 d2 = R2
Przyktad 3
Obliczymy pole przekroju osiowego kuli o promieniu 8 cm, ktorego odlegtos¢ od srodka

wynosi 4 cm.

Rozwigzanie:




Obliczamy promien przekroju z twierdzenia Pitagorasa: 4> + r* = 8. A zatem 7% = 48.
2

Stad r = 44/3 cm. A zatem pole przekroju wynosi P = 7 - (4\/5) = 487 cm?.

Przyktad 4

Kule o promieniu 10 przecieto dwiema plaszczyznami rownoleglymi, tak, ze jeden
z przekrojow ma promien dwukrotnie dtuzszy od drugiego. Obliczymy odlegtos¢ miedzy
tymi przekrojami, jezeli jeden z nich znajduje si¢ w odlegtosci 6 od srodka.

Rozwigzanie:

Obliczamy dlugos¢ promienia pierwszego z przekrojow z twierdzenia Pitagorasa:

62 + r2 = 10%. A zatem r = 8.



Poniewaz dlugo$¢ promienia przekroju wynosi 8, to drugi przekroj musi by¢ mniejszy.
Mamy wiec r = 4. Obliczamy odleglos¢ tego przekroju od srodka z twierdzenia
Pitagorasa: d + 42 = 102. Czyli d = 2v/21.

Mamy dwie mozliwosci potozenia tego przekroju:

221—6

2W21+6

A zatem odlegloé¢ pomiedzy tymi przekrojami wynosi 2v/21 — 6 lub 2v/21 + 6.
Dla zainteresowanych

Przekroj kuli dzieli ja na dwie czeSci, ktore nazywamy odcinkami kuli.

Objetos¢ odcinka kuli policzymy ze wzoru:

V = T (3R — h)
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Pole powierzchni odcinka kuli policzymy ze wzoru

P. = 27Rh + 7r?
Przyktad 5

Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni mniejszego odcinka kuli powstatlego przez przekroj
kuli o promieniu 15 cm oddalonym o 12 cm od $rodka.

Rozwigzanie:

Mamy, ze h = 15 — 12 = 3 cm. Obliczamy promien przekroju z twierdzenia Pitagorasa:
r2 4122 = 152 Astad r =9 cm.

Mamy wiec V = T2 (45 — 3) = 1267 cm® oraz P, = 27 -15-3 + 7- 9> = 1717 cm?.
Stownik
przekradj bryty

czes¢ wspolna bryly i ptaszczyzny, ktora ja przecina
przekrdj osiowy

przekroj zawierajgcy o$ obrotu bryly obrotowe;j
odlegtos¢ przekroju od srodka

dtugos¢ najkrotszego odcinka tgczacego srodek kuli i przekroj



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
Ustaw taki przekréj, w ktérym r = 6. lle wynosi wéwczas odlegtos¢ pomiedzy

srodkami? Sprawdz swoje obliczenia w symulacji interaktywne;j.

Polecenie 2
Ile bedzie wynosi¢ odlegtos¢ miedzy sSrodkami rownolegtych przekrojow tej kuli

o promieniach 6 i 8?



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Pole przekroju kuli, ktérego odlegto$¢ od srodka kuli jest réwna 4 wynosi 647. Oblicz

pole powierzchni i objetosc tej kuli.

Cwiczenie 8 @

Wspélna cieciwa dwdch przystajacych prostopadtych przekrojéw kuli o promieniu 8 ma

dtugosc 4. Oblicz sume pol tych przekrojow.



Dla nauczyciela

Autor: Magdalena Wojciechowska-Rysiawa

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przekroj kuli

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum lub technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X Stereometria, poziom podstawowy

Uczen:

l)rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczeg6olnosci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka
i kuli, rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje przekroji przekroj osiowy kuli,

e podaje zalezno$¢ pomiedzy promieniem kuli, promieniem przekroju i odlegtoscia
pomiedzy ich srodkami,

 oblicza promien i pole przekroju kuli o danych wtasnosciach,

« analizuje wlasnosci przekrojow réwnoleglych i prostopadtych w kuli,

 oblicza pole powierzchni i objeto$¢ odcinka kuli.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm.



Metody pracy:

o dyskusja,
e Cwiczeniowa.

Formy pracy:

e praca calg klasg,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

« komputer z dostepem do Internetu, glosnikow i tablicy interaktywnejlub projektora,
o modele bryl,
» materialy zawarte w e-podreczniku.

Przebieg lekcji:
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prowadzi z uczniami dyskusje na temat przekrojow bryt, w szczegolnosci
przygladajac si¢ przekrojom kuli, formutuje kryteria sukcesu.

2. Uczniowie formutujg wniosek dotyczacy przekrojow kuli.

3. Nauczyciel prezentuje uczniom symulacje interaktywna pokazujaca zaleznosci
pomiedzy promieniem kuli, a promieniem przekroju.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie rozwigzuja samodzielnie polecenia do symulacji interaktywnej, a nastepnie
wymieniaja si¢ rozwigzaniami z kolegg z tawki i dokonujg oceny kolezenskie;.

2. Uczniowie rozwigzujg samodzielnie ¢wiczenia z sekcji Przeczytaj.

3. Nauczyciel wraz z uczniami analizuje rozwigzania uczniowskie.

4. Wybrani uczniowie rozwigzujg na tablicy zadania, ktore sprawialy najwiecej problemow
(w szczegolnosci wskazane jest, aby szczegotowo omowic zadania 71 8).

Faza podsumowujaca:
1. Uczniowie dokonujg samooceny i podsumowujg wiadomosci dotyczace przekrojow kul.
Praca domowa:

Poc¢wiczy¢ w domu obliczanie dlugo$ci promienia kuli, promienia przekroju i odlegtosci
pomiedzy ich srodkami.

Materialy pomocnicze:

Kulai sfera
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Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng uczniowie moga wykorzysta¢ w domu do utrwalenia wiadomosci.
Mozna jg tez wykorzysta¢ przy wprowadzaniu pojecia przekroju.



